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Prefata

Cartea se adreseaza in primul rand studentilor automatisti de la ciclurile de licenta
si masterat, care au in planul de invatamant discipline precum Teoria sistemelor, Sisteme
automate cu esantionare, Ingineria reglarii automate, Algoritmi de reglare etc., putdnd fi
insa utila tuturor studentilor cu profil ingineresc, in completarea §i aprofundarea
cunostintelor din domeniul teoriei sistemelor §i sistemelor de reglare automata.

In capitolul 1 sunt prezentate conceptele de sistem real, sistem abstract, sistem
automat, sistem de reglare dupd abatere si sistem de reglare dupd perturbatie,
caracteristicile si trasaturile fundamentale ale sistemelor, marimile de intrare, de stare si
de iesire ale sistemelor, clasificare sistemelor, rolul §i locul teoriei si ingineriei sistemelor
in formarea §i perfectionarea profesionald a studentilor si masteranzilor.

In capitol 2 este prezentata problematica reprezentdrii matematice a sistemelor,
principalele aspecte abordate fiind urmdtoarele: modelarea analitica, experimentala §i
mixtd, formele de reprezentare a sistemelor continue si discrete in varianta intrare-iesire
(forma primara, forma secundard, forma de convolutie si forma operationald) si in
varianta intrare-stare-iesire, precum §i conversia sistemelor liniare dintr-o variantda in
alta.

Capitolele 3 si 4 prezintd elemente de analizd intrare-iegire §i respctiv intrare-stare-
iesire a sistemelor liniare continue i discrete in domeniul timpului: calculul raspunsului
in timp, echivalenta de tip intrare-iesire si de tip intrare-stare-iesire, discretizarea
sistemelor continue, reducerea sistemelor de tip intrare-stare-iegire, conceptul de sistem
monotonic si metoda planului fazelor.

Capitolele 5 si 6 abordeaza studiul operational al sistemelor liniare continue §i
discrete prin metoda transformarii Laplace §i respectiv metoda transformarii Z.
Principalele probleme si aspecte abordate sunt: conceptele de functie de transfer si
matrice de transfer, calculul functiei de transfer a sistemelor compuse, rolul functiei de
transfer in simplificarea formalismului matematic implicat in analiza §i sinteza sistemelor
deschise si inchise (cu legdturi de reactie), metodologia operationald de calcul al
raspunsului sistemelor liniare continue i discrete, analiza sistemelor elementare de
ordinul unu si doi, definirea si analiza sistemelor cu timp mort, problema reducerii
sistemelor de tip intrare-iesire, calculul discretizatului unui sistem continuu, caracteristici
si proprietati ale sistemelor cu esantionare §i ale sistemelor monotonice.

Capitolul 7 este destinat analizei sistemelor in domeniul frecventei. Este definita
functia de frecventd a unui sistem liniar continuu sau discret, este prezentatd §i
demonstratd teorema de interpretare fizica a functiei de frecventd (teorema filtrarii), sunt
definite si analizate caracteristicile de frecventd ale sistemelor liniare continue cu si fara
timp mort.

In capitolul 8 este tratatda problematica stabilitatii sistemelor in ambele variante:
stabilitatea internd (a starii) si stabilitatea externd (a iesivii). Sunt prezentate §i
demonstrate principalele teoreme de stabilitate internd si externd pentru sistemelor
liniare continue §i discrete, criteriul algebric de stabilitate Hurwitz, criteriile frecventiale
de stabilitate Nyquist.

In capitolul 9 este tratata problema calitatii reglarii in regim stationar si dinamic.
Pentru regimul stationar este prezentatd §i demonstratd teorema preciziei reglarii pentru
procesele de tip proportional §i integral, iar pentru regimul dinamic sunt prezentati
principalii indicatori directi si indirecti de performanta ai reglarii automate, precum §i
problema alocarii polilor.

Capitolul 10 este destinat studiului sistemelor multivariabile de tip intrare-iesire.
Principalele probleme abordate sunt: stabilitatea sistemelor de reglare multivariabile,



analiza sistemelor de reglare multivariabile cu regulatoare monovariabile, analiza
sistemelor de reglare multivariabile cu regulator multivariabil, problema decuplarii.

Capitolul 11 abordeaza sistemele si algoritmii de reglare dupd perturbatie. Sunt
prezentate caracteristicile acestui tip de reglare, sistemele de reglare cu compensator
static, sistemele de reglare cu compensator dinamic dedicat si sistemele de reglare cu
compensator dinamic tipizat.

Capitolul 12 trateaza sistemele si algoritmii de reglare dupa abatere (eroare).
Principalele probleme §i aspecte abordate sunt: caracteristicile §i avantajele reglarii
dupa abatere, algoritmul de reglare PID continuu, algoritmul de reglare PID numeric,
acordarea experimentala a regulatorului PID, sistemele de reglare speciale cu regulator
P, sistemele de reglare bipozitionale, algoritmii de reglare predictiva, algoritmii de
reglare cu model intern clasici si de tip P-IMC.

Capitolul 13 abordeaza teoria structurald a sistemelor. Sunt prezentate principalele
proprietdti structurale ale sistemelor, formele canonice controlabile si formele canonice
observabile.

Capitolul 14 trateaza conceptul de reglare prin reactie dupa stare si estimator de
stare, analiza §i proiectarea estimatoarele de stare de ordinul unu si problema preciziei
reglarii.

Cartea include o serie de contributii originale ale autorilor, cum ar fi: 1) metoda
modelului secundar pentru calculul in domeniul timpului al raspunsului sistemelor liniare
de tip intrare-iesire la intrari de tip orviginal;, 2) definirea si caracterizarea sistemelor
monotonice continue $i discrete, cu prezentarea proprietdtilor lor principale; 3) teoremele
de alocare a polilor la sistemele de reglare cu si fara timp mort;4) introducerea
conceptelor de marimi T-echivalente si marimi T-echivalente de ordinul zero, necesare
definirii riguroase a discretizatului propriu-zis al unui sistem liniar continuu, 4) metoda
de decuplare a sistemelor multivariabile cu decuplor dinamic tipizat; 5) metoda de
reglare dupad perturbatie cu compensator dinamic tipizat, bazata pe limitarea factorului
de magnitudine al comenzii; 6) metoda experimentala simpla de acordare a regulatorului
de tip PI; 7) algoritmul de reglare tip P-IMC.

Tratarea sistemelor de reglare automata este realizatd atdt sub aspect teoretic, prin
abordarea matematica necesara elaborarii unor solutii de reglare riguroase §i temeinice,
cdt si sub aspect aplicativ, prin prezentarea unor metode experimentale de decuplare a
sistemelor multivariabile si de acordare a regulatoarelor dupd abatere si perturbatie,
precum §i a numeroase exemple de probleme rezolvate sau propuse spre rezolvare.
Solutiile §i rezultatele problemelor de autotestare sunt date la sfarsitul lucrarii.

Vasile Cirtoaje, Alina Baiesu

Ploiesti, iulie, 2020



CUPRINS

1. INTRODUCERE IN TEORIA SI INGINERIA SISTEMELOR 9
1.1. Caracterizarea sistemelor ...............coveiiiiiiiiiiiiiiiiinn., 10
1.2. Clasificarea sistemelor ..............coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieaeeanan, 16
1.3. Aplicatii rezolvate ...........ccoiiiiiiiiiiiii 30

2. REPREZENTAREA MATEMATICA A SISTEMELOR 33
2.1. Modelarea sistemelor .............cccoiiiiiiiiiiiiiii e 34
2.2. Sisteme continue de tip [-E ... 42
2.3. Sisteme discrete de tip I-E ... 47
2.4. Sisteme continue de tip [-S-E ... 50
2.5. Sisteme discrete de tip I-S-E ... 52
2.6. Conversia sistemelor liniare ................ocoooiiiiiiiiiiiiin, 53
2.7. Aplicatii rezolvate ... 58
2.8. Aplicatii de autocontrol ...............cooiiiiiiiiiiii 67

3. ELEMENTE DE ANALIZA iN DOMENIUL TIMPULUI A

SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E 71
3.1. Raspunsul in timp al sistemelor continue ....................c.eueenn.. 72
3.2. Raspunsul in timp al sistemelor discrete ................coooevieinann. 79
3.3. Sisteme echivalente intrare-1€$ire ..............cccoeveieinieenneannnnn. 85
3.4. Discretizarea sistemelor continue de tip I-E ................... . ... 87
3.5. SiSteme MONOTONICE ...ceeuutintenttinietiait e eeeaeas 92
3.6. Aplicatii rezolvate ...........ccoiiiiiii e 94
3.7. Aplicatii de autocontrol ................oooiiiiiiiiiii 121

4. ELEMENTE DE ANALIZA iN DOMENIUL TIMPULUI

A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-S-E 125
4.1. Raspunsul in timp al sistemelor continue ........................oeeee. 125
4.2. Calculul matricei fundamentale .....................coooiiiiiiiinn... 129
4.3. Raspunsul in timp al sistemelor discrete ,...............cceeviinin.nn. 132
4.4. Sisteme echivalente intrare-stare-1€$ire ................ocevvvvenennnn. 136
4.5. Discretizarea sistemelor continue de tip [-S-E ........................ 138
4.6. Conexiuni serie, paralel si cureactie ............c.cooeviiiiiiiinin... 140
4.7. Reducerea SiStemelor ...........oovuiiiiiiiiiiiiiiiieieieae 141
4.8. Metoda planului fazelor ... 143
4.9. Aplicatii 1eZ0lvate ...........ooiiiiii 151
4.10. Aplicatii de autocontrol ... 163

5. METODA OPERATIONALA LAPLACE 165
5.1. Transformarea Laplace ..............ocooiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 167
5.2. Functia de transfer ... 169
5.3. Matricea de transfer .............coooiiiiiiiiiiiiii e, 176
5.4. Functia de transfer a sistemelor compuse ....................oeeeel. 179
5.5. Calculul raspunsului sistemelor .............ooevveiiiiiiiiiiiiiiann.n. 184
5.6. Raspunsul sistemelor elementare ...............c.cooovviiiiiiiiiinn... 186

5.7. Sisteme Cu tiMP MOTT ....vvuiiniiitiiieie ettt et e eeeieesee e 201



5.8. Reducere SiStemelor .....coovvunneee it e 204

5.9. Realizarea sistemelor continue ................oeviiinieneenenieeneenne. 208
5.10. Sisteme continue MONOONICE ........eueeeneentenentiiiiienieeieenaes 214
5.11. Aplicatii rezolvate ..........ooiiiiiiiiiiii i 218
5.12. Aplicatii de autocontrol .......... ... 244

6. METODA OPERATIONALA Z 249
6.1. Transformarea 2 .............cooviininiiiiii i 251
6.2. Functia de transfer ..o 257
6.3. Calculul raspunsului Tn timp .........ccvviiiiiiiiiiii i 262
6.4. Discretizatul unui sistem continuu .............c.oeoeviiiiiiiniiinnenn. 263
6.5. Sisteme CU €SaANtIONAIC .......oevurieeeiniie et eeiee e e eeeeiieeee e 270
6.6. Sisteme discrete MONOTONICE ......vvueneenieniititine e 274
6.7. Aplicatii rezolvate ...........coiiiiiiiii e 278
6.8. Aplicatii de autocontrol ...............coooiiiiiiiiiiiii 296

7. FUNCTIA DE FRECVENTA 299
7.1. Definitie §1 proprietatli ............ccoieiiiiiiiiiiiiii e, 299
7.2. Interpretare fiZiCA .........ooviieiiiiiii i 301
7.3. Caracteristici de frecventa .............oooiiiiiiiiiiiiiiii 302
7.4. Functia de frecventd a sistemelor discrete ..................cooennnee. 316
7.5. Aplicatii 1ezolvate .........ooiiiiiiii 317
7.6. Aplicatii de autocontrol ..o 321

8. STABILITATEA SISTEMELOR LINIARE 323
8.1. Stabilitatea INterNA ...........coeiitiiiiiii e 324
8.2. Stabilitatea exXternad .............ooiiiiiiiiiii 327
8.3. Criteriul de stabilitate Hurwitz ..., 331
8.4. Criteriile de stabilitate Nyquist ...........cooviiiiiiiiiiiiiiiiniannnn. 333
8.5. Aplicatii rezolvate ...........ooiiiiiiii 338
8.6. Aplicatii de autocontrol ... 362

9. CALITATEA REGLARII 365
9.1. Calitatea reglarii Tn regim Stationar ..............c.ccoeveeviiinenneenenn.. 365
9.2. Calitatea reglarii in regim dinamic ................ccoeeviiiniiniennnn... 371
9.3. Aplicatii 1ezolvate ..........coiiiiiiii 386
9.4. Aplicatii de autocontrol ...............cociiiiiiiiiiiii 404

10. SISTEME DE REGLARE MULTIVARIABILE 407
10.1. Stabilitatea sistemelor de reglare multivariabile ...................... 409
10.2. SRM cu regulatoare monovariabile ...................ccoceiiiiiin... 410
10.3. SRM cu regulator multivariabil .................cooii 412
10.4. Aplicatii 1€Z0IVate ........ceiiiiiiiiiii e 419
10.5. Aplicatii de autocontrol ... 428

11. SISTEME SI ALGORITMI DE REGLARE DUPA PERTURBATIE 431
11.1. Caracteristici ale reglarii dupa perturbatie ......................o.... 431
11.2. Reglarea cu compensator de tip static ..........ccoovviiiiinniennnnn... 433
11.3. Reglarea cu compensator dinamic dedicat.........................ce..e. 435

11.4. Reglarea cu compensator dinamic tipizat .................ccceoveninne.e. 439



11.5. Aplicatii rezolvate ............ocoiiiiiiiiiiiiiiiiien

11.6. Aplicatii de autocontrol ...............ccooiiiiiiiiiiiiiiinn..

12. SISTEME SI ALGORITMI DE REGLARE DUPA ABATERE

12.1. Caracteristici ale reglarii dupd abatere ..........................

12.2. Algoritmul de reglare PID continuu .............c.cccceeenenen..
12.3. Algoritmul de reglare PID numeric ...........................

12.4. Acordarea experimentald a regulatorului PID ................

12.5. Sisteme speciale de reglare cu regulatorde tip P .............
12.6. Sisteme de reglare bipozitionald ...............................

12.7. Algoritmi de reglare cu predictie ...............cocoiiininin.

12.8. Algoritmi de reglare cu model intern ..........................
12.9. Aplicatii de autocontrol ...

13. PROPRIETATI STRUCTURALE ALE SISTEMELOR LINIARE

13.1. Controlabilitatea ..........oovveiiiiieiii e,

13.2. Stabilizabilitatea .........oouneeeei e

13.3. Forme canonice controlabile ..........cooeeeeeeeeiiiiiiiannnnn..

13.4. Observabilitatea ........oourneeeee e

13.5. Dectectabilitatea ..............cooiiiiiiiiiiiiiiiii i,
13.6. Forme canonice observabile ............cooooiiiiiiiiiiiiiint.
11.5. Aplicatii rezolvate ............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiianaen,
11.6. Aplicatii de autocontrol ...,

14. REGLAREA PRIN REACTIE DUPA STAREA ESTIMATA

14.1. Reglarea prin reactie dupa stare ...............ccoeeveeneinnn
14.2. Estimatoare de Stare ..............ccocevieiiiiiiiiiniinnennnennn

14.3. Ecuatiile compensatorului si sistemului de reglare

cu estimator §i reactie dupd stare........... ....ocooeiiiiiinnnn.
14.4. Precizia reglarii ...... coevveiiniiiiiiii i
14.5. Aplicatii rezolvate ............ccoiiiiiiiiiiiiiii
14.6. Aplicatii de autocontrol ...............ccooviiiiiiiiiiiinnn..

REZULTATE ALE APLICATIILOR DE AUTOCONTROL
BIBLIOGRAFIE

444
454

457
457
458
465
467
470
472
476
486
521

523
523
530
531
534
537
538
539
548

551
552
554

556
557
559
561

563
595






INTRODUCERE
IN
TEORIA SI INGINERIA SISTEMELOR

Conceptul de sistem a aparut si s-a dezvoltat de-a lungul timpului, ca
rezultat al evidentierii unor trasaturi, caracteristici si comportamente comune
pentru o serie de procese si fenomene din diferite domenii de activitate, ceea
ce a permis tratarea acestora, din punct de vedere structural-functional, intr-un
mod unitar, sistemic.

Notiunea de sistem are o sferd de cuprindere foarte largd, fiind intalnita in
toate domeniile de gandire si actiune umand, insa aproape intotdeauna in
asociatie cu un atribut de specificare; de exemplu: sistem automat, sistem de
transmisie, sistem informational, sistem de semnalizare, sistem economic,
sistem de productie, sistem politic, sistem social, sistem solar etc.

In cele ce urmeaza, prin sistem vom intelege un set de elemente (parti),
care se manifesta ca un tot unitar §i interactioneaza intre ele si cu exteriorul
dupa anumite reguli §i legi, in vederea realizarii §i mentinerii unui sens,
obiectiv, scop.

Asadar, un sistem este structurat ca o conexiune de elemente, fiecare
element constituind la randul sdu un sistem (subsistem). Interactiunea dintre
elementele unui sistem poate imprima sistemului proprietdti, caracteristici si
comportamente noi, asemanatoare sau radical diferite de cele ale subsiste-
melor componente.

In cazul sistemelor fizice (reale), functionarea si interactiunea
subsistemelor au loc pe baza legilor fizico-chimice generale, prin intermediul
fluxurilor de masa si energie, purtatoare de informatie. Sistemele fizice pot fi
naturale sau artificiale (create de om).
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Sistemele automate sunt sisteme tehnice de supraveghere (monitorizare),
comanda gi/sau control al proceselor i instalatiilor tehnologice, fara
interventia direct a omului.

In conformitate cu definitiile date sistemului si sistemului automat, orice
om este un sistem (cel mai evoluat sistem viu cunoscut), dar nu este sistem
automat.

Reglarea automata a unui sistem (proces) consta in mentinerea unei
marimi (scalare sau vectoriale) a sistemului la valori cdt mai apropiate de
cele ale unei marimi de referinta, in conditiile modificarii in timp a marimii de
referinta si a actiunii perturbatiilor asupra procesului reglat.

Teoria sistemelor reprezinta un ansamblu de cunostinte, concepte,
metode si principii, independente de aplicatii, necesare studiului structurii,
proprietatilor si caracteristicilor dinamice ale sistemelor in general, ale
sistemelor automate in mod special. Teoria sistemelor are ca obiect de studiu
sistemul abstract, de tip model matematic, apt a descrie caracteristicile si
comportamentul dinamic al une1 intregi clase de sisteme fizice, reale. Teoria
sistemelor introduce si dezvoltd un mod de gandire logic, asa zis sistemic,
bazat pe respectarea principiului cauzalitatii, care permite abordarea
interdisciplinard a realitatii inconjurdtoare. In conformitate cu principiul
cauzalitatii (numit si principiul cauza-efect): 1) orice efect este rezultatul unei
cauze; 2) efectul este intdrziat fata de cauza; 3) cauze identice genereaza in
aceleasi conditii efecte identice.

Ingineria sistemelor este domeniul principal de aplicabilitate a teoriei
sistemelor, avand ca scop proiectarea, executia, implementarea, exploatarea
si dezvoltarea sistemelor tehnice utile i eficiente, cu bune performante si grad
ridicat de complexitate, prin imbinarea armonioasa a cunostintelor i
realizarilor din diverse domenii ale stiintei si tehnicii (matematica, fizicd,
chimie, electrotehnica, electronica, mecanica, automatica, calculatoare etc.).

Teoria i ingineria sistemelor de reglare sunt domenii particulare
importante ale teoriei si ingineriei sistemelor, care vizeaza descrierea,
intelegerea, aprofundarea §i rezolvarea problemelor specifice domeniului
reglarii automate a instalatiilor si proceselor tehnologice.

1.1. CARACTERIZAREA SISTEMELOR

Caracteristicile fundamentale ale sistemelor sunt urmatoarele:

e caracterul structural-unitar, care reflectd proprietatea unui sistem de a
fi descompus si reprezentat sub forma unei conexiuni de subsisteme a caror
actiune este orientata si dirijata in vederea realizarii unui sens sau scop;
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e Caracterul dinamic-cauzal, care reflecta proprietatea unui sistem de-asi
schimba starea si evolua in timp sub actiunea factorilor interni §i externi, cu
respectarea principiului cauzalitatii,

e Caracterul informational, care reflecta proprietatea unui sistem de-a
primi, prelucra, memora si transmite (altor sisteme) informatie.

In sensul teoriei sistemelor, prin informatie se intelege orice factor care
contribuie la modificarea si descrierea starii curente a unui sistem. La
sistemele tehnice, marimile fizice utilizate ca suport pentru transmisia si
stocarea informatiei se numesc semnale.

Marimile variabile asociate unui sistem sunt de trei feluri: marimi de
intrare, marimi de stare si marimi de iesire.

Marimile de intrare sunt marimi de tip cauza, deci independente de starea
sistemului, care influenteaza din exterior starea si evolutia sistemului.

Marimile de stare sunt marimi de tip efect, dependente de marimile de
intrare §i de caracteristicile interne ale sistemului, avand rolul de-a descrie
starea curentd a sistemului.

Marimile de iesire sunt marimi de tip efect, dependente de marimile de
intrare si de caracteristicile interne ale sistemului, avand rolul de-a transmite
in exterior (sistemelor invecinate) informatie despre starea curentd a
sistemului.

Unele marimi de iesire pot fi in acelasi timp marimi de stare. Marimile
de iesire ale sistemelor tehnice sunt masurabile, in timp ce marimile de stare
nu sunt intotdeauna accesibile masurarii.

Un sistem interactioneaza cu sistemele invecinate numai prin intermediul
marimilor de intrare si de iesire. Marimile de iesire ale unui sistem sunt
marimi de intrare pentru sistemele Tnvecinate.

Teoria sistemelor opereaza cu doud concepte de sistem:

- sistem de tip I-E (intrare-iesire);

- sistem de tip I-S-E (intrare-stare-iesire).

Sistemele de tip I-E contin explicit numai marimi de intrare $i marimi de
iesire, In timp ce sistemele de tip I-S-E contin marimi de intrare, marimi de
stare si marimi de iesire. Teoria clasica a sistemelor opereaza cu sisteme de tip
I-E, in timp ce teoria asa zis moderna opereaza cu sisteme de tip I-S-E.

La sistemele de tip I-E, intregul transfer intrare-iesire se realizeaza direct
(fig. 1.1, a), cu intdrziere (la sistemele dinamice) sau instantaneu (la sistemele
statice).

La sistemele de tip I-S-E, transferul principal de informatie intre intrare si
iesire se realizeazd Tn mod indirect, prin intermediul starii (fig. 1.1, b).
Transferul intrare-stare (I—-S) are loc cu intarziere strictd, dupa o dinamica
proprie sistemului, in timp ce transferul stare-iesire (S—E) se realizeaza
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instantaneu. In cazul sistemelor la care marimea de iesire are 0 componenta ce
urmareste instantaneu variatiile marimii de intrare (cu respectarea la limita a
principiului cauzalitatii), exista un canal direct intrare-iesire (I-E) prin care
transferul se realizeaza instantaneu (canalul cu linie intrerupta).

—

SO SV

I——E I + 8 » B

(a) (b)
Fig. 1.1. Transferuri cauzale intre marimile unui sistem:
(a) de tip I-E; (b) de tip I-S-E.

Teoria sistemelor opereaza si cu sisteme triviale de tip static, la care
marimea de iesire, in ansamblul sdu, urmareste instantaneu variatiile marimii
de intrare. Sistemele de acest tip nu contin marimi de stare, iar transferul
intrare-iesire se realizeaza numai pe canalul direct [ -E (cu linie intrerupta in
fig. 1.1, b). Un circuit electric pur rezistiv si un dispozitiv mecanic tip parghie
cu brate rigide si articulatie fard joc sunt exemple de sisteme statice. Sistemele
la care marimea de iesire urmareste cu Intarziere variatiile marimii de intrare
(care au cel putin o variabila de stare si contin canalul principal I -S—E) se
numesc sisteme dinamice. Un sistem dinamic cu intarziere mica pe canalul
intrare-iesire sau intrare-stare poate fi considerat de tip static prin neglijarea
intarzierii respective.In fig. 1.2 este aratat modul de reprezentare a unui sistem
2, in care U este vectorul coloand m - dimensional al marimilor de intrare, Y
- vectorul coloand p- dimensional al marimilor de iesire, iar X - vectorul

coloana 7 - dimensional al marimilor de stare:

2 N X
u X
u="2|, v=|"2|, x=7
um yp xn

Numarul » al variabilelor de stare ale unui sistem reprezinta dimensiunea sau
ordinul sistemului.

== = =

)

Fig. 1.2. Reprezentarea unui sistem 2.
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Marimile de stare ale unui sistem au doud proprietati esentiale:
- de mediere a transferului intarziat intrare-iesire, care devine astfel
transfer intrare-stare-iesire;

- de acumulare intr-o forma concisd a informatiei utile privind evolutia
anterioara a sistemului, astfel incat starea X la momentul ¢, adica X (z), sa

fie complet determinatd de starea X, la momentul initial ¢, (7,<¢) si de
intrarea U pe intervalul de timp [7,, ¢], adica Uy, ;. De aici reiese existenta
unei functii de tranzitie a starii ¢, care exprima evolutia n timp a starii X
dintr-o stare initiald X, sub actiunea intrarii U :

X()=9(; 15, X0, Uy, 1) - (1)
Axiomatica functiei de tranzitie include proprietatea de consistenta:

Pty 1y, X, UC) =Xy, Vi, X,. (2)

La sistemele continue, functia de tranzitie a starii este de tip integral,
continand o integrald cu limita de integrare inferioard #, si limita de integrare

superioara t. Astfel, daca transferul intrare u - stare x este descris de ecuatia
diferentiala liniara cu coeficienti constanti

M:ax(t)+bu(t), teR,

atunci sistemul are functia de tranzitie a starii
At 1o, X0, Up, 1)) = e@t=1) x, + bjtto e?-u(rydr, t>t,. 3)

In cazul particular a=0 (cand sistemul este de tip pur integral), functia de
tranzitie are forma

Bt; 19, X0, Uy, 1) =X + b, u(@)dr .

La sistemele discrete cu perioada de discretizare a timpului egalad cu 1,
functia de tranzitie a starii este sub forma unei sume de termeni ce contin
valorile functiei de intrare la momentele de timp

ty, ty+1, ., t—1,

anterioare momentului curent ¢. Astfel, sistemul la care transferul intrare u -
stare x este descris de ecuatia cu diferente liniard cu coeficienti constanti
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x(t+1)=ax(t) + bu(t), teZ,
are functia de tranzitie a starii
t—t -1 —1—i /.
¢(t’ tO:'XOaU[tO,t)):a 0x0+bzat u(l)a tZtO' (4)
iZZO

In cazul particular a=1 (cand sistemul este de tip pur integral), functia de
tranzitie are forma

-1
¢(t5 thXOaU[to,t)) =X +bz l/l(l) :

iZIO

Pentru o stare initiald X, si o intrare data U, curba de evolutie a

0:°)’
starii X (t)=[x,() x,(t) -+ xn(t)]T in spatiul starilor (n-dimensional) se numeste

traiectorie de stare. Pentru n=2, traiectoriile de stare pot fi reprezentate
grafic. O traiectorie de stare definitd prin starea initiald X #0 si intrarea

(comanda) U[ ) w)zO se numeste /ibera. Daca insd X =0 si U[ ) w):tO, atunci
0’ 0’

traiectoria este fortata (fig. 1.3).

X3

Traiectorie
Ui)=0 fortata

&
<A\ / Fig. 1.3. Traiectorii de stare.
*

D=0

Traiectorie
libers

La randul ei, iesirea Y poate fi exprimata in raport de starea curentd X si
de intrarea curentd U prin intermediul functiei de iesire

Y(@)=n(t; X(0),U(@©)). )

In afara marimilor variabile de intrare, de stare si de iesire, in descrierea
comportamentului unui sistem intervin si unele marimi parametrice constante
sau pseudo-constante (usor variabile). La sistemele fizice, marimile
parametrice (numite, pe scurt, parametri) sunt de reguld marimi ce
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caracterizeaza proprietatile fizico-chimice ale sistemului: densitate, visco-
zitate, lungime, arie, volum, rezistentd electrica, capacitate electrica,

conductivitate termica etc. La sistemele cu parametri constanti, functia de
iesire # nu depinde explicit de ¢, fiind deci de forma Y (¢) = n(X (¢),U(?)).

¢ Un exemplu de sistem il constituie circuitul electric RLC din fig. 1.4. Daca
tensiunea variabila u, este generatd din exterior, cu valoarea independenta de circuit, si

dorim sd cunoastem modul de variatie in timp a tensiunii », de la bornele inductivitatii L,

atunci circuitul RLC poate fi considerat un sistem in care u, este marime de intrare, u

1 L
mdrime de iesire, iar tensiunile u, si uc de la bornele rezistorului R si condensatorului C

sunt marimi de stare. Rezistenta R, capacitatea C si inductivitatea L sunt parametri ai
sistemului.

b i
R, _TC,
o 1 ] |
LT ]
A
pors ul i HL
1 L |¥r — Ry
;
(w

Fig. 1.4. Exemplu de sistem fizic.

Sistemul are doua variabile de stare deoarece contine 2 elemente capabile sa
inmagazineze si sa transfere energie (capacitatea C si inductivitatea L). De remarcat faptul
ca dintre tensiunile de tip efect u,, uc si u;, numai primele doud (uj, si u-) pot fi alese

variabile de stare, tensiunea u, nefiind strict intdrziatd in raport cu tensiunea u; (la
modificarea treaptd a tensiunii u; cu 3V, tensiunea u , se modifica instantaneu cu 3V,
dupa care scade treptat la 0 V). Pe de alta parte, existd o infinitate de moduri de alegere a

variabilelor de stare, de exemplu x, =u, si x,=u,+ku,,unde k poate fi orice constantd

reala nenula.
Dacad, pe langad u; , intereseazd si modul de variatie in timp a tensiunii u., atunci
sistemul are doud marimi de iesire (u; $i u. ), iar u. este atat variabila de iesire, cat si

variabila de stare.

La sistemele care respectd principiul cauzalitatii, transferul intrare-iesire

are loc cu intarziere (cel mult instantaneu). Daca, de exemplu, intre o variabila
de tip cauzad u si o variabila de tip efect y exista o corelatie de forma

s%w(z):zu(ws), teR, (6)

sau de forma



16 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

y@O)+y@-1)=6u(t+3), telZ, (7)

ambele exprimand faptul ca efectul y la momentul ¢ este influentat de cauza

u la momentul 7+3, atunci sistemele respective nu sunt cauzale, adica nu

respecta principiul cauzalitatii. Pe de altd parte, sistemul continuu impropriu

descris prin ecuatia

du(t)
,

y(t)=2 ”

(8)
la care ordinul de derivare a intrarii depaseste ordinul de derivare a iesirii, este
irealizabil fizic, deoarece raspunsul la intrare treaptd este de tip impuls Dirac
(creste si coboara instantaneu de la 0 laco sidela o la 0).

1.2. CLASIFICAREA SISTEMELOR

Pe baza unor proprietiti derivate din definitia si proprietdtile sistemelor
(caracterul structural-unitar, cauzal-dinamic si informational), acestea pot fi
impartite pe categorii i clase, sistemele apartinind unei clase avéand
proprietdti si caracteristici asemadnatoare sub anumite aspecte.

1.2.1. Sisteme continue si discrete

Sistemele cu timp continuu (analogice) sunt acele sisteme la care
marimile de intrare, de stare si de iesire iau valori la toate momentele de timp
¢t apartinand multimii numerelor reale R.

Sistemele cu timp continuu pot fi continue (netede) sau discontinue. La
sistemele continue, pentru orice stare initiala X, si orice functie de intrare
U(¢) continua (fard variatii bruste), functia de stare X(¢) si functia de iesire
Y(¢) sunt, de asemenea, functii continue. Sistemele cu timp continuu care nu
satisfac aceasta proprietate se numesc discontinue.

Sistemele continue dinamice sunt descrise cu ajutorul ecuatiilor
diferentiale.

¢ Un circuit electronic care contine elemente analogice si un releu electromagnetic
avand un contact Intr-o ramura a circuitului este un sistem discontinuu.

Sistemele cu timp discret sunt acele sisteme la care marimile de intrare,
de stare si de iesire iau valori numai la anumite momente discrete 7, ale

timpului. Sistemele cu timp discret la care discretizarea timpului este uniforma
(cu pas constant), adica ¢, =kT, unde T este perioada (tactul) si keZ, se
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numesc sisteme discrete. Alegand, prin conventie, 7=1, rezultd cd timpul ¢
este o variabila de tip intreg (t=keZ).Sistemele discrete dinamnice sunt
descrise cu ajutorul ecuatiilor cu diferente.

Sistemele fizice discrete sunt sisteme artificiale (create de om) care contin
un generator de tact (ceas) cu perioada 7. Sistemele discrete sunt adesea
reprezentdri matematice cvasi-echivalente ale sistemelor continue, utile in
simularea numerica, cu ajutorul calculatorului, a comportamentului sistemelor
continue.

Sistemele cu timp discret la care variabilele (de intrare, de stare, de iesire)
iau numai doud valori distincte (“0” si “1”) se numesc sisteme logice sau
binare, 1ar sistemele la care variabilele iau un numar mare de valori se numesc
sisteme numerice sau digitale.

¢ Dispozitivele de semnalizare opticd si acusticd (la iesirea unei marimi fizice in
afara limitelor admise) sunt sisteme logice, iar calculatoarele sunt, din punctul de vedere al
utilizatorului, sisteme numerice.

Sistemele care contin atat elemente continue cat si elemente discrete se
numesc sisteme cu esantionare sau Ssisteme esantionate. Interconectarea
elementelor continue si discrete se face prin intermediul convertoarelor
analog-numerice $i numeric-analogice. Semnalele numerice obtinute prin
esantionarea (discretizarea) periodicda a semnalelor continue se numesc
semnale esantionate. Semnalul de iesire al unui convertor numeric-analogic
este, de reguld, de tip scara, avand valoarea constanta (egald cu cea a
semnalului numeric) intre doud momente discrete succesive ale timpului.

1.2.2. Sisteme liniare si neliniare

Sistemele /liniare sunt acelea care verificd principiul superpozitiei
(suprapunerii efectelor): efectul sumei cauzelor este egal cu suma efectelor
cauzelor, adica

E(cj+cy,+--+c,)=E(c) +E(c,) +---+E(c,), 9)

unde prin E(c;) am notat efectul cauzei c;.

Sa consideram un sistem liniar cu intrarea u si iesirea y, aflat pana la
momentul initial 7, =0 In regim stationar cu =y =0. Fiind nule pentru <0,
functia de intrare u(¢) si functia de iesire y(¢) sunt functii de tip original.
Daca intrarii de tip original u=f,(¢#) 11 corespunde raspunsul y=g,(¢), iar
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intrarii de tip original u = f,(¢) 1i corespunde rdspunsul y=g,(#), atunci
intrarii
u=a, fi(H)+a, f5(1)

i1 va corespunde raspunsul
y(t)=a,g,(t)+a,8,(1).

Pentru sistemele liniare exista o feorie unitara, riguroasa si coerenta, care
permite studiul acestora Intr-un mod unitar, simplu si precis. Sistemul obtinut
prin interconectarea a doud sau mai multor subsisteme liniare este, de
asemenea, liniar. Reciproca acestei afirmatii nu este adevarata, adica
liniaritatea unui sistem nu implicd in mod necesar liniaritatea subsistemelor
componente.

Sistemele liniare sunt descrise prin ecuatii matematice liniare (algebrice,
diferentiale sau cu diferente). Ecuatiile liniare sunt formate din termeni de
gradul zero sau unu, care contin doar o singura variabila (de intrare, de stare
sau de iesire) sau derivata a acesteia.

Sistemele neliniare sunt acele sisteme care nu satisfac in toate cazurile
principiul superpozitiei (adica acele sisteme care nu sunt liniare). Modul
neconstructiv de definire a sistemelor neliniare (prin negarea unei proprietati)
si multitudinea modurilor de manifestare a neliniaritatilor conduc la ideea
imposibilitatii construirii unei teorii unitare a sistemelelor neliniare. In
consecinta, sistemele neliniare sunt studiate pe clase de sisteme, definite
constructiv pe baza unor proprietati commune (de exemplu, clasa sistemelor
continue si liniare pe portiuni, clasa sistemelor cu caracteristici statice de tip
releu, clasa sistemelor neliniare de ordinul unu etc.).

Sistemele fizice pot fi liniare cel mult intr-un domeniu marginit de
functionare, delimitat de zone de neliniaritate (de blocare si saturatie).
Sistemele cu neliniaritdti slabe in interiorul domeniului studiat sunt

considerate, de cele mai multe ori, ca fiind liniare sau liniare pe portiuni.

1.2.3. Sisteme statice si dinamice

Sistemele statice (numite si fara memorie) sunt sisteme de ordinul zero
(fara variabile de stare), avand valoarea iesirii ¥ la momentul curent ¢
complet determinata de valoarea intrarii U la momentul #. La aceste sisteme,
lesirea urmareste instantaneu variatiile In timp ale intrdrii. Sistemele fizice
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statice nu contin elemente capabile sa inmagazineze si sa transfere cantitati
semnificative de masa si energie.

Sistemele dinamice (numite si cu memorie) au ordinul mai mare decat
zero §i se caracterizeaza prin prezenta regimurilor tranzitorii, ca o consecinta a
faptului ca iesirea urmareste cu intarziere variatiile Tn timp ale intrarii.
Sistemele fizice dinamice includ in componenta lor elemente capabile sa
acumuleze si sa transfere cantitati semnificative de masa si energie.

Sistemele statice sunt descrise prin ecuatii algebrice, sistemele continue
dinamice prin ecuatii diferentiale, iar sistemele discrete dinamice prin ecuatii
cu diferente.

Studiul unui sistem alcétuit din subsisteme interconectate este mult mai
simplu atunci cand unele subsisteme sunt de tip static. Un subsistem din
componenta unui asemenea sistem poate fi considerat de tip static atunci cand
are timpul de raspuns la intrare treaptd neglijabil, adicd de cel putin 5...10 ori

mai mic decat timpul de raspuns al sistemului.

¢ Sistemul reprezentat de circuitul electric RLC din fig. 1.4 este un sistem dinamic.
Un circuit care contine numai rezistoare este un sistem static. De asemenea, o parghie
mecanicd rigidd si cu articulatie fara joc, avand ca variabile de intrare-iesire deplasarile
capetelor barei, este un sistem static. Un traductor tip termocuplu, desi are un timp de
raspuns de ordinul minutelor la o variatie treaptd a temperaturii, poate fi considerat un
subsistem static in cazul unui sistem automat de reglare a temperaturii unui cuptor tubular

de mari dimensiuni, caracterizat printr-un timp de raspuns de ordinul zecilor de minute.

1.2.4. Sisteme cu parametri constanti si variabili

Sistemele cu parametri constanti (numite si invariante) au o structura
fixa §1 parametri interni constanti in timp, iar sistemele cu parametri variabili
(numite §i variante) au cel putin un parametru intern variabil In timp. Starea
unui sistem invariant aflat initial in regim stationar (caracterizat prin constanta
in timp a tuturor variabilelor de intrare, de stare si de iesire) se poate modifica
numai din exterior, prin actiunea variabilelor de intrare.

Sistemele cu parametri constanti sunt descrise prin ecuatii cu coeficienti
constanti, iar sistemele cu parametri variabili prin ecuatii cu cel putin un

coeficient variabil n timp.
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¢ Circuitul electric RLC din fig. 1.4 este un sistem invariant. El devine Tnsa un sistem
variant atunci cand rezistenta R este variabild In timp, prin deplasarea unui cursor mobil.

Un cuptor tubular utilizat la incalzirea produsului care circula prin tubulatura
(serpentind) poate fi un exemplu de sistem variant datoritd fenomenului de cocsare in timp
a materialului tubular, avand ca efect modificarea parametrilor de transfer al caldurii de la
flacara la produsul incalzit. Prin comparatie cu fenomenul de incélzire a produsului in
cuptor, fenomenul de cocsare este mult mai lent (sesizabil dupd una sau mai multe luni de
functionare), astfel incat cuptorul tubular este, In mod uzual, considerat invariant, dar cu
parametri usor diferiti de la o perioada de timp la alta.

1.2.5. Sisteme monovariabile si multivariabile

Sistemele monovariabile au o singura intrare si o singura iesire. Sistemele
multivariable au cel putin doua intrari si doua iesiri, iar cel putin o iesire este
influentatd de minimum doua intrari.

Sistemele cu o singura intrare (m =1) si mai multe iesiri (p>1), precum
si sistemele cu mai multe intrari (m>1) si o singurd iesire (p=1), pot fi
reduse la p, respectiv m sisteme monovariabile. Sistemele monovariabile se
mai numesc sisteme SISO (single input-single output), iar sistemele
multivariabile se mai numesc sisteme MIMO (multi input-multi output).

¢ Circuitul electric de tip RC din fig, 1.5, avand ca intrdri tensiunile u, si u,, iar ca
iesiri tensiunile v, si v ,, este un exemplu de sistem multivariabil cu patru canale intrare-

iesire (doud directe si doua indirecte).

Biow R v, Ry

B! 5= O 3 Fig. 1.5. Sistem multivariabil.

L1

1.2.6. Sisteme deschise si inchise

o

Sistemele deschise (cu structura deschisd) sunt caracterizate printr-un flux
de informatie unidirectional, orientat de la intrare spre iesire. Sistemele inchise
(cu structurd sau bucld inchisd, sau cu reactie) sunt sisteme la care poate fi
evidentiat un flux de informatie bidirectional, prin care marimea de iesire a
unui subsistem influenteazd propria sa stare viitoare, prin intermediul altor
subsisteme.

¢ Un sistem automat este format din doud subsisteme principale: procesul (instalatia)
de automatizat P si dispozitivul de automatizare DA (fig. 1.6). Sistemele automate cu
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structurile (a) si (b) sunt sisteme deschise, iar cele cu structura (c) sunt sisteme inchise.
Sistemul cu structura (a) este un sistem de supraveghere sau monitorizare automata (de
masurare si/sau semnalizare), sistemul cu structura (b) este un sistem de comandd automata
dupa un program prestabilit sau dupa o marime variabild independentd de proces, iar
sistemul cu structura (c) este un sistem de reglare automata in bucla inchisa. In ultimul caz,
dispozitivul de automatizare DA primeste informatie de la marimea de iesire a procesului

reglat P si, pe baza acestei informatii si a informatiei de referintd r, genereaza comenzi
convenabile asupra procesului, in vederea aducerii si mentinerii marimii reglate y la o

valoare cat mai apropiatd de cea a marimii de referintd, in conditiile actiunii perturbatiei p

asupra procesului si a modificarii referintei 7 .

P » DA ---+ DA | P
(a) h)
, 1If
I pAl—~ P |

(c)

Fig. 1.6. Sisteme automate: (a), (b) deschise; (c) inchis.

1.2.7. Sisteme cu timp mort

In cazul sistemelor fizice la care viteza de propagare a masei si/sau
energiei este relativ redusd (cazul proceselor cu transfer masic si caloric, de
exemplu), intre marimile de iesire si marimile de intrare poate fi evidentiata o

intirziere purd, de tip timp mort. Astfel, dacd marimea de intrare u se modifica
brusc (in forma de treaptd) la momentul #,=0 (fig. 1.7), efectul devine

observabil la iesirea y a sistemului incepand de la un anumit moment 7,

7>0. Intervalul de timp 7 in care efectul este insesizabil la iesire se numeste
timp mort.

y Fig. 1.7. Raspunsul la intrare treapta

/— al unui sistem cu timp mort.

ol o« f
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In cazul cel mai simplu, ecuatiile matematice ale unui sistem cu timpul
mort 7 pot fi obtinute din ecuatiile sistemului fara timp mort prin inlocuirea
variabilei de intrare u(¢) cu u(t—7) (deoarece o intarziere a cauzei cu timpul 7
produce o intarziere a efectului cu acelasi timp 7).

Analiza si sinteza sistemelor inchise cu timp mort sunt mult mai dificile
decat la sistemele fara timp mort.

¢ Un cuptor tubular pentru incélzirea unui produs lichid, avind ca marime de intrare
debitul de combustibil si ca marime de iesire temperatura produsului incalzit (la iesirea din
cuptor), constituie un exemplu de sistem cu timp mort, deoarece apare efect sesizabil la
iesire abia dupa cateva zeci de secunde (sau chiar cateva minute minute) dupa modificarea
treapta a debitului de combustibil. Un efect asemanator se produce si in cazul modificarii
debitului sau temperaturii produsului la intrarea acestuia in cuptor.

1.2.8. Sisteme cu parametri concentrati si distribuiti

Sistemele cu parametri concentrati sunt acelea la care se poate considera,
cu suficienta precizie, ca marimile fizice asociate oricdrui element al
sistemului au aceeasi valoare 1n toate punctele elementului respectiv.

Sistemele cu parametri distribuiti sunt acelea la care cel putin o marime
fizica asociata unui element dimensional al sistemului are valori care difera
sensibil de la un punct la altul, adica are valori distribuite de-a lungul unei
linii, in plan sau in spatiu.

¢ Pentru exemplificare, in timp ce presiunea unui gaz intr-un vas are practic aceeasi
valoare in toate punctele vasului, presiunea unui produs lichid sau gazos intr-o conducta
lunga de transport are valori diferite de-a lungul conductei. Prin urmare, primul proces
poate fi considerat cu parametri concentrati, iar cel de-al doilea cu parametri distribuiti.

Comportamentul dinamic al sistemelor continue cu parametri concentrati
este descris prin ecuatii diferentiale ordinare, iar cel al sistemelor cu
parametri distribuiti prin ecuatii diferentiale cu derivate partiale (in afara
variabilei timp #intervenind cel putin una dintre variabilele spatiale x,y,z).

Avand in vedere complexitatea formalismului matematic al sistemelor cu
parametri distribuiti, in multe cazuri se recomandd considerarea unui
asemenea sistem ca fiind cu parametri concentrati daca eroarea de modelare
rezultatd din renuntarea la ipoteza de distributivitate este relativ redusa. In
asemenea situatii, sistemele cu parametri distribuiti pot fi tratate in maniera
specificd sistemelor cu parametri concentrati, alegand ca variabile de intrare si
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de iesire marimi fizice locale asociate unor puncte sau pozitii reprezentative
(de obicei extreme) ale sistemului.

1.2.9. Sisteme deterministe si stochastice

La sistemele stochastice (numite §i probabiliste sau nedeterministe),
starea initiala X, si functia de intrare U}, ,; nu mai determina in mod univoc

starea X la momentul 7. Sistemele stochastice au cel putin un parametru
intern care variaza aleator si imprima caracter aleator marimilor de stare si de
1esire.

Caracterul determinist sau stochastic al unui sistem nu este influentat de
tipul semnalelor aplicate la intrare (deterministe sau aleatoare). Sistemele
stochastice genereaza semnal aleator pentru intrari deterministe sau aleatoare,
iar sistemele deterministe genereaza semnal determinist la intrari deterministe
si semnal aleator la intrari aleatoare.

Daca anumite ipoteze asupra formei de variatie a semnalelor stochastice
pot fi admise apriori, atunci este posibild caracterizarea acestora pe baza
elementelor de calcul probabilistic si statistica matematica. Formalismul
matematic este considerabil simplificat in cazul sistemelor stochastice cu
caracter stationar (caracterizate prin constanta In timp a proprietatilor
statistice) si cu caracter ergodic (care permite analiza sistemului pe baza unui
singur tip de semnal aleator reprezentativ).

1.2.10. Clasificarea sistemelor automate

Un sistem automat este alcatuit din doud parti principale: procesul de
automatizat $1 dispozitivul de automatizare (fig. 1.6). In majoritatea
aplicatiilor practice de reglare automata, dispozitivul de automatizare contine
un element de masurare (traductor) T, un dispozitiv de comanda (regulator) R
si un element de executie E (fig. 1.8), care indeplinesc respectiv functiile de
masurare (mai corect de traducere, transformare), de comanda si de executie.

lv

'I‘ ;

Fig. 1.8. Sistem de reglare automata dupad abatere.
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Uneori este Tnsa convenabild o structurare a sistemului automat in alte
doud parti principale: partea fixata si dispozitivul de comanda (fig. 1.9).
Partea fixatd include procesul impreuna cu elementul de executie si elementul
traductor.

a) Dupd natura elementelor din componenta dispozitivului de
automatizare si a semnalelor de comunicatie intre elemente, sistemele
automate pot fi: electronice, pneumatice, hidraulice, mecanice $i mixte.

Sistemele electronice sunt superioare celorlalte in privinta performantelor
transmisie a semnalelor la distantd. In mediile cu pericol de explozie,
sistemele electronice pot fi utilizate numai in constructie antiexploziva sau in
varianta cu circuite integrate si puteri neglijabile. Elementele pneumatice si
hidraulice sunt utilizate mai ales ca dispozitive de executie (actionare),
deoarece permit generarea prin mijloace simple a unor forte, momente si
puteri relativ mari, fara pericol de explozie.

Cand sistemul automat contine elemente de naturd diferita,
interconectarea acestora se face prin intermediul unor elemente convertoare
(de interfata).

b) Dupa gradul de wuniversalitate a elementelor din componenta
dispozitivului de automatizare, sistemele automate pot fi wunificate sau
specializate. Sistemele unificate contin elemente universale si functioneaza cu
semnal unificat (standard).

Sistemele automate specializate sunt utilizate in cazul automatizarilor de
complexitate redusa si cand nu se pune problema transmiterii semnalelor la
mare distanta. Acestea sunt de obicei sisteme destinate, simple si robuste.

Majoritatea sistemelor unificate electronice de tip continuu functioneaza
cu semnal electronic unificat 4 ... 20 mA c.c. Semnalul de tip curent, spre
deosebire de semnalul tip tensiune, poate fi transmis fara pierdere la distante
relativ mari, de pand la 2000 m. Domeniul de variatie al semnalului unificat
este deplasat fata de zero pentru ca raportul

e semnal util

zgomot

sd aibd o valoare ridicata, chiar si in cazul in care semnalul util are valoarea
minima (4 mA).

De regula, semnalul unificat 4 ... 20 mA este curentul de colector al unui
tranzistor final (de putere). Deplasarea fatd de zero a curentului de colector
permite mentinerea punctului de functionare al tranzistorului in zona de
amplificare liniard. Receptoarele de semnal unificat 4 ... 20 mA sunt conectate
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in serie. Prin conectarea unei rezistente de 250 Q) la bornele de intrare ale
fiecarui receptor, curentul 4 ... 20 mA este transformat in tensiune in gama
1 ...5 V. Numadrul total de receptoare este limitat, pentru a nu influenta
valoarea curentului, ca urmare a depasirii puterii sau tensiunii maxime ale
generatorului de curent. De remarcat faptul cd un generator de semnal 4 ... 20
mA are structura unui sistem de reglare dupa abatere, cu regulator de tip
proportional, cu reactie negativa de la curentul de iesire si cu amplificare mare
pe calea directd (de ordinul miilor), pentru ca marimea reglatd (reprezentata
chiar de semnalul unificat generat) sa nu fie influentata de valoarea rezistentei
de sarcina.

In practica, semnalul unificat /=4 ... 20 mA se exprima frecvent in
procente, intre valoarea I” in % si valoarea I in mA existand relatiile

r="%*100, 124418, (10)
16 100

Valoarea procentuald /* a semnalului generat de un traductor unificat cu
caracteristica staticd liniard este egala cu valoarea procentuald y* a marimii

masurate (/" =y"), ultima obtinAndu-se prin raportare la lungimea domeniul

de masurare inscris pe placuta cu denumirea si caracteristicile tehnice ale
traductorului, fixatd pe carcasa adaptorului (generator de semnal unificat) din
componenta traductorului. Corelatia intre valoarea semnalului unificat / (in
mA) si cea a marimii masurate y (in unitati fizice ingineresti) se poate obtine
usor prin intermediul exprimarii procentuale. Astfel, in cazul unui traductor de
temperatura cu domeniul 400---600°C, temperaturii 7 =450 °C i corespunde
valoarea procentuala

T-400
* . — 0
= 600400 100=25%
si semnalul unificat
16 . 16 ..
[—4+m1 —4+—100T =8mA.

Invers, semnalului unificat /=10mA 1i corespunde valoarea procentuala

I :ﬂ-100237,5%
16

sl temperatura
* I *

T= 400+(600—400)1TW =400-+(600-400) 55 =475°C.

In ultimii 20 ani, s-au dezvoltat s1 extins refelele de comunicatie digitale
(retele FIELDBUS, PROFIBUS etc.), care oferd o serie de avantaje tehnico-
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economice, cum ar fi: cresterea calitatii operatiilor de automatizare, reducerea
costurilor si a dimensiunilor, posibilitatea interfatarii elementelor inteligente la
nivelul traductoarelor si elementelor de executie, cresterea flexibilitdtii,
sigurantei in functionare si competivitatii.

Sistemele unificate pneumatice functioneazd cu semnal pneumatic
unificat in gama 0,2 ... 1,0 bar, unde

1 bar=10"Pa (N/m?)~ lkgf/cmz.

Presiunea maximd de 1 bar nu implicd probleme deosebite de etansare si nici
consum energetic ridicat pentru prepararea aerului instrumental de alimentare
a dispozitivelor pneumatice unificate (aer din atmosfera, curdtat de impuritati,
uscat si comprimat la 1,4 bar); in acelasi timp, presiunea de 1 bar este suficient
de mare pentru a crea forte de ordinul sutelor sau miilor de kgf (prin
intermediul unor membrane circulare cu raza de 5...50 cm), necesare in
actionarea robinetelor de reglare. Deoarece nu genereaza scantei, dispozitivele
pneumatice sunt frecvent utilizate in medii cu pericol de explozie, in special ca
elemente de executie. In mod frecvent, marimile sistemelor automate unificate
se exprimad in procente.

c) In raport cu functia indeplinitd, sistemele automate se clasifica in:

- sisteme automate de supraveghere sau monitorizare (prin masurare
si/sau semnalizare);

- sisteme automate de protectie;

- sisteme automate de comanda dupa un program prestabilit,

- sisteme automate de reglare in bucla deschisa, la care comanda este
elaborata numai pe baza valorilor curente ale unei marimi de referinta si a unei
marimi perturbatoare, fara informatie privind starea curentd a procesului;

- sisteme automate de reglare in bucla inschisa, la care comanda este
elaborata pe baza valorilor curente ale marimii de referinta si marimii reglate;

- sisteme automate de conducere (prin supraveghere, protectie, comanda
si reglare).

Masurarea este o operatie cantitativa, in timp ce semnalizarea (optica si
acustica) este o operatie calitativa (care pune in evidenta starea normald sau de
depasire a unei marimi de proces).

Protectia automata presupune oprirea (blocarea) partialda sau totald a
procesului (instalatiei), atunci cdnd o marime a acestuia iese in afara
domeniului admisibil de functionare, afectand calitatea produsului finit si/sau
securitatea instalatiei. Unei marimi fizice a procesului i se pot asocia doud
sisteme de semnalizare si de protectie: la depdsirea limitei superioare si la
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scaderea sub limita inferioara. Limita superioard de protectie trebuie fixata la
o valoare mai mare decat limita superioara de semnalizare.

Sistemele clasice de semaforizare a unei intersectii rutiere sunt exemple
de sisteme automate de comanda dupa un program prestabilit, deoarece timpii
de semaforizare au valori independente de starea curenta a traficului rutier.

Problema regldrii constd in elaborarea unei comenzi convenabile C
asupra partii fixate (procesului reglat) P, astfel incat marimea de iesire a
procesului Y sa urmareasca cat mai bine marimea de referintd R impusa din
exterior, in conditiile actiunii perturbatiilor ¥, si ¥, asupra procesului (fig.
1.9). Comanda C este elaborata de elementul decizional (de comandd) R,
numit regulator sau compensator, dupa un algoritm adecvat, pe baza valorilor
curente ale marimii reglate Y, referintei R si perturbatiei masurate V. La
sistemele de reglare avansate, regulatorul R poate indeplini si alte functii
speciale (de identificare a procesului P, de optimizare etc.).

In cazul ideal, sistemul de reglare realizeaza conditia de reglare

Y(t)= R(t)

oricare ar fi intrarea de referintd R(¢) si perturbatia V;(¢) din clasa functiilor

de intrare admise. In aplicatiile practice, problema reglarii trebuie relaxata, in
sensul Tnlocuirii conditiei rigide de urmarire exactd a marimii de referintd R
de catre marimea reglatd Y printr-o conditie de urmadrire cu un grad de
precizie rezonabil.

Fig. 1.9. Sistem mixt de reglare automata dupd abatere §i perturbatie.

Conform principiului reglarii dupa perturbatie, se masoara valoarea
curentd a perturbatiei si, anticipand efectul acesteia asupra marimii reglate,
se intervine in paralel, deci in bucla deschisa, asupra procesului in vederea
compensarii efectului direct produs de perturbatie asupra marimii reglate.
Deoarece actiunea compensatoare are loc simultan cu actiunea perturbatoare,
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sistemul de reglare poate preveni modificarea marimii reglate de catre
perturbatia considerata V,. Pentru realizarea unei reglari performante (care sa
atenueze cat mai bine influenta marimii perturbatoare asupra marimii reglate)
este necesara cunoasterea cdat mai exacta a modelului dinamic al procesului
reglat (a canalului perturbator si canalului de executie). Chiar si in acest caz,
efectul perturbatiilor nemasurate ramine in totalitate necompensat, ceea ce
constituie principalul dezavantaj al reglarii dupa perturbatie. Sistemele de
reglare dupd perturbatie sunt sisteme cu structura deschisa, deoarece
compensatorul nu primeste informatie referitoare la valoarea marimii reglate,
deci la efectul actiunii sale asupra procesului reglat. In consecinta,
compensatorul nu poate efectua actiuni de autocorectie, iar aplicatiile practice
de reglare bazate numai pe principiul reglarii dupa perturbatie sunt adesea
nesatisfacatoare, deoarece performantele reglarii depind in mod decisiv de
calitatea (acuratetea) modelului procesului. Sistemele de reglare dupa
perturbatie pot aduce insd un plus de calitate in cadrul sistemelor de reglare
mixta (dupa perturbatie si dupd efect). Sistemele cu reglare dupd perturbatie
(cauzd) se mai numesc sisteme cu precompensare sau cu “‘feedforward”.

Conform principiului reglarii dupa abatere, se mdsoara marimea de
iesire a procesului (marimea reglata) si se compara cu marimea de referintd,
iar pe baza diferentei (abaterii, erorii) rezultate, se elaboreaza un semnal de
comanda convenabil si se intervine asupra procesului in vederea reducerii §i
eliminarii abaterii respective, indiferent de cauza care a generat-o (actiunea
perturbatiilor asupra procesului sau variatia in timp a referintei). La
sistemele cu actiune dupa efect, aparitia abaterii (eroril) nu poate fi prevenita,
dar actiunea de reducere a acesteia incepe din momentul producerii celei mai
mici abateri sesizabile, indiferent de cauza care a generat abaterea. Sistemele
de reglare dupa abatere sunt sisteme inchise (in bucld inchisd), robuste, sigure
si mai precise decat cele dupa perturbatie (in bucld deschisd), deoarece
realizeaza operatii permanente de autocorectie, pe baza informatiei referitoare
la marimea reglatd (de iesire a procesului reglat) — fig. 1.6. Sistemele cu
reglare dupd abatere (efect) se mai numesc sisteme cu reactie sau cu
“feedback”.

Omul, cel mai evoluat sistem cunoscut, utilizeaza in mod curent cele
doud principii ale reglarii. In plus, majoritatea proceselor interne specifice
corpului viu se desfasoara (autoregleazd) in strdnsa corelatie cu aceste
principii.
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Regulatoarele clasice (conventionale) genereaza comanda c (fig. 1.8)
prin prelucrarea erorii curente e=r—m (r - semnal de referintd sau “setpoint”,
m - semnal de masurare sau de reactie) dupd cunoscutul algoritm de reglare
PID (proportional-integral-derivativ). In majoritatea cazurilor, algoritmul
continuu PID este prezentat sub urmatoarea forma simplificatd (improprie):

1 t d&‘
c=Kp(e+—| . edt+T,— )+c, e=r—m, 11
R( T,.IO ddt) 0. (11)

in care K, T; st T, sunt parametri de acordare (K, - factorul de

proportionalitate, 7; - constanta de timp integrala, 7, - constanta de timp

derivativa), iar c, este valoarea comenzii ¢ la momentul /=0 si in ipoteza ca

sistemul de reglare se afld in regim initial stationar (de echilibru) cu eroarea
nula. Intre factorul de proportionalitate K si banda de proportionalitate B,

(cu care se opereaza uneori in practica) exista relatia K =100/B,. Cele doua

constante de timp se afla una la numitor, cealaltd la numarator, din
considerente de omogenitate dimensionald (pentru ca cei trei termeni ai sumei
sa fie echivalenti sub aspect dimensional, adica sd aiba unitatile de mdsura ale
erorii &).

In forma (11) a algoritmului de reglare PID, factorul de proportionalitate
K influenteaza In mod egal cele trei componente ale comenzii. Prin
cresterea/scaderea acestuia de catre operatorul uman se poate obtine o
comanda mai puternicd/slaba, fara a se schimba ponderea relativa a celor trei
componente. In majoritatea cazurilor practice, componenta proportionald P a

algoritmului de comanda nu poate elimina in totalitate eroarea ¢, dar eroarea
finala (la incheierea unui regim tranzitoriu) este cu atat mai micad cu cat K,

este mai mare. Cresterea excesiva a lui K, genereazd insd in sistem un regim

oscilant, caracterizat prin oscilatii amortizate, intretinute sau chiar crescatoare.

Componenta integrald are caracter persistent si rol de eliminare a
abaterii, deoarece actiunea de integrare a erorii (deci de modificare a
comenzil) inceteazd numai atunci cand eroarea este zero. Componenta
derivativa are caracter anticipativ, deoarece derivata erorii, echivalenta cu
viteza de variatie a erorii, exprimd tendinta de variatie a erorii. Componenta
derivativd apare in ecuatia (11) intr-o forma improprie (in care ordinul de
derivare a erorii — ca mdrime de intrare este mai mare decat cel al comenzii —
ca marime de iesire), raspunsul acestei componente la referinta treapta fiind de
tip impuls Dirac, deci irealizabil fizic.
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In realizarea unei reglari performante, un rol important il au intensitatea si
modul de distributie a comenzii pe cele trei componente, ambele cerinte
putand fi realizate prin alegerea adecvata a celor trei parametri de acordare.
Valorile optime ale parametrilor de acordare ai regulatorului sunt dependente
de caracteristicile dinamice ale procesului reglat.

Exprimarea procentuala a marimilor unui sistem de reglare unificat
permite compararea a doud marimi de natura fizica diferitd (de exemplu,
presiunea - ca marime reglata si semnalul electric unificat - ca marimea de
referintd), asigurdnd adimensionalitatea factorilor de proportionalitate ai
elementelor sistemului (ale caror valori nu mai depind de unitatile de masura
ale marimilor de intrare si iesire) si reducerea volumului calculelor de
proiectare.

1.3. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 1.1. Transferul intrare-stare al unui sistem continuu cu intrarea u i
starea x este descris de ecuatia diferentiald cu coeficienti constanti

dx(t)

=ax(t)+bu(t), teR.
Sa se arate ca sistemul are functia de tranzitie a starii
t
At 1y, xy u(.)) =e?C70 x, + b_"to e?y(r)dr .

at

Solutie. Inmultind ambii membri ai ecuatiei diferentiale cu exponentiala e, obtinem

succesiv:

e “(x—ax)=be u,

(e x)=be ™ u,

i

0

t

(e x)dt=h j e u(r)dr,
fo

—at —at, ! —ar
e x(1)—e " x(1,) = b.[t e u(r)dr,
0
x(t):ea(t—to) x0+bJ‘tt ea([*‘l‘)u(z_)dz_’ tZtO
0

Se poate verifica usor ca functia de tranzitie verifica proprietatea de consistenta

At; 1y, %0 ,u(.)) =X,

Remarca. In cazul in care coeficientii a §i b sunt functii de timp, functia de tranzitie are
forma
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[ aé)ae
0

At 1y, %y u())=¢ xo+b| : N <O ().

Ea se obtine intr-un mod similar, inmultind ambii membri ai ecuatiei diferentiale cu functia
[ a(eyae o o L
k(t)=e " , care verifica ecuatia diferentiala k(¢t)=—k(¢)a(?).

¢ Aplicatia 1.2. Transferul intrare-stare al unui sistem discret cu intrarea u §i starea
x este descrisa de ecuatia cu diferente

xt+1)=ax(t)+bu(t), teZ.
Sa se arate ca sistemul are functia de tranzitie a starii

t-1
P, 19, X0, u(.)) = a'~oxy + b al ().
i=lo

Solutie. Avem
x(ty +1) =ax(ty) + bu(t,),
x(ty +2)=a*x(ty) + abu(ty) + bu(ty +1),

x(ty +k)=a"x(t,) + a* bu(ty) + a* bulty +1)+ -+ bu(ty + k—1).

In ultima relatie, inlocuind pe £ cu 7—t¢,, obtinem

x(t)=a""0x(ty) + a7 bu(ty) + a" O P bulty )+ bu(t 1), t>1,.

¢ Aplicatia 1.3. Un sistem electronic unificat de masurare a presiunii are domeniul
P=10---40 bar si semnalul de iesire / =4---20 mA.

a) Care este valoarea presiunii P daca /=10 mA ?

b) Care este valoarea curentului de iesire / daca presiunea este P=15 bar ?

Solutie. Valoarea procentuald a unei marimi se obtine prin raportare la lungimea
domeniului a variatiei marimii fatd de limita inferioara a domeniului:
P-P I1-1,
pr=".100%, 1*=—2".100%,
Dom dom
unde Dom este lungimea domeniului de masurare a presiunii, iar dom este lungimea
domeniului de variatie a semnalului unificat. Din P*=1* rezultd corelatia directd intre P
sil:
PPy 1=l

Dom dom

a) Presiunea are valoarea
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I—1, 10—4
Pr=rf="_"" 100=—""_".100=37.5
dom 20—4 %,
P* 375
P=Pinf+m'D0m—

sau, direct,

Dom
P= Byt (1 L) = 10+—(10 4)=21,25 bar.

1

b) Curentul are valoarea

P-P 15-10 50
k= pE— o tinf _ 100 = o
Dom 100= 30 00= 3 %

50 20
100 -dom = 4+m 16 = ?mA,

1= Imf +—

sau, direct,

dom 16 20
(P mf)=4+%(15—10):7mA.

I= Inf+



REPREZENTAREA MATEMATICA
A
SISTEMELOR

Comportamentul unui sistem in regim dinamic (care include regimul
tranzitoriu $i, implicit, regimul stationar) poate fi descris cu ajutorul unui
model matematic format din ecuatii algebrice si din ecuatii diferentiale sau
cu diferente, dupa cum sistemul este continuu sau discret.

Caracterizarea unui sistem prin ecuatii de tip intrare-iesire (I-E) implica
un formalism matematic aparent mai simplu, care insa nu pune in evidenta
toate aspectele referitoare la structura si starea interna a sistemului. Astfel,

pentru un sistem continuuu de ordinul n (descris printr-o ecuatie diferentiala
de ordinul n), valoarea iesirii y la momentul ¢ poate fi determinata pe baza

La un sistem continuu de tip intrare-stare-iesire (I-S-E), in locul
conditiilor initiale se utilizeazd starea initiald a sistemului, descrisd de
vectorul - dimensional X,. Conceptele de stare si de sistem I-S-E sunt

esentiale in teoria moderna a sistemelor. Reamintim cd numarul » al
variabilelor de stare, adica dimensiunea vectorului de stare X , determina
dimensiunea sau ordinul sistemului.

Reprezentarea matematica a sistemelor continue cu parametri
distribuiti se face prin ecuatii diferentiale cu derivate partiale, deoarece in
afara variabilei timp ¢ mai intervine cel putin una dintre variabilele spatiale
x,y,z. Aceste sisteme fac parte din categoria sistemelor infinit
dimensionale.

Tot din categoria sistemelor infinit dimensionale fac parte sistemele cu
timp mort. Modelul unui sistem cu timp mort 7 se obtine, in cazul cel mai
simplu, din modelul sistemului fard timp mort, prin inlocuirea functiei de
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intrare u(f) cu u(t—7) (deoarece o intarziere purd a marimii de intrare cu
timpul 7 produce o Intarziere a marimii de iesire cu acelasi timp 7).

In continuare ne vom referi la sistemele deterministe, cu parametri
concentrati i fara timp mort, care sunt sisteme finit dimensionale.

2.1. MODELAREA SISTEMELOR

Modelul matematic al unui sistem este un set de relatii si ecuatii
matematice care permit descrierea caracteristicilor, proprietdtilor §i
raspunsului sistemului in sensul intrare-iesire sau intrare-stare-iegire.

Unui sistem dinamic (cu memorie) i se poate asocia un model dinamic -
pentru caracterizarea regimului de functionare dinamic, si un model
stationar - pentru caracterizarea regimului de functionare stationar. Regimul
stationar poate fi de tip static (cand sistemul se afld in echilibru, cu toate
marimile de intrare, de stare si de iesire constante in timp) sau de fip
permanent (cand forma de variatie in timp a marimilor sistemului rdméane
neschimbata — tip constanta, tip rampa, tip sinusoidal etc.). In continuare,
vom considera modelul stationar ca fiind asociat regimului stationar de tip
static.

Modelele sistemelor statice (fard memorie, cu raspuns instantaneu) si
modelele stationare ale sistemelor dinamice sunt formate din ecuatii
algebrice, in timp ce modelele dinamice ale sistemelor dinamice sunt
constituite din ecuatii diferentiale (la sistemele continue) sau din ecuatii cu
diferente (la sistemele discrete). Modelul dinamic include si modelul
stationar, ultimul putdnd fi obtinut din primul printr-o particularizare
convenabila (prin anularea tuturor derivatelor in raport cu timpul ale
marimilor sistemului — la sistemele continue, respectiv prin egalarea
valorilor fiecdrei marimi a sistemului la toate momentele de timp — la
sistemele discrete). Modelul stationar nu contine variabila timp ¢.

Sistemelor liniare le corespund modele liniare (formate din ecuatii
liniare), iar sistemelor neliniare - modele neliniare (care contin cel putin o
ecuatie neliniard). In majoritatea aplicatiilor practice, pentru simplificarea
formalismului matematic, sistemelor cu neliniaritati slabe li se asociaza
modele liniare sau liniarizate pe portiuni ale domeniului de functionare.

Modelarea unui sistem fizic, adicd operatia de obtinere a modelului
matematic, se poate efectua prin metode analitice, experimentale sau mixte.
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Simularea este operatia de determinare a caracteristicilor si comporta-
mentului unui sistem pe baza modelului acestuia. Simularea sistemelor de
ordin superior (mai mare decat doi) se efectueazad cu ajutorul calculatorului
numeric. Precizia de simulare este data, in principal, de precizia si acuratetea
modelului matematic, dar poate fi influentatd de complexitatea si volumul
operatiilor de calcul.

Modelarea analitica a unui sistem fizic se efectueaza pe baza legilor
generale si particulare care guverneaza fenomenele fizico-chimice asociate
sistemului  (legea conservarii masei/volumului/energiei/impulsului/sarcinii
electrice, legile echilibrului fizico-chimic etc.).

Modelarea analitica a sistemelor fizice se face prin luarea in considerare
a unor ipoteze cu rol simplificator. Dupa modul de alegere a ipotezelor
simplificatoare si gradul de concordantd a acestora cu fenomenul real,
modelul obtinut este mai simplu sau mai complex, reflectand realitatea fizica
cu un grad de precizie mai mic sau mai mare. Dacd numarul ipotezelor
simplificatoare luate in considerare este mare, atunci modelul obtinut este
simplu, robust, usor de prelucrat si de interpretat, dar mai putin precis. Nici
modelele complicate, obtinute prin neglijarea ipotezelor simplificatoare, nu
sunt recomandate, din cauza acuratetei reduse in determinarea valorii unor
parametri, a dificultatii studiului analitic (fard calculator) si a erorilor de
rotunjire s1 trunchiere in procesarea numerica.

Legea conservarii masei este aplicata frecvent in forma

dm(t)
le(f)—sz(UZ#, (1)
care exprimd faptul cad diferenta dintre debitul masic de admisie Q,, si
debitul masic de evacuare Q,,, este egala cu viteza de variatie a masei
acumulate m, . Relatia (1) se obtine prin derivarea in raport cu variabila ¢ a
ecuatiei de bilant material

my(t) ~my()=m,(0),
unde m,(t), m,(t) si m,(t) reprezintd respectiv masa admisd, masa evacuata
si masa acumulata in intervalul de timp [0, ¢]. Legea conservarii volumului
lichidelor (fluidelor incompresibile) are un enunt similar, iar legea
conservarii energiei aplicatd reactiilor chimice trebuie sd tind seama si de
caldura degajata sau absorbita prin reactie.
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In cazul sistemului reprezentat de amestecatorul de produse lichide din
fig. 2.1, consideram ca aria 4 a sectiunii orizontale a vasului si densitatile
P, s1 p, ale lichidelor de intrare sunt constante, iar debitele volumice O,

0, st O sunt marimi variabile ce pot fi modificate independent de starea

amestecatorului, cu ajutorul unor robinete sau pompe reglabile. In
consecinta, cele trei debite sunt marimi de intrare ale sistemului, nivelul 4 si
densitatea p sunt marimi de iesire, iar p, §i p, sunt mdrimi parametrice.

Pentru obtinerea modelului analitic, acceptam urmatoarele doud ipoteze
simplificatoare:

a) lichidele sunt incompresibile (nu contin gaze dizolvate);
b) amestecarea este perfectd, adicd densitatea p are aceeasi valoare in

toate punctele amestecului.

L
0% O
IR )

0y
N _/1_ . S [=
_V’__ o
e

Fig. 2.1. Amestecator cu debite comandabile (cu ajutorul pompelor).

Aplicand legea conservarii masei sub forma (1) si apoi, in mod similar,
legea conservarii volumului, rezulta

d(hp)
PO+ P20y -p0=4 dr 2)
dh
-0=A4—. 3
0,+0,-0 dt 3)
Din aceste relatii obtinem urméatorul model al sistemului:
dh
AE =0,+0,-0
4

' .
AL +(01+02)p = PO + P20
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In conformitate cu modelul obtinut, sistemul este dinamic,
multivariabil, determinist, neliniar (cu a doua ecuatie neliniara), cu parametri
concentrati 1 fara timp mort. Cele trei canale prin care intrarile Q,, O, si
O influenteaza nivelul 4 sunt liniare, de tip pur integral.

Modelul (4) sugereaza posibilitatea descompunerii sistemului S in doua
subsisteme interconectate (fig. 2.2), unul liniar (S,) si celdlalt neliniar (S,).

57 L
1
Ja 51 i
Q —

Fig. 2.2. Descompunerea amestecatorului cu debite comandabile.

Daca scurgerea amestecului din vas are loc liber (fig. 2.3), debitul
evacuat O depinde de presiunea hidrostaticd din zona robinetului, deci de

nivelul /. Prin urmare, debitul Q se transformd din variabila cauza (de
intrare) 1n variabila efect (de iesire).

¢ 2
@ Pil p; @

1 C,) 4 o _§>
| — — < N
_ /'1 _ Q2—> _Q)
! 1/_
________________ 1 P

Fig. 2.3. Amestecator cu scurgere libera.

In regim laminar de curgere, relatia debit evacuat Q - nivel % are forma
liniara
Q=ah, )

iar In regim turbulent, are forma neliniara

0=ph, (6)
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unde « si f sunt coeficienti dependenti de vascozitatea lichidului, de forma
s1 dimensiunile sectiunii obturatoare a robinetului. Tindnd seama de aceste
relatii, obtinem modelul de regim laminar

dh
AE +ah=0,+0,
d
AL +(0,+0)p=p 0+ p.0, - )
O=ah

respectiv. modelul de regim turbulent

ATy g =0,+ 0,

dp
Ahz +(O,+0)p=p 0+ 0, - (8)
0=ph
Prin anularea derivatelor, din (7) rezultd modelul stationar de regim
laminar
1
h=—
~(0,+0)
_ P9+ 0, ’ )
0,+0,
O=ah
iar din (8) rezulta modelul stationar de regim turbulent
b= (Ql +0, Jz
s
:,01Q1+P2Q2 ' (10)
0,+0,
0=ph
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In schema descompusa din fig. 2.4, subsistemele S; si S, sunt de tip
dinamic, iar subsistemul S3 este de tip static. In regim de curgere laminar,
subsistemele S; si S3 sunt liniare, iar S, este neliniar, in timp ce in regim de
curgere turbulent, toate cele trei subsisteme sunt neliniare.

5 N
o
0, g | $; |2

:

Fig. 2.4. Descompunerea in subsisteme a amestecdtorului cu scurgere libera.

In cazul in care amestecatorul contine un deversor pentru mentinerea
constantd a nivelului (h=h,), sistemul are ca variabile de intrare debitele Q,

st O,, iar ca variabile de iesire debitul O si densitatea p (fig. 2.5). Tinand

seama de (4), rezulta modelul

0=0,+0,
d . (11)
Ah07f+QP:p1Q1+P2Q2
Q1 QE
= o
bepl o }2
_ —_ QE—} —p)
'Egl:l - -
R ;:?L

Fig.2.5. Amestecator cu deversor.

Gradul de complexitate al sistemului creste atunci cand o parte a
debitului de iesire este recirculata (reintrodusa in vas).
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Modelarea experimentald (denumitd s1 identificare) presupune
efectuarea unor teste asupra sistemului fizic in vederea determindrii
modelului matematic al sistemului (cazul sistemelor de tip black box), fie
numai determinarea valorii unor parametri ai modelului, atunci cand se
cunoaste forma acestuia, din modelarea pe cale analitica.

Pentru exemplificare, sa consideram un sistem fizic avind ca marime
de intrare un debit O si ca marime de iesire o temperatura 7', aflat in regim

stationar pentru t<0, cu O=0, st T=I,. Definim marimile sistemice de

intrare si de iesire
u=0-0,=40, y=I-T,=4T,

si presupunem cd in urma modificarii treaptd a marimii de intrare,
u(t)=a-1(t), raspunsul y(¢) determinat experimental are forma din fig. 2.6.

Fig. 2.6. Determinarea experimentala a modelului unui sistem liniar
de intarziere de ordinul unu.

Avand in vedere forma concav-monotond §i marginitd a raspunsului
sistemului, vom considera urmatoarea forma de model liniar:

dy
T —+y=K 12
ldt+y u, ( )
cu
P Tos
K_a , I~ 3 (13)

unde 7,5 reprezinta timpul de stabilizare a raspunsului, in care acesta atinge
95 % din valoarea sa finala.

Din modelul dinamic (12) rezultd modelul stationar y=Ku (prin
anularea derivatei y a iesirii), valabil pentru <0 si pentru ¢— .
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Deoarece u=a si y=f pentru t— oo, factorul de proportionalitate K
rezultd imediat din modelul stationar y=Ku pentru u =« si y=0.

De asemenea, expresiile factorului K si constantei de timp 7; rezulta
din solutia ecuatiei diferentiale

dy
T, —+y=K
ldt Y 24
pentru >0 si y(0)=0, anume
y()=aK(l-e"), 1>0. (14)

Deoarece y(c0)=/ (din raspunsul experimental) si y(o)=aK (din solutia
(14)), rezultda K=//a . De asemenea, din (14) rezulta

yBT)=aK (1-¢)~0,95aK =0,95y(c0)=y(Ty9s).
deci T s ~37T;.

In cazul sistemelor de reglare automatd se realizeazd modelarea
experimentald a partii fixate - formatda din proces, element de executie si
traductor, deoarece operatorul uman nu are acces la marimile de intrare si
de iesire ale procesului propriu-zis, ci la marimile de intrare si de iesire ale
partii fixate.

Modelarea mixta imbind metodele si procedeele de tip analitic cu cele
de tip experimental. O variantd de modelare mixta este aceea in care forma
modelului este determinata pe cale analitica, iar unii parametri necunoscuti
sau cunoscuti cu un grad ridicat de incertitudine sunt determinati pe cale
experimentala.

Metoda modelarii mixte poate fi aplicatd, de exemplu, amestecatorului
cu scurgere liberd in regim turbulent din figura 2.3, cu modelul (8)
determinat analitic. Daca parametrii 4, p; si p, sunt cunoscuti cu precizie
suficient de buna, in schimb parametrul f poate fi determinat cu precizie
numai pe cale experimentald. Deoarece £ intervine in ecuatia Q = ﬂ\/z , cea

mai simpla cale de determinare experimentald a acestui parametru consta in
stabilirea unui regim stationar, caracterizat prin nivelul 4, si debitele Q,, si

0,,. Valoarea parametrului £ este dat de relatia

O+ Oy
="
T
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2.2. SISTEME CONTINUE DE TIP I-E

Modelul dinamic de tip I-E al unui sistem continuu monovariabil de
ordinul n, cu intrarea u si iesirea y, are forma generala

y® = f(ye=D y0=2)  Cyu® w1, (15)

unde f este o functie continua de n+r+2 variabile. La sistemele
invariante (cu parametri constanti), functia f nu depinde explicit de
variabila timp ¢. Diferenta n —r dintre ordinul maxim de derivare a iesirii si
ordinul maxim de derivare a intrarii reprezintd ordinul relativ al sistemului.
Ordinul relativ caracterizeaza gradul de inertie al sistemului.

In cazul unui sistem [liniar monovariabil cu parametri constanti, de
ordinul n, modelul dinamic are forma primara (standard)

a,yM+a, y" Vi rayragy=bu"+b,_u" D+ tbu+bu, (16)

unde a; si b, sunt coeficienti constanti (a,#0, b,#0). La sistemele cu
parametri variabili, cel putin un coeficient a; sau b, este variabil in timp. In
modelul (16), variabila de intrare u si cea de iesire y sunt de tip original,

adicd sunt nule pentru timp ¢<0. Ipoteza variabilelor sistemice de tip
original se justifica prin faptul ca sistemul se afld in regim stationar pentru
t<0,1ar u si y reprezintd variatiile marimilor fizice corespunzatoare fata
de valorile lor initiale. Prin utilizarea variabilelor sistemice de tip original,
modelele sistemelor liniare si graficele raspunsurilor acestora la diferite
tipuri de intrari au o forma mai simpla.

Sistemele liniare pot fi proprii (cu r<n) sau improprii (cu r>n).
Cele proprii pot fi strict proprii (cu r < n) sau simplu proprii (cu r =n).

Sistemele liniare improprii sunt cauzale, dar irealizabile fizic. Astfel, in
cazul r=n+1, raspunsul sistemului la intrarea treaptd unitara u=I1(¢) - fig.

2.7, numit raspuns indicial, va contine componenta improprie

b +
yimpr(t) = ; L. 50(0 s

n

unde o,(r) este functia impuls Dirac (fig. 2.8). Functia J,(¢) (irealizabila

fizic) acopera o arie egald cu 1 si are valoarea infinitd pe o durata de timp
infinit mica:
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S,(O=1im 6,(t), [} Sz =[, S@)dr=1, 1>0.
7—0 - -

1667
1

.
.

0 £

Fig. 2.7. Functia tip treapta unitara.

17T )
T
0‘ T z 0| z

Fig. 2.8. Functia impuls Dirac 6,(t).

La sistemele strict proprii, transferul intrare-iesire se realizeazd cu
intarziere strictd, iar la sistemele simplu proprii, raspunsul sistemului la o
intrare arbitrar datd contine o componentd care urmadreste instantaneu
variatiile intrarii. Astfel, pentru »=n, raspunsul indicial contine componenta
instantanee

b
yinst(t) = - l(t) .
an

In cazul » =n =0, cand sistemul este simplu propriu de tip static (de ordinul
zero, fara memorie), Intregul raspuns urmareste instantaneu variatiile intrarii.
Sistemele proprii sunt realizabile fizic. Uneori Insa, pentru simplificarea
formalismului matematic, in analiza si sinteza unor sisteme compuse pot fi
utilizate si subsisteme improprii, dar numai in conditiile in care acestea sunt
neutralizate de alte subsisteme invecinate (inseriate) strict proprii.
Prin anularea tuturor derivatelor intrarii u si iesirii y, din modelul
dinamic (16) se obtine modelul stationar
yv=Ku, (17)

cu factorul de proportionalitate K =5,/ a,. Dacd raspunsul indicial al

sistemului tinde spre o valoare marginita (sistemul este stabil), atunci
deosebim doud regimuri stationare: un regim stationar trivial pentru <0 (in
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care u =0 si y =0) si un regim stationar final pentru ¢ — o (in care u =1 si
y=Ku=K). Asadar, dacd raspunsul indicial este marginit, atunci el are
valoarea finala egala cu factorul static de proportionalitate, adica y() =K .

In cazul a,#0 s1 b, #0, in care caracteristica staticd y=Ku este o
dreapta oblica cu panta K, sistemul este de fip proportional. Majoritatea
sistemelor fizice sunt sisteme de tip proportional. Traductoarele, de
exemplu, sunt sisteme de tip proportional.

In cazul a,=0 si b, #0, In care caracteristica statica y =Ku este o

dreapta verticala (mai corect, nu existd), sistemul este de tip integral.
Sistemul pur integral are modelul a,y = byu , echivalent cu

bo t
=— dt.
% a jou

Réspunsul indicial al unui sistem pur integral este de tip rampa (cu panta
constanta pentru ¢>0). Sistemele de tip integral sunt sisteme cu caracter
persistent, deoarece iesirea y se stabilizeazd numai atunci cand intrarea u
este nuld. De reguld, raspunsul indicial al unui sistem integral tinde
asimptotic la o dreaptd oblica, fiind de tip “rampa intarziatd”. Un
condensator electric ideal cu capacitatea C, avand ca intrare curentul i si ca
lesire tensiunea u , este un sistem pur integral deoarece

1 t . 1 t .
u:Ejoldz‘+u0, Au:EIO Aidt .
Un rezervor cu aria transversala constanta 4, avand ca intrari debitul
volumic de lichid admis Q, si debitul volumic de lichid evacuat Q,, iar ca

iesire nivelul 7, are ambele canale O, - & s1 O, —» h de tip pur integral:

i 1
h=—fo @ -Opdi+hy, Ah=—][ 40 -a0ydi.

In cazul a,#0 si b,=0, in care caracteristica staticdi y=Ku este o
dreapta orizontald (cu panta K nuld), sistemul este de tip derivativ. Un
sistem de tip derivativ are modelul stationar y =0. Deoarece variabila de
iesire y are valoarea nuld in regim stationar, raspunsul indicial marginit al
unui sistem derivativ se stabilizeaza la valoarea 0. Datorita formei de impuls
a raspunsului indicial (care are valoarea initiala O si se stabilizeaza la

valoarea 0), sistemele de tip derivativ sunt sisteme cu caracter anticipativ.
Modelul
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b du

_o au 18
Y= di (18)

caracterizeaza cel mai simplu sistem derivativ impropriu, iar modelul

d du
alj);+a0y=b1% (19)

caracterizeaza cel mai simplu sistem derivativ simplu propriu. Un
condensator electric ideal cu capacitatea C, avand ca intrare tensiunea u §i
ca iesire curentul i, este un sistem pur derivativ, cu modelul impropriu

. du

i=C—.
dt
Un circuit serie de tip RC, avand ca intrare tensiunea aplicatd u si ca iesire
curentul 7, este un sistem derivativ simplu propriu, cu modelul

di du
RC E-l-l =C e
Principalul neajuns al modelului primar (16) il constituie prezenta
derivatelor marimii de intrare u. Deoarece prima derivatd a intrarii tip
treaptd unitara este impulsul Dirac, modelul primar cu r>1 nu poate fi
utilizat pentru calculul elementar al raspunsului indicial.
Modelul I-E al unui sistem liniar de ordinul 7, cu o singura iesire si m
intrari, are forma

. m . .
a,y™ +an_1y(”‘l)+---+a1y+a0y:2[briui(r’)+---+bll.ui+b0iul.]. (20)
i=1
Daca sistemul are m intrdri §1 p iesiri, atunci modelul contine m - p ecuatii
de forma primara (16) - cate una pentru fiecare canal monovariabil care
leagd o iesire de o intrare, sau numai p ecuatii de forma (20) - cate una
pentru fiecare iesire.

Modelul primar (16) de tip I-E este echivalent cu urmatorul model
secundar, care nu contine derivate ale variabilei de intrare u :

- .. A =
aw®+a, wrh+.+aw+aw=u

1)

y=bw") +---+bw+byw
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Echivalenta celor doud modele poate fi demonstratd pur matematic sau, mai
simplu, pe baza principiului superpozitiei. Din modelul primar (16) rezulta
ca iesirea y este efectul sumei celor 7 +1 cauze de forma b,u® din dreapta
semnului egal. Pe de alta parte, din prima ecuatie a modelului secundar (21)
rezultd cd w este efectul cauzei primare u. Conform principiului
superpozitiei, efectul sumei cauzelor este egal cu suma efectelor cauzelor,
lar 1n consecintd, unei cauze multiplicate si derivate i1 va corespunde un
efect multiplicat si derivat. Astfel, cauzei b,u® 1i va corespunde efectul
bw®, iar efectul y al sumei celor »+1 cauze de forma b,u® este egal cu
suma efectelor hw®. Acest rezultat este exprimat de a doua ecuatie a
modelului secundar (21). Strict matematic, se poate verifica faptul ca prin
inlocuirea in modelul primar (16) a variabilelor u si y date de modelul
secundar (21) se obtine o identitate.

Deoarece nu contine derivate ale marimii de intrare u, modelul

secundar poate fi utilizat si pentru intrari nederivabile sau chiar discontinue,
cum este cazul functiei de intrare tip treaptd unitard u =1().

O a treia formd de reprezentare matematicd de tip I-E in domeniul

timpului a sistemelor continue liniare, monovariabile §i cu parametri
constanti este modelul de convolutie

W) =], gt —0)u(r)dr, (22)

unde g(¢) este asa numita functie pondere, reprezentand raspunsul
sistemului la functia de intrare impuls Dirac u=0,(f). Modelul de
convolutie poate fi dedus pe baza urmatoarei consecinte a principiului
superpozitiei: daca intre doud cauze exista o anumitda corelatie, atunci
aceeasi forma de corelatie se pastreaza §i intre efecte. In cazul nostru, forma

(22) a modelului de convolutie rezultd din faptul ca intre cauzele
reprezentate de intrarea particulard J,(¢) si intrarea arbitrara u(f) existd

relatia
u(t) = [, S,(t-r)u(7)dr .

Functia pondere g(¢#) poate fi obtinutd din functia indiciala h(t),
definita ca fiind raspunsul sistemului la intrarea treaptd unitard u =1(¢), cu

relatia
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dh(t)
g0="", (23)
care rezultd din principiul superpozitiei, tinand seama de relatia intre cauze
d1(¢)
50(2') = 7 .

Modelul de convolutie (22) are o mare importanta teoretica, deoarece
sugereaza posibilitatea existentei unei forme simple a modelului dinamic,
similara celei a modelului stationar y = K u, prin transformarea produsului

de convolutie intr-un produs algebric. Astfel, prin aplicarea transformarii
Laplace ambilor membri ai modelului de convolutie (22), se obtine modelul
operational (complex)

Y(s)=G(s)U(s), (24)

in care U(s), Y(s) si G(s) sunt respectiv transformatele Laplace ale
functiilor de tip original u(¢), y(t) si g(¢). Functia de variabild complexa
G(s) se numeste functie de transfer.

Datorita formei sale simple, modelul operational este cel mai frecvent
utilizat in studiul sistemelor liniare continue. Functia pondere g(¢) si functia

de transfer G(s) inglobeaza toate proprietatile si caracteristicile dinamice ale
sistemului, fiind deci echivalentele parametrilor a; si b, din componenta

modelului primar (16) si modelului secundar (21).

2.3. SISTEME DISCRETE DE TIP I-E

Modelul dinamic de tip I-E al unui sistem discret monovariabil, cu
perioada de discretizare a timpului egalda cu 1, are forma ecuatiei cu
diferente

y)= (-, y(t-2),..., y(t—n), u®),ut-1),...,u(t—r),t), (25)

in care variabila timp ¢ ia valori In multimea numerelor intregi (z€Z ), fiind
un multiplu al perioadei de discretizare a timpului 7’ =1. La sistemele cu
parametri constanti, functia /' nu depinde explicit de variabila .

Daca sistemul este /iniar s1 cu parametri constanti, modelul dinamic are
forma primara (standard)

agy(@)+ay(t—=)+--- +a,y(t—n)=byu(t)+but-1)+--- +b,u(t-r), (26)
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unde a; si b; sunt coeficienti constanti (a,#0), iar variabilele u si » sunt
de tip original. Sistemul discret cu modelul (26) are ordinul egal cu
max {n,r} si este propriu (strict propriu daca b,=0 si simplu propriu daca
b,#0). La sistemele simplu proprii, raspunsul la intrarea u(f) contine
componenta instantanee

bO

yinst(t) = a_ ) M(f) .

Rispunsul sistemului la intrarea treaptd unitard u(¢)=1°(¢) (fig. 2.9) se

240 12 34 5 6 }

Fig. 2.9. Functia discreta tip treaptd unitara.

numeste raspuns indicial.

(2)
1

In regim stationar, cand variabilele de intrare si de iesire au valori
constante la toate momentele de timp, din modelul dinamic (26) obtinem
modelul stationar

y=Ku 27)

cu factorul static de proportionalitate

_bytb+--+b,

K .
a,+a,+-+a,

(28)

In cazul K finit 1 nenul (a,+a,+-+a,#0 si by+b+---+b,#0),
caracteristica staticd este o dreaptd oblicd, iar sistemul este de tip
proportional.

In cazul a,+a,+...+a,=0 s1 by+b+--+b,#0, caracteristica statica este

o dreapta verticald (mai corect, sistemul nu are caracteristicd staticd), iar
sistemul este de tip integral. Sistemul pur integral are modelul

(0) = y(t =) =byu(?) . (29)

In cazul K=0 (ay,+a,+-+a,#0 st b,+b+--+b.=0), caracteristica

statica coincide cu axa abciselor, iar sistemul este de tip derivativ. Sistemul
derivativ cu n=r=1 are modelul
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a,y(t)+a,y(t-)=u(t)-u(t-1). (30)

Prin inlocuirea variabilei ¢ cu variabila k€Z, modelul primar (26)
poate fi scris astfel:

agVr+a Vit +a, i, =bgutbuy o by, (31)

In conformitate cu principiul superpozitiei, modelul primar (26) poate fi
scris sub forma secundara echivalenta

{aow(t)+a1w(t—1)+---+anw(t—n)=u(t) (32)

Y()=bow(t)+bw(t-1)++--+b,w(t—r)
Deoarece ecuatia cu diferente a modelului secundar (32) are membrul drept
mult mai simplu decat modelul primar (26), modelul secundar este preferat

in calculul analitic al raspunsului sistemului la o intrare datd de tip original
(nula pentru £<0).

O a treia formad de reprezentare matematica in domeniul timpului a
sistemelor discrete liniare monovariabile este modelul de convolutie

y(r>=§g(t—i)u<i>, (33)

unde g(¢) este functia pondere, egald cu raspunsul sistemului la functia de
intrare tip impuls unitar u=0°(¢) - figura 2.10. Modelul de convolutie poate

fi dedus pe baza principiului superpozitiei, in mod direct sau indirect, tinand
seama ca intre cauzele 0°(¢) si u(f) exista relatia

um:§&a4m@.

Intre functia pondere g(¢) si functia indiciala A(¢) exista relatiile

gt)=h(t)—=h(t-1), h(t)=g0)+g)++g(t). (34)
a%(t)
1
2100 12345 6 :

Fig. 2.10. Functia discreta tip impuls unitar.
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Aceste relatii sunt consecinte ale principiului superpozitiei si relatiilor intre
cauze

S)=100)-1°¢-1),  19()=5)+5°(t—1)+-+50).

Din modelul de convolutie (33), prin aplicarea transformarii Z, se
obtine modelul operational (complex)

Y(z)=G(z)U(z), (35)

in care U(z), Y(z) si G(z) sunt respectiv transformatele Z ale functiilor de
tip original u(¢), y(¢f) si g(t). Modelul dinamic operational (35) are aceeasi

forma simpla ca cea a modelului stationar (27) si a modelului operational
(24) al sistemelor continue.

2.4. SISTEME CONTINUE DE TIP I-S-E

Modelul general I-S-E al unui sistem cu timp continuu, multivariabil si
cu parametri concentrati are urmatoarea forma:

{X(t)Zf(t,X(t),U(t))
Y(1)=g(t,X(1)U(1))

in care U(¢):R—R™ este functia de intrare, X (¢):R—R" este functia de stare
si Y(#):R—>R? este functia de iesire.

(36)

La sistemele continue (netede), functiile /' si g sunt continue in raport
cu X si U, iar la sistemele discontinue, cel putin una dintre functiile f si
g este discontinua in raport cu X sau U.

Prima ecuatie a modelului (36) este ecuatia diferentiala a starii, iar cea
de-a doua - ecuatia algebrica a iesirii. Datorita formei ecuatiei starii (in care
starea X apare derivatd, iar intrarea U nederivatd), starea X urmareste
variatiile intrarii U cu Intarziere stricta.

La sistemele cu parametri constanti, functiile f si g nu depind explicit
de variabila timp ¢, adica au forma f(X(¢),U(¢)), respectiv g(X(2),U(?)).

Sistemele descrise prin modele I-S-E sunt sisteme proprii. Daca iesirea
Y nu depinde direct de intrarea U, adicd functia g este de forma g(¢,X(¢)),
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atunci sistemul este strict propriu. La sistemele strict proprii, transferul
intrare-iesire este realizat in totalitate prin intermediul stirii; In consecinta,
iesirea este strict intdrziata in raport cu intrarea, In sensul cd nu contine o
componentd care sa urmareascd instantaneu variatiile intrarii. Daca in
ecuatia iesirii apare i functia de intrare U(¢), atunci sistemul este simplu
propriu. La sistemele simplu proprii, iesirea contine o componentd care
urmareste instantaneu variatiile intrdrii.

Un sistem continuu /iniar are modelul sub forma

X()=AX(H)+ BU(?)

, (37)
Y(£)=CX(¢)+ DU(?)

unde A(nxn) este matricea patrata a parametrilor de stare, B(nxm)-
matricea parametrilor de intrare, C(pxn)- matricea parametrilor de iesire si

D(pxm)- matricea parametrilor de transmisie directd intrare-iesire. La

sistemele cu parametri constanti, matricele 4, B, C si D sunt constante, iar
la sistemele cu parametri variabili, cel putin una dintre acestea este functie
de ¢. In cazul D=0, sistemul este strict propriu.

Ecuatiile (37) pot fi scrise explicit (pe componente) astfel :

X1 ap A || 5 by By |[ ]
= + ,
xn anl ann _'xn bnl bnm _umJ
M a1 Cin || %1 dy dyy || 1
. _ i .
yp Cpl Cpn_ Xn dpl dpm _um_

Prin conventie, ca si la sistemele liniare de tip I-E, variabilele de
intrare, de stare si de iesire reprezinta variatiile marimilor fizice respective
fatd de valorile lor initiale.

La sistemele monovariabile (cu o singurd intrare si o singurd iesire), B

este matrice coloana, C este matrice linie, iar D este scalar:
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X a SUAIRS! by
_ . n . ",
Xy a, Ayn L Xn bn

y=lg ¢l : |+ du.

Xn

Sub forma scalara, modelul unui sistem monovariabil are forma

X, =0, X +a,,X,+ - +a,, X, +b,u
VI=C X HCyXy e, X, +du

De remarcat faptul ca forma I-S-E de reprezentare matematica a unui
sistem nu este unica. Aceastd observatie este confirmatd si de faptul ca
sistemele liniare monovariabile, de ordinul » si de tip I-S-E au (n-+1)*

parametri scalari, in timp ce sistemele proprii de tip I-E au cel mult 2n+1
parametri scalari independenti.

2.5. SISTEME DISCRETE DE TIP I-S-E

Modelul I-S-E al unui sistem discret are forma

{X(H—l )=1(6,X(1),U(t))

(38)
Y(1)=g(,.X(0),U())

unde U(#):Z—>R", X(t):Z—>R", Y(t):Z—>R?, iar f s1 g au aceeasi
semnificatie ca la modelul (36) al unui sistem continuu. Variabila ¢ ia valori
in multimea numerelor intregi (1€, ), perioada 7' de discretizare a timpului

fiind egala cu 1. Sistemele discrete de tip I-S-E, ca si cele continue, sunt

sisteme proprii. Dacd iesirea Y nu depinde direct de intrarea U, adica
functia g este de forma g(¢, X (7)), atunci sistemul este strict propriu.
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Sistemele discrete liniare si cu parametri constanti au modelul I-S-E de
forma
X(t+)=AX()+BU(¢) (39)
Y(t)=CX(@)+DU(t)
unde A4, B, C si D sunt matrice constante cu aceleasi dimensiuni ca la
sistemele continue. In cazul D=0, sistemul este strict propriu. Modelul (39)
poate fi scris si sub forma

{X"“z AXHBUe  jez (40)

Y,=CX,+DU,

2.6. CONVERSIA SISTEMELOR LINIARE

In acest capitol este abordata problema conversiei unui sistem liniar din
forma intrare-iesire (I-E) in forma intrare-stare-iesire (I-S-E), si invers.
Sistemul initial si sistemul obtinut prin conversie sunt echivalente intrare-
iesire, adicd au acelasi raspuns pentru orice functie de intrare comuna de tip
original (nuld pentru #<0).

2.6.1. Conversia unui sistem continuu de tip I-E in sistem I-S-E

Consideram sistemul liniar monovariabil continuu de ordinul #n, cu
modelul intrare-iesire

yD+a, v+ tay+ayy=b,u+---+bu+byu .

Din forma secundara a modelului sistemului,
wht+a, w4t aw+aw=u
y=b,w"+b  wrD4...+bw+byw
alegand variabilele de stare
=W, X=W, ..., x,=w"D (41)

si tindnd seama ca
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w =—qgw—aw—-—a, W +u

= _aoxl - ale — Cln_lxn +u N

obtinem urmatorul model I-S-E:

: ; (42)
Xn-1=Xp
X, =—QgX|—AXy— =, X, +U

cu parametrii matriceali

0 1 e 0] 0]
O o 1 - 0 0
A= , B=|:|,
O 0 0 - 1
|~y —d) —dy "t 4y | 1]

C:[b()_bnao bl _bnal T bn—l_bnan—l]9 D:bn‘
Ecuatia iesirii rezulta din a doua ecuatie a modelului secundar, astfel:
y=bw"+b WDt bw+byw=b, x,+b, x,+ -+bx,+byx
=b,(—agx;—ayxy—-—a,_;x,+u)+b, ;x,+--+bx,+byx;.
La sistemele simplu proprii (cu b, #0), din ecuatia iesirii (43) reiese cd
lesirea y contine componenta b,u care urmdreste instantaneu variatiile

intrarii u . La sistemele strict propriu (cu b,=0), iesirea depinde de intrare

numai prin intermediul variabilelor de stare:

Forma de reprezentare I-S-E a unui sistem nu este unica. Atunci cand
fiecare dintre variabilele de stare x,,x;,...,x, sunt derivatele variabilelor de

stare precedente - cazul reprezentarii (42), variabilele de stare se numesc
variabile de faza.
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2.6.2. Conversia unui sistem discret de tip I-E in sistem I-S-E

Consideram sistemul liniar monovariabil discret de ordinul n,cu r=n,
avand modelul intrare-iesire

Y@ +ayt-=)+---+a,y(t—n)=bu)+bu—-1)+---+b,u(t—n).
Din forma secundara a modelului sistemului,
w(t)+aw(t=1)+--+a w(t—n)=u(t)
{ Y(O=bgw(€)+bw(t-1)++b,w(t-n)
alegand variabilele de stare
x(O=wmt-1), x,(O)=wmt-2), ..., x,[t)=mt—n) (45)
s1 tinand seama ca
W) =—aw(t —1) —a,m(t = 2) —---— a, Wt — n) + u(t)
=—ax)(t) — ax, () = -+ — a,x,(1) + u(?),
obtinem urmatorul model I-S-E:
x,(tH)==ax,t)—--—a,x, (t)+u(?)

X, (t+)=x,(t) (46)

x,(tH)=x, ()

y(t)=(by=bya))x,(0)+(by—bgay)x, (t)+--+(b,—bya,)x, (1)+bou(t).
La sistemele strict proprii (cu 5,=0), ecuatia iesirii are forma:
Y(O)=byxy(6)+byxy )+ +b,x, (1) . (47)

Sa consideram acum un sistem strict propriu (b,=0) cu r>n, avand

modelul intrare-iesire
y@)+ayt-D)+---+a,y(t-n)=bu-1)+bu(t-2)+---+b u(t-r), r>n.

Din forma secundara a modelului sistemului,
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w(t)+aw(t-1)+.. . +a,w(t—n)=u(?)
{ y()=bw(t-1)+b(t=2)+.. +bw(t—r)

alegind variabilele de stare
x4 (O=mr=1), x,(O=wt=2), ..., x()=wt-r), (48)
obtinem modelul I-S-E de ordinul :

x () ==ax(t)— - —a,x, () +u(?)

X (t41) = x, (1) 49)

xr(t+l ) = xr—l(t)
Y(O)=byx, (1) +Dbyx, () ++ - +b,x,.(¢) -

Daca sistemul este simplu propriu (b,#0), ecuatia starii raméane

neschimbata, iar ecuatia iesirii are forma

cu coeficientii a;=0 pentru i>n.

2.6.3. Conversia unui sistem continuu de tip I-S-E in sistem I-E

Din modelul I-S-E al unui sistem liniar continuu, cu parametri constanti
si de ordinul 7,

X(£)=AX(t)+BU(¢t)
Y(O)=CX(H)+DU(f)
putem obtine modelul primar de tip I-E prin eliminarea functiei vectoriale de
stare X(¢) si a derivatei X(¢). Operatia de eliminare se face prin derivarea
succesivi a ecuatiei iesirii si inlocuirea derivatei X(f) cu AX(¢)+BU(¢).
In cazul unui sistem cu o singurad iesire y(¢), prin derivarea succesiva de
n orl a ecuatiei iesirii, obtinem
y=CX+DU,
y=CAX+CBU+DU ,
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y=CA2X +C(ABU+BU)+DU , (50)

y<”>=CA"X+C'§A"—i—lB UY+pU™,
i=0

Din aceste n+1 ecuatii, prin eliminarea celor n variabile de stare din
componenta vectorului X , se obtine modelul I-E. In cazul in care matricea
patrata (de observabilitate)

C

0, = ?A (51)

CAn—l

este nesingulara (are determinantul nenul), din primele n ecuatii (50) rezulta

in mod unic X, iar prin Inlocuirea acestuia in ultima ecuatie (50) obtinem
modelul I-E de ordinul n. Daca matricea O, este singulard, atunci ordinul

modelului I-E este mai mic decat n.

2.6.4. Conversia unui sistem discret de tip I-S-E in sistem I-E
Din modelul I-S-E al unui sistem liniar discret de ordinul 7,

{Xkﬂ =AX, +Uy
Y, =CX,+DU,
putem obtine modelul I-E al sistemului prin eliminarea functiei vectoriale de
stare. Astfel, in cazul unui sistem cu o singura iesire y, prin iterarea ecuatiei

iesiril pentru valori crescdtoare ale lui £ si inlocuirea la fiecare iteratie a lui
X, cu AX, +U,, obtinem

_ -1 . —_—
yk+j:CA]Xk+ZCAJ_I_IBUk+i+DUk+j9 j:O,I’l. (52)
i=0

Din aceste n+1 ecuatii, prin eliminarea celor n variabile de stare din
componenta vectorului X,, se obtine modelul I-E cu valorile
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VisVisls--+» Viin ale variabilei de iesire. Pentru ca modelul sa aibd forma

standard (31), se inlocuieste k& cu k—n. La fel ca la sistemele continue,
daca matricea O, cu expresia (51) este nesingulard, atunci modelul I-E

rezulta de ordinul z. In cazul contrar, ordinul modelului I-E este mai mic

decat n.

2.7. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 2.1. Considerdam circuitul electric din fig. 2.11. Sa se afle:
a) modelul I-E pentru u, intrare §i u iesire;

b) modelul I-E pentru u, intrare §i u, iesire;
c¢) modelul I-S-E pentru u, intrare, u, iesire si x, =u, $i x, =up;
d) modelul I-S-E pentru u, intrare, u, $i u. iesiri, x, =u, $i X, =up.

Sa se arate ca:
e) tensiunile u; si u,. nu pot fi variabile de stare;

f) tensiunile u, si u; nu pot fi variabile de stare.

I i

R, _TC,
o 1 ] |
I 1|
R oy

I"!:]. L J{HL
i
[,

Fig. 2.11. Circuit tip RLC.

Solutie. Avem :

. di _ du
up =Ri, MLZLE’ i= TZC’ (53)
Uy =up+u-+u;. (54)
a) Din relatiile (53), rezulta
du, d*u
Up :RCW, u, =LC dtzc

Inlocuind pe uj si u; inrelatia (54), obtinem modelul intrare-iesire

d*u du
]’2272C+T1d—tc+uczul, (55)

unde constantele de timp 7; si 7, au expresiile
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I,=RC, T,=+LC. (56)
Sistemul este liniar, continuu, de ordinul doi, cu parametri constanti.

b) Din relatiile (53), rezulta
. _R . R ]
MR:zuL, MR:zuL, uC:EuL'
Derivand de doua ori relatia (54) si inlocuind apoi pe u, si i, In functie de , obtinem

modelul intrare-iesire

LtL +ZML +ﬁ uL=u1 5

care poate fi scris sub forma
2 . . 2 .
Tiu, +Tu, +u, =15 u. (57)
Mai putem obtine ecuatia (57) prin derivarea de doua ori a ecuatiei (55) si utilizarea

e 1
relatiei u, = o

¢) Din relatiile

u —Lu u —Eu —E(—u —up+up)
C=pc! R R=THL = (T TUR T,

rezulta
1

R
=RC %2 == (=x—x, +uy) .

! =T

Cu notatiile p:% sig :% , modelul I-S-E devine astfel :

X 0 X 0
{Xj = [_q _pq} Lcj + Lj U, U-=x. (58)

A:{O p}, B:H, c=[l o], D=0. (59)
- -q q

Rezulta

d) Tinand seama de (58) si de relatia
U, =—x;,— X, +u,,

modelul I-S-E cerut are forma

o o A O o o e R
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deci

Lo el ol

e) Pentru x, =u.. si x,=u,, din relatiile (53) si (54) rezulta
di . dx,
_ 1= _
dt’ dt’

Prin eliminarea variabilei i, obtinem

x,=L Uy =Ri+x+x,.

NThX =%y, uy=T1x;+x; +x3,

unde 7,=RC, T,=+/LC . Din aceste relatii obtinem ecuatiile de stare

X —L(—x —Xy+uy), X —Lx +(L—L)x +u —Lu
1T1121a2T11T1T221T11-

A doua ecuatie de stare nu se incadreaza in forma generald admisa, datoritd prezentei
derivatei #, a mdrimii de intrare.

f) Pentru x, =u, si x,=u, , din relatiile (53) si (54) rezulta

di - dw_dx i dy
dt’ dt dt C dt’

Prin eliminarea variabilei 7, obtinem ecuatiile de stare

1 .
xl ——x2 +1/I1 .

i, =—
2
TZ

L

Ca si in cazul anterior, cea de-a doua ecuatie de stare nu se Incadreaza in forma generala
admisa ( datoritd prezentei derivatei #, a marimii de intrare).

¢ Aplicatia 2.2. Fie circuitul electric din figura 2.12, avand ca intrari tensiunile u,
$i u, , iar ca iesire tensiunea V, . Sa se afle:

a) modelul I-E;
b) modelul I-S-E, cu variabila de stare V.

o 1 —__I <
e
i L7

_|

Fig. 2.12. Circuit tip RC.
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Solutie. a) Din
i1 +i2 =iC ,
rezulta
u -V, N u, -V, _dv,
R R, dt’
deci
dv
C_1+(L+L)V1:u_1+”_2. (62)
dt R R, R, R,
Modelul I-E poate fi scris sub forma
dv
1 _
TIWJFV1 =k, +kyu, , (63)
unde
RR
"Rk C
| T 15
R R
k = 2. ky= L
R +R, R +R,
Sistemul este liniar, continuu, de ordinul unu, cu parametri constanti.
b) Pentru x, =V, , obtinem modelul I-S-E
Tx,=—x,+ku, +ku
{ 1™ 1 M TR, , (64)

V=X

cu
9 ]-,1 ]-i b

c=1, D=[0 0].

D

¢ Aplicatia 2.3. Fie circuitul electric din figura 2.13, avand ca intrari tensiunile u,

$i u,, iar ca iegiri tensiunile v, si v, . Sa se afle:
a) modelul I-E;
b) modelul I-S-E cu variabilele de stare v, si v, .

Blow R vy, Rz
o— | L 1 :I—i\?
O

Ly

I‘ﬂ o= Ch =

o

Fig. 2.13. Circuit multivariabil tip RC.



62 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

Solutie. a) Sistemul poate fi descompus in doud subsisteme interconectate S, si S, (fig.

2.14), avand fiecare aceeasi structura ca sistemul din fig. 2.12.

1
4y ﬁ
——
Vo 51 5 72
2 uy— "2

Fig. 2.14. Circuit multivariabil tip RC descompus.
In conformitate cu (62), avem

1

\Y
+L)vl+ +—=

=L "
V=R RMTR

2
R
- v o (65)
y (L1 1,72
C2v2_ (R+R2)V2+R+R2

Prin eliminarea variabilei v, intre cele doud ecuatii (se inlocuieste Vv, din prima ecuatie
in a doua), obtinem ecuatia iesirii V :

NIV, + (KT, + kN + (kg + ke — DV = Ty + keyuy + (k= Dy, (66)
in care

k, =1+% , k2=1+% ,
h=RC , LL=RG,.

In mod similar, prin eliminarea variabilei Vv, Intre cele doud ecuatii (65), obtinem ecuatia
lesirii V,

TN + (kTy + oV + (ky + Ky =DV = (ky =Dy + Tty + ety - (67)
Sistemul este continuu, liniar, multivariabil, de ordinul doi, cu parametri constanti.

b) Pentru x, =V, si x, =V,, din (65) rezulta modelul I-S-E sub urmatoarea forma:
{Tﬂ _ ["‘“ kl‘l}r} {1 0} {ul} Vil o 68)
I)x, k-l —ky L% 01] [up V, 0 1][x,

¢ Aplicatia 2.4. Sd se determine modelul I-E al sistemului de suspensie din fig.

2.15, alcatuit din corpul metalic cu masa M, resortul cu constanta elasticd & si

amortizorul cu constanta de frecare vascoasa « . Sistemul are ca marimi de intrare si de
iesire deplasarea u a cadrului inferior §i respectiv deplasarea y a corpului metalic fata

de pozitiile initiale de echilibru stationar.
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Fig. 2.15. Sistem mecanic de suspensie.

Solutie. In regim dinamic, corpul de masd M se afla in echilibru sub actiunea
urmadtoarelor forte: forta elastica F,, forta de amortizare véscoasd F|,, greutatea proprie

G si forta de inertie F.. Prin raportare la starea initiald de echilibru stationar, relatia de
echilibru se scrie astfel

AF +AF, =AG+AF,

e Vv 1
unde
AF,=k(u-y), AR, =au-y), AG=0, AF,=My.

Prin urmare, sistemul mecanic de suspensie are modelul intrare-iesire

My+ay+ky =ou+ku. (69)

Sistemul este liniar, continuu, de ordinul doi, cu parametri constanti

¢ Aplicatia 2.5. Sa se determine un model de tip I-S-E al sistemului continuu cu
modelul I-E

8y+5y+y=2u-+u.

Solutie. Se formeaza modelul secundar echivalent

SW+Sw+w=u
y=2w+w

si se aleg variabilele de stare x, =z, x, =z . Rezultd modelul I-S-E

X1=x2

. 1 r -, =x+2x, ,

xzz——xl—§x2+—u i
8 8 8

cu forma matriceala

xl O 1 X] O xl
R + 1w, y=[12] :
] 75 gl 3 %



64 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

¢ Aplicatia 2.6. Pentru sistemul cu modelul I-E
8y+5y+y=3u+2u+u,
sa se determine un model echivalent de tip I-S-E.

Solutie. Se formeazd modelul secundar

{8W+5w+w=u

y=3w+2w+w

si se aleg variabilele de stare x; =w, x, =w. Obtinem modelul I-S-E cu ecuatia de stare

Xlzxz
X ——lx —éx +lu ’
S

iar din
: 1 5 1
y=3xy +2x, + X =3(—§x1 —gxz +§u)+2x2 +Xxq,

obtinem ecuatia de iesire

—§x+lx+§u
YTt

¢ Aplicatia 2.7. Pentru sistemul discret cu modelul I-E

y@)-0,5y(t-1D)+0,2y(t-2)=u(t-1)+2u(t-2),
sa se determine un model echivalent de tip I-S-E.

Solutie. Se formeaza modelul secundar echivalent
w(t)—0,5w(t —1)+0,2w(t —2)=u(t)
{y(t) =w(t-1)+2w(—-2)

si se aleg variabilele de stare x;(#)=w(t—-1), x,(¢)=w(t—-2). Rezultd modelul I-S-E
{xl (t+1)=0,5x,(t)—0,2x, () +u(t)

Xy (t+1)=x,(0)

9

Y(O)=x, (1) +2x, (7).

¢ Aplicatia 2.8. Pentru sistemul discret cu modelul I-E
Vi =05y +0.2y4 5 =ty +2uy_y4,

sa se determine un model echivalent de tip I-S-E.
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Solutie. Se formeazd modelul secundar

{w(t) =0,5w(t—1)+0,2w(t —2)=u(t)
y(@)=w(t)+2w(t—4)
si se aleg variabilele de stare
x1O)=w(t=1), x,()=w(t=2), x3()=w(t-3), x,)=w(t—-4).
Rezulta modelul I-S-E
X1 (t+1)=0,5x(t) - 0,2x, (t) +u(z)
Xy (t+1)=x(2)
X (E+D)=x (1)

x4+ =x3(1)

Y()=0,5x1 (1) —=0,2x, (1) +2x4 () +u(t) .

¢ Aplicatia 2.9. Pentru sistemul continuu cu modelul I-S-E
Xp ==X +mx, —u
. > Y=Xx1 =X,
Xy ==2Xx] =Xy +2u

sa se determine modelul echivalent de tip I-E.

C 1 -1
Q2= = . detQ2=m+2,
CA 1 m+1

Solutie. Deoarece

modelul I-E va fi de ordinul doi pentru m#—-2 si de ordin mai mic pentru m=-2. Avem
y=Xx—X,
y=x—X,=x +(m+1)x,-3u,
y=x;+(m+Dx, =3u=—2m+3)x; —x, +2m+1u—3u.
Din primele doua ecuatii, rezulta

x1:j}+(m+l)y+3u
m+2

_y—y+3u

C om+2

b

%)

Inlocuind x; s1 x, in a treia ecuatie, obtinem
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j}:(m+2)[—2j/—(2m+1)y—6u]

+C2m+u—3u.
m+2

Asadar, pentru m #—2 , modelul I-E are forma
V+2y+(Cm+1)y=-3u+2m—-5)u.
Pentru m=-2, din y=x —x, si y=x —x,—3u, rezultd urmatorul model I-E de ordinul

unu:
—y+y=3u.

¢ Aplicatia 2.10. Pentru sistemul discret cu modelul I-S-E
X+ 1) ==x1 () + x5 () —u(?)
{xz(fﬂ):mxl O-xn0
Y(O)=x () +x; (1) +2u(?) ,

sa se determine modelul echivalent de tip I-E.

C 1 1
0,= = ,  detQ,=-m+1,

Solutie. Deoarece

CA| |m-1 0
modelul I-E va fi de ordinul doi pentru m#1 si de ordin mai mic pentru m=1. Avem
Y(O)=x1 () + x5 (1) +2u(?)
Y+ =x1t+D)+x,(t+D)+2u(t+1)=(m—-Dx; () +u(t+1),
Y(A+2)=(m=Dx;(t+1)+u(t+2)=m—-D[—x, () +x, () —u(t)]+u(t+2),
Pentru m#1, din primele doud ecuatii, rezulta

xl(t):y(t+1)—u(t+1) ’
m—1

y(E+D)—u(t+1)

5 (=) ~2u()+ 7

Inlocuind x,(#) s1 x,(¢) in a treia ecuatie, obtinem obtinem modelul I-E
Y(t+2)+(1-m)y(t)=u(t+2)+3(1-m)u(t),

echivalent cu

y@O)+(A-m)y(t—-2)=u(@®)+30-mu(t-2), m=l1.
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Pentru m=1, ecuatia

yE+1)=m-Dx,t)+u+1)

devine
Yyt +1)=u(+1),

adica
y(@)=u(t).

Sistemul este liniar, de tip static.

2.8. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C2.1. 53 se determine modelul I-E al circuitului electric alaturat, cu intrarea u; si

lesirea u, .

:

) R[] == [|¥z

o
ol

¢ C2.2. Circuitul electric alaturat are intrarea u, si iesirea u, . Sa se determine:

a) modelul I-E;
b) modelul I-S-E, considerand starile x, =i si x,=1,.

L iy Wiy R
ot L N Y
|2
B! o R B
o I »

¢ C2.3. Sa se determine modelul I-E al sistemului mecanic de mai jos, alcétuit din
caruciorul C cu masa M, arcurile cu constantele elastice k; si k,, amortizoarele cu

constantele de frecare vascoasd «; si a,, planul orizontal P si cadrele metalice C si Ca.
Sistemul are ca mdrimi de intrare deplasarile orizontale u, si u, ale celor doud cadre
metalice laterale, iar ca marime de iesire deplasarea orizontalda y a caruciorului. Se

neglijeaza frecarea cu planul orizontal §i cu aerul.
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¢ C2.4. Sistemul hidraulic din figura alaturatd este format din vasele cilindrice V),
$1 Vo, cu ariile sectiunilor orizontale 4, si 4, si din robinetele Ry si Ry. Debitele O, 0,

si O, sunt volumice, iar curgerea lichidului prin robinete are loc in regim laminar, dupd
relatille Q, =k g(h—h)) si Q,=k,gh,, unde k si k, sunt coeficientii de rezistena
hidraulica la curgere ai robinetelor. Sistemul are ca marime de intrare debitul Q, iar ca
madrimi de iegire nivelul #; si nivelul 4, in cele doud vase. Sd se determine modelul I-S-

E, considerand ca x,=h, si x,=h,.

¢ C2.5. Sistemul pneumatic din figura aldturatd este format din doud vase cu
volumele 7] si V,, si trei rezistente pneumatice R;, R, si Ry. Primul vas este conectat la

sursa de presiune variabild pg, iar al doilea vas la atmosfera. Curgerea aerului prin
robinete are loc in regim laminar, dupa relatia

Py =RQ,
unde p, este caderea de presiune pe robinet, Q- debitul masic de aer, iar R - rezistenta

pneumaticd. Aerul instrumental este considerat gaz perfect, cu temperatura constantd 7
si masa molard M . Sistemul are ca mdrime de intrare presiunea p . a sursei, iar ca
marimi de iesire presiunile p, si p, din vase.

Sa se determine modelul I-S-E, considerénd ¢d x, = p, si x,=p,.

R I R
B KOy ‘;1 2 Qz frz 3 U3
1 2
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¢ C2.6. Sistemul de foraj din figura alaturatd este format dintr-o garniturd de
prajini in miscare de rotatie GP, prevazuta cu o sapa S de dislocare a rocii. Garnitura este

omogena, are lungimea L, aria transversala 4 si modului de elasticitate £ . Presupunem
ca viteza de avans a sapei de foraj V, variaza liniar cu sarcina pe sapd G,, adica

V,=kG,. Sa se afle modelul dinamic al sistemului, considerand ca intrare viteza de

coborare a capatului superior al garniturii V,

|» 1ar ca iesire sarcina pe sapa G,. Se

neglijeaza fortele inertiale ale garniturii de prajini si fortele de frecare dintre garnitura si

peretii sondei.

)
M
g
GP
S 55
L)

¢ C2.7. Sa se afle modelul dinamic al motorului de curent continuu din figura
alaturata, considerand ca intrari tensiunea rotorica u, $i momentul rezistent m_, iar ca

iesire viteza de rotatie @ . Se neglijeaza fenomenele de saturatie, histerezis si frecare.
Sistemul are urmatorii parametri: rezistenta rotoricd R,, inductanta rotorica L,

curentul inductor /,, constanta k, a tensiunii electromotoare e, constanta k, a

momentului activ m, $i momentul de inertie al sarcinii J .

O

)
R]. a L]_

0 pecd g 7 By peed

i m
—_—

s

r

¢ C2.8. Pentru sistemul continuu cu modelul I-E
5y +8y+5y+y=4u+u,

sa se determine un model de tip I-S-E.
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¢ C2.9. Pentru sistemul continuu cu modelul I-E
y+5y=4u+u,

sa se determine un model de tip I-S-E.

¢ C2.10. Pentru sistemul discret cu modelul I-E
y(&)-2y(—-1)+0,59(t—3)=u(t)—Su(t-3),

sd se determine un model de tip I-S-E.

¢ C2.11. Pentru sistemul discret cu modelul I-E
Vi =V F0Ay =y 2w,

sa se determine un model de tip I-S-E.

¢ C2.12. Pentru sistemul discret cu modelul I-E
SVe = Vi T2V 3= 2y _y

sd se determine un model de tip I-S-E.

¢ C2.13. Pentru sistemul continuu cu modelul I-S-E
X, ==X, +mx,
{562 =—4x, +x, +2u ’
Y=X =Xy U,
sd se determine modelul de tip I-E.

¢ C2.14. Pentru sistemul discret cu modelul I-S-E
X, (£ + 1) =—x () + 2x, () +u(?)
{xz (t+ 1D =x,(2) — mx, ()
y(O)=x,1)—x,(1),

sa se determine modelul de tip I-E.

¢ C2.15. Pentru sistemul discret cu modelul I-S-E
X (t+1)=—x,(t) + Tu(t),
(@) =x, () —u(?),

sa se determine modelul de tip I-E.



ELEMENTE DE ANALIZA
IN DOMENIUL TIMPULUI
A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E

Analiza sistemelor liniare de tip intrare-iesire se face in ipoteza ca
toate variabilele de intrare si de iesire sunt de tip original, adica nule la
momentele de timp negative. Aceastd proprietate este rezultatul imediat al
urmatoarelor doua ipoteze:

a) sistemul se afla In regim stationar pentru ¢ <t, =0;

b) variabilele de intrare si de iesire ale sistemelor fizice reprezintad
variatiile marimilor fizice respective fatd de valorile lor initiale.

De exemplu, In cazul unui cuptor tubular in care un produs lichid este
incalzit la temperatura 7 prin arderea unui combustibil cu debitul Q,

variabila sistemicd de intrare este variatia debitului de combustibil,

u= AQ = Q - Q() P
iar variabila sistemicd de iesire este variatia temperaturii produsului la
iesirea din cuptor,

y=AT=T-T,.

Valoarea nuld a variabilelor u# si y pentru timp negativ exprima faptul ca

debitul de combustibil si temperatura produsului la iesirea din cuptor au
valorile constante Q,, respectiv T,.

Analiza elementarda de tip intrare-iesire constd, in principal, in
abordarea si rezolvarea urmatoarelor probleme:

- determinarea modelului sistemelor compuse cand se cunosc modelele
subsistemelor componente;

- calculul raspunsului sistemelor la anumite semnale de intrare stan-
dard, de tip original;
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- reducerea ordinului sistemelor liniare pe baza criteriului de echiva-
lentd intrare-iesire;
- discretizarea sistemelor continue.

Determinarea in domeniul timpului a modelului dinamic al unui sistem
compus din modelele subsistemelor componente este o operatie relativ
complicata, care se face, In cazul sistemele continue, prin eliminarea
tuturor variabilelor intermediare si a derivatelor acestora. De asemenea,
calculul raspunsului unui sistem compus cu structura inchisa este o operatie
relativ greoaie, mai ales la sistemele de ordin superior. Ambele probleme
pot fi rezolvate mult mai usor in domeniul complex, prin utilizarea
modelului de tip operational (cu forma mult mai simpld, similard celei a
modelului stationar). La sistemele cu structurd deschisa, calculul
raspunsului se poate face fie pe baza modelului intregului sistem, fie prin
calculul succesiv al raspunsului fiecarui subsistem.

3.1. RASPUNSUL iIN TIMP AL SISTEMELOR CONTINUE

La sistemele liniare continue si monovariabile, metodele de stabilire a
modelului unui sistem compus din modelele cunoscute ale subsistemelor
componente utilizeaza forma primara (standard) de reprezentare:

any(n) +an_ly(’l—l) +-- .+a1)}+a0y:bru(r) —I—br_lu(r_l) +-+bu+byu . (1)

In cele ce urmeaza, vom considera a,#0, b, #0 si r<n, caz in care
sistemul are ordinul 7, ordinul relativ n—r i este propriu.

Raspunsul #(r) al sistemului la intrare treaptd unitara, u=1(¢), se
numeste functie indiciala sau raspuns indicial, iar raspunsul g(¢) al
sistemului la intrare impuls Dirac, u =6,(¢) , se numeste functie pondere sau
raspuns pondere. In conformitate cu principiul superpozitiei, raspunsul
pondere este derivata in sens generalizat a rdspunsului indicial (v. cap. 2):

_dh)

gO)="2". @

in sensul ca daca functia indiciald A(¢) este discontinua 1n origine, atunci

2(6)=h(t)+ h(0:)8,(2) . 3)
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Pentru calculul analitic al raspunsului la o intrare datd de tip original,
se utilizeaza forma secundara de reprezentare a sistemului, care nu contine
derivate ale marimii de intrare:

4

{ aw® +a, w'D o tawtaw=u

y=b W +b, w4t b+ byw

Aceastd forma de reprezentare permite calculul raspunsului sistemului la
intrari de tip original u(¢) nederivabile, chiar discontinue (cazul intrarii tip

treaptd).
In conformitate cu modelul secundar, raspunsul y(z) al sistemului la
orice functie de intrare de tip original u = f(¢) - 1(¢) este dat de relatia

() = bW + bWV b+ Bw ()
unde w(t) este solutia ecuatiei diferentiale
agW™ + a, W ok ap+ agw= £(f) (6)
pentru conditiile initiale nule
w(0:) = W(0:) =---=w"D(0,) = 0. (7)
Cele n conditii initiale nule rezulta din forma ecuatiei (6), valabila pentru
orice ¢ real, care implicd necesitatea continuitdtii functiilor w(¢), w(¢), ...,
w" D(#) 1la momentul #=0. Astfel, daci functia w(f), 0<i<n-—1, ar fi
discontinud in origine, adicd ar avea o variatie brusca la momentul =0,

atunci derivata acesteia w'"V(f) ar avea o variatie infinitd in origine,
rezultat in contradictie cu conditia ca ecuatia (6) sda fie verificatd la
momentul #=0.

Din conditiile initiale (7) si din conditia ca ecuatia (6) sa fie verificata
la momentul # =0+, rezulta

w<">(0+):@, (3)

n

iar din ecuatia (5) si conditiile initiale (7) si (8) rezulta ca raspunsul y(z) al

b.1(04)

n

9(04) = p(0+) ==y D(05)=0, y"(0+)= 9)
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Rezultatul obtinut poate fi formulat prin

Teorema conditiilor initiale nule. Rdaspunsul unui sistem liniar
continu §i cu ordinul relativ n—r la orice functie de intrare de tip original

Pentru functii de intrare de tip original discontinue in origine, adica de
forma

u=f®-11, f(0)=0,

raspunsul sistemului are exact n—r conditii initiale nule. Pentru semnale
de intrare tip original continue in origine, raspunsul sistemului se
caracterizeaza prin cel putin n—r+1 conditii initiale nule, iar pentru
semnale de intrare tip original continue si derivabile in origine (avand
graficul tangent in origine la axa timpului) - prin cel putin n —r» + 2 conditii
initiale nule.

Observatii. 1°. Pentru n—r=0 (cazul sistemelor simplu proprii, cu
grad de inertie zero), din (9) sau prin integrarea de n ori a ecuatiel
diferentiale (1), rezulta ca raspunsul indicial este discontinuu in origine:

h0:)=b,/a,=0.

Pentru n—r =1 (cazul sistemelor strict proprii, cu grad de inertie unu),
din (9) sau prin integrarea de n—1 ori a ecuatiei diferentiale (1), rezulta ca
raspunsul indicial este continuu, dar nederivabil in origine:

h(0:)=0, h(0:)=b,/a,=0.

Pentru n—r =2 (cazul sistemelor strict proprii, cu grad de inertie doi),
din (9) sau prin integrarea de n—2 ori a ecuatiei diferentiale (1), rezulta ca
raspunsul indicial este continuu si derivabil in origine (cu graficul tangent
in origine la axa timpului):

B(04)=h(0+)=0, h(0:)=b, »/a,=0.
2°. Solutia w(¢) a ecuatiei diferentiale (6) are forma

W) = W, (0) + W, 0) (10)
unde w,(#) este o solutie particulard a ecuatiei (6), iar w,, (f) solutia

generala a ecuatiei diferentiale omogene (cu membrul drept nul).
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In cazul a,#0, solutia w(¢) a ecuatiei diferentiale (6) pentru intrarea
treaptd unitard u =1(¢) are forma

1
W(t):_+CleS1t+C2eS2t+"'+Cnesnta tZO: (11)
a4

unde s,,5,,...,s, suntradacinile (distincte) ale ecuatiei caracteristice
-1
a,s" +a, ;5" +-+as+ay=0, (12)

iar C,C,,...,C

, sunt constante reale sau complexe (constanta C; fiind

reald/complexd dupd cum radacina s; este reald/complexd), cu valorile
determinate din conditiile initiale nule (7). Polinomul monic
a _ a a
P(s)=s"+2L gy gy D (5—g5)(s—5y)(s—s,), (13)
reprezinta polinomul caracteristic al sistemului.
Dacd s, =s,, suma C, e"'+C, ¢* din expresia raspunsului w(f) trebuie
inlocuitd cu
(Ct+Cy)e’". (14)
Daca radacinile s, si s

, sunt complex-conjugate, adica s,=axjb, se

recomanda inlocuirea sumei
St Syt
Ce"+Cye”,
cu constantele C; si C, complex-conjugate, cu suma

e”'(C,sinbt + C,cosbht), (15)

in care cu constantele C, si C, reale.

3°. Tinand seama de ecuatia iesirii din modelul secundar (4) si de
expresia (10) a raspunsului w(¢), raspunsul indicial A(¢) al sistemului cu

a, # 0 siraddcinile ecuatiei caracteristice distincte are forma

b
h(t)==2+D;e*"+ Dye*’+...+ D,e*", t>0, (16)
ag

unde D,,D,,...,D, sunt constante reale sau complexe (D, fiind real numai

sunt complex-conjugate, adica

dacd s, este real). Daca radacinile s; si s,

. . St Sot
$1, =a% jb,atunci suma Dje’"+ D,e”> este de forma
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e”(E,sinbt + E,cosbht), (17)

unde E; si E, sunt constante reale. Din expresia (16) a rdspunsului indicial
h(t), rezultd cd acesta este marginit dacd toate raddcinile s;,s,,...,s, ale
ecuatiei caracteristice au partea reala negativa. Acest rezultat este valabil
inclusiv in cazul In care ecuatia caracteristica are raddacini multiple
(teorema de marginire a raspunsului indicial al unui sistem liniar
continuu). In plus, raspunsul indicial A(r) este aperiodic (farda oscilatii)
atunci cand toate radacinile ecuatiei caracteristice sunt reale. Dacd doua

radacini ale ecuatiei caracteristice sunt complex-conjugate, s,,=ax jb,

atunci raspunsul indicial are si o componenta de tip oscilant sinusoidal, cu
amplitudinea descrescatoare (pentru a <0), constantd (pentru a =0) sau
crescatoare (pentru a > 0).

In cazul sistemelor de tip integral (cu a,=0), solutia w(¢) a ecuatiei
diferentiale (6) pentru intrarea treapta unitara u =1(¢) are forma

W(l‘):aL+Cles”+Czeszt+-~+Cnes”t, 120, (18)
1

unde s,,5,,...,s, sunt radacinile (distincte) ale ecuatiei caracteristice

aps" +ayys" -+ aps =0, (19)

4°, Toate radicinile reale ale ecuatiei caracteristice au dimensiunea
inversa a timpului. Daca toate radacinile s;,s,,...,s, sunt reale si distincte,

prin introducerea constantelor de timp

n="1, =2,
S

i

raspunsul indicial al sistemului capata expresia

b _ _ _
h(t)=—"+Die "4+ Dye 24 ...k D™ 120, (20)
ag

Atunci cand toate constantele de timp 7; sunt reale si pozitive,

l
raspunsul indicial 4(z) este aperiodic s1 marginit. In plus, rdspunsul indicial
are valoarea initiala

h(0.)=—= 1)

by,
a,’
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valoarea finala

b
h(o0)=— (22)
ao
(egala cu factorul static de proportionalitate) si timpul aproximativ de
stabilizare

Thos =3(L+Th+--++T,).

5°. La sistemele compuse de tip serie (fig. 3.1), paralel (fig. 3.2) sau cu
reactie (fig. 3.3), calculul raspunsului la o intrare data se face, de regula, pe
baza modelului sistemului compus, obtinut din modelele subsistemelor
componente prin eliminarea tuturor variabilelor intermediare (a variabilei
v la conexiunea serie, a variabilelor v, si v, la conexiunea paralel, a
variabilelor e si v la conexiunea cu reactie), inclusiv a derivatelor
acestora. La conexiunile deschise (tip serie sau paralel), calculul
raspunsului se poate face si pas cu pas, prin calculul succesiv al raspunsului

fiecdrui subsistem, in ordinea data de sensul de transmisie a informatiei.

B Y Ld >

Fig.3.1. Conexiune serie.

I
o
L2
Fig.3.2. Conexiune paralel.
14 g=l—V Y
=) N
Vv
L2

Fig. 3.3. Conexiune cu reactie.
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W [n cadrul pachetului de programe Control System Toolbox din mediul MATLAB,
modelul de tip transfer intrare-iesire ("input-output transfer") al unui sistem continuu
liniar se construieste cu ajutorul functiei #f astfel:

o sis=tf(b,a),
unde argumentele de intrare b si a (introduse anterior In program) sunt vectori linie
formati respectiv cu coeficientii derivatelor intrarii si iesirii din modelul primar (1):
b=[b b b b]l; a=la,a _ - a a]l;

1 1

In cazul r<n, argumentul de intrare b poate fi scris si sub forma b=[b b _, --- b, b;].

Invers, din sistemul sis se pot extrage vectorii b si a, fie cu ajutorul functiei
tfdata
e [num,den]=tfdata(sis); b=num{1}; a=den{1};
fie prin referire directa la proprietitile obiectului sis
e b=sis.num{l}; a=sis.den{1}.
Ultima cale permite si modificarea parametrilor sistemului sis, in varianta
o sis.num{l}=b; sis.den{l}=a;
sau in varianta
o sis.num{l}(i)=bp.i+; sis.den{1}(i)=a,.i+1;

Pachetul de programe contine functiile step, impulse si Isim (fisiere cu extensia m)
pentru calculul si reprezentarea grafica a raspunsului indicial, rdspunsului pondere si
raspunsului la orice intrare original de tip scard U :

o [Y.t]=step (sis,t) ;
¢ [Y,t]=impulse (sis,t) ;
o [Y,t]=Isim (sis,U,t) ;

Argumentul de intrare ¢, reprezentand vectorul timp, poate fi introdus printr-o

comanda de forma

o t=t0:T:tl,

unde 70 este valoarea initiala (de reguld egald cu 0), 7 este pasul de calcul, iar ¢1 -
valoarea finald. Argumentul de intrare ¢ poate fi omis la functiile step si impulse, caz in
care acesta este generat de functia respectiva. Argumentele de intrare U si ¢ ale functiei
Isim sunt vectori cu aceeasi dimensiune. Componentele vectorilor U si Y reprezinta
respectiv valorile marimilor de intrare si de iesire la momentele de timp specificate de
vectorul z.

Daca functiile sunt apelate cu un argument de iesire (Y) sau cu ambele, se
efectueaza numai evaluarea acestor argumente, fara reprezentarea grafica a raspunsului.
In cazul contrar (fard argumente de iesire), se efectueaza reprezentarea grafica a
raspunsului.

Pentru construirea unei sistem compus, format din doud subsisteme sis1 §i sis2
conectate in serie, paralel sau cu reactie negativd, se procedeaza respectiv astfel:
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e sl =sisl*sis2;
o s2=sisl+sis2;
o s3=sisl/(1+sis1*sis2);

3.2. RASPUNSUL IN TIMP AL SISTEMELOR DISCRETE

In etapa de stabilire a modelului unui sistem compus din modelele
cunoscute ale subsistemelor componente se utilizeazd forma primara
(standard) de reprezentare a sistemelor:

y®O)+ay—1)+---+a,y(t—n)=byu(t)+but—1)+---+bu(t—r). (23)

Pentru calculul raspunsului la o intrare data de tip original este Tnsa
preferata forma secundara echivalenta

w(t)+aw(t—1 )+ -+a,w(t—n)=u(t)
{y(t)=b0W)+b1W—1)+---+b,w—r) '

Ca s1 la sistemele continue, variabilele u, y s1 w sunt de tip original, adica

(24)

nule pentru orice valoare negativa a argumentului timp 7.
Calculul numeric al raspunsului w(t) pentru >0 la o intrare data de

tip original u se efectueaza cu relatiile:

WO:uO,

W =u—aW,

Wy =U, =Wy — =W,

wi=u,—aw,_ —-—a,w,_,, i=n+l,n+2,..

unde w; =w(i), u; =u(i). Mai departe, valorile numerice ale raspunsului y
sunt date de relatiile:
Yo =bywy
Y =byw +bwy,
: (26)
Y, =byw,.+bw,_+---+bw,,
Vi=byw, +bw,_ +---+bw,_,., i=r+l,r+2,...
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Calculul analitic al raspunsului y(¢) al sistemului la o intrare analitica
de tip original data, u= f(¢)-1°(¢), se poate face pe baza modelului primar
(23) sau, mai bine, a modelului secundar (24). Functia treapta unitarda de
timp discret 1°(r) are expresia

0, t=--,-2,—1
1°(0) = (27)
1, t+=0,1,2,--

si este reprezentata grafic in fig. 2.9.
Ca si la sistemele continue, in cazul utilizarii modelului secundar (24),

raspunsul w(f) la o functie de intrare analitica datd u = f(¢)-1°(t) poate fi
scris sub forma

(1) = Wp() + Womg (1) , (28)
unde w,(¢) este o solutie particulard a ecuatiei cu diferente
W(t) + api(t-1) + -+ awlt-m) = £(0), (29)
1ar womg(?) este solutia generala a ecuatiei omogene cu diferente
w(t) +aw(t-1)+---+a,wm(t—n)=0. (30)

Solutia particulara w),(¢) este valabila pentru #>n. Ea are, de regula,
o forma similard cu cea a functiei de intrare f(¢). Astfel, pentru intrarea

treaptd unitara u=1°(¢),, cand ecuatia (29) devine

w(t) +aw(t-1) +---+awm(t-n)=1, teN, (31)
solutia particulara este
I , l+a+a,+--+a,#0
I+a+a,+ - +a,
w, (1) = » . (32)

, 1+a,+a,+ - +a,=0

Cl1+2612+ - t+na

n
Solutia ecuatiei omogene are forma
womg(t)zClzf—i-CzZ; +---+anf7 , (33)

unde z, z,, ..., z, sunt radacinile (distincte) ale ecuatiei caracteristice

e+ t+a, z+a,=0, (34)
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iar C,,C,,...,C

n

sunt constante reale sau complex-conjugate. Polinomul

monic

P()=z"+az" "+t ayz+a,=(z—2)(z—22) - (z—2y) (35)

reprezinta polinomul caracteristic al sistemului.

Daca radacinile z si z, sunt reale si egale, atunci suma Cizt + 24

trebuie inlocuita cu

(Cit +Cy)z, (36)
iar daca z s§i z, sunt complex-conjugate, adicd z,=p(cosat jsina),
atunci in locul sumei Cz/+C,z) (cu constantele C, si C, complex-
conjugate) se recomanda utilizarea expresiei

p'(Ccosat+C,sinat), (37)

in care constantele C; si C, sunt reale.
Constantele C,, C,, ..., C, se determina astfel incat solutia (28), initial

n

valabild pentru #>n, sa fie valabila si la momentele de timp 0,1,...,n-1.
Conditiile initiale

w(0), w(), ..., w(n—1), (38)

pot fi determinate direct din ecuatia cu diferente (29), inlocuind succesiv pe
t cu0,1,..., n-1.1In acest fel solutia w(¢t) devine valabild pentru orice

t>0.
Pe baza raspunsului w(¢), valabil pentru >0, din ecuatia iesirii

Y(E)=bW( O)+bw( t=1)+-+-+bw( 1), (39)

obtinem raspunsul y(¢) al sistemului. Formula analitica obtinuta este nsa
valabila pentru ¢ > r. Pentru valorile anterioare ¢=0,1,---, »—1, avem

(0)=bym0),

y(O)=bw(1)+H5,m0),
....................... : (40)

y(r =) =bgwr =1) +byw(r =2) + -+ b, ;w(0).
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Raspunsul sistemului la intrarea treapta unitara u=1°(f) reprezintd
functia indiciala $1 se noteazd cu A(f) iar raspunsul la intrarea impuls unitar

u=05°@t) (fig. 2.10) reprezinta functia pondere a sistemului si se noteaza cu
g(?) . In conformitate cu principiul superpozitiei, din relatiile
o°)=1°(t)-1°(t-1), 1°()=0°()+o°(t—1)+---+5°(t—1),
reiese ca intre functia pondere g(f) si functia indiciala A(f) exista
corelatiile
g)=h()—=h(t-1), (41)

h(®)=g(6)+g(t=1)+---+g(0). (42)

Observatii. 1°. In cazul in care sistemul este de tip proportional
(1+ay+ay+ -+- +a,#0) st ecuatia caracteristica are radacinile z, z,,..., z

n

distincte, solutia w(¢) a ecuatiei cu diferente (31) are forma

1
1)= +Cizi +Cozy++--+Chz,, teN 43
) lta tar+ - +a, T nZn,  PEN, (43)

unde C,C,,...,C, sunt constante reale sau complexe (C, fiind real numai
daca z; este real). Tindnd seama de ecuatia iesirii

y(t)=bom(t) + bw(t-1) +...+ bow(t—T),
raspunsul indicial A(z) are forma

by+b+---+b,
I+a+a,+--- +a,

h(t)= +Dyzi + Dyzy++ Dz, 121, (44)
unde D,,D,,...,D, sunt constante reale sau complexe (D, fiind real numai

daca z; este real). Daca radacinile z si z, sunt complex-conjugate, adica

2
z;,=p(cosa* jsina), suma Dz + D,z este de forma

p!(E,cosat+E,sinat), (45)

unde E, si E, sunt constante reale. Din expresia raspunsului indicial A(z)
rezultd cd acesta este marginit atunci cand toate raddacinile z, z,,..., z, ale

ecuatiei caracteristice a sistemului au modulul subunitar. Acest rezultat este
valabil s1 In cazul in care ecuatia caracteristicd are radacini multiple
(teorema de marginire a raspunsului indicial al unui sistem liniar discret).
In plus, dacd doud radacini ale ecuatiei caracteristice sunt complex-
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conjugate (cu modulul p), atunci raspunsul indicial are o componentd de

tip oscilant sinusoidal (cu amplitudinea descrescdtoare, constantd sau
crescatoare dupad cum p<l1, p=1 sau p>1, respectiv). De asemenea,

raspunsul indicial are o componenta de tip oscilant (care schimba de semn
la fiecare moment de timp reZ") atunci cind ecuatia caracteristica are o
raddcina reald negativa. Dacd toate rddacinile ecuatiei caracteristice sunt
reale si pozitive, atunci raspunsul indicial este aperiodic (fara oscilatii).

2°. Din forma primara (23) a modelului sistemului rezultd imediat ca
daca

by=b=:--=b,=0,
atunci raspunsul indicial %(z) si raspunsul pondere g(¢) satisfac i conditii
initiale nule, adica
h0)=h()=---=h(i-1)=0, g0)=g)=--=g@E-)=0.  (406)
Daca toate radacinile z, z,, ..., z, ale ecuatiei caracteristice a sistemului au

modulul subunitar si nenul, din formula (44) rezultd ca raspunsului indicial
h(t) se stabilizeaza la valoarea

b0+b1+"'+b,,
l+a+ay+ ... +a,’

h(o0) = (47)

egala cu factorul static de proportionalitate al sistemului.

3°. Metoda de calcul al raspunsului sistemului la o functie de intrare
analiticd arbitrara u = f(¢)-1°(¢) este similara metodei de calcul al
raspunsului indicial. Formula de calcul al solutiei particulare a ecuatiei cu
diferente (29) depinde de forma particulard a functiei f(z). Astfel,

- pentru intrare impuls unitar, adica u(t)=5°(¢), avem

w,(1)=0; (48)
- pentru intrare rampa unitard, adica wu(f)=¢-1°(¢), avem
a+2a,+ ... +na t—n
O - : (49)
(I+ay+ay+ ... +a,)° l+ta+a+ .. +a,
- pentru intrare exponentiald, adicd u(f)=a’-1°(¢), avem
at—n
wy(t)= - (50)

l+aqa " +ara?+ ... +a,a”
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0 .. o . . . . A
4. Calcul analitic al raspunsului este uneori mai simplu in cazul
utilizarii modelului secundar sub forma

{w(t)+a1w(t—l)+...+anw(t—n):u(t—l) 51)

y()=byw(t+1)+byw(t)+...+ b, w(t+1-r)
sau

w(t)+aw(t-1)+...+a, w(t=n) =u(t —n)
(52)
y()=byw(t+n)+bw(t+n—-1)+...+bw(t+n-r)

In cazul modelului (52), toate conditiile initiale w(0), w(l), ..., w(n—1)
sunt nule. Astfel, pentru intrare treapta unitara, raspunsul w(¢) se obtine

prin rezolvarea ecuatiei cu diferente

w(t)+aw(t-1)+...+a,m(t-n)=1
pentru
w(0)=w(1)=---=w(n-1)=0. (53)

B [n MATLAB, modelul de tip transfer intrare-iesire ("input-output transfer") al
unui sistem discret liniar monovariabil se construieste tot cu ajutorul functiei #f, astfel:

o sisd=tf(b,a,T);

unde b si a sunt vectori linie, formati cu coeficientii termenilor intrarii, respectiv cu
coeficientii termenilor iesirii din ecuatia primara (23), iar 7T este perioada de discretizare
a timpului. Vectorii a §i b trebuie sa aiba aceeasi dimensiune, anume max(n+1, 7+1):

b=[bg b ... b,], a=[ag a; ... a,] —n cazul r<n;
b=[by b; ... b,], a=[a¢ a; ... a;] —In cazul r>n.

Prin urmare, in cazul n#r , ultimele elemente (din dreapta) ale unuia din cei doi vectori
se aleg 0. Daca 1nsd bog=b=...=b;=0, atunci argumentul de intrare b poate fi introdus si
sub forma b=[b;:1 bj:» ... b,] sau b=[bj: bj1> ... b,], dupa cum r<n, respectiv r>n.

Invers, din sistemul sisd se pot extrage matricele b si a la fel ca la sistemele
continue, cu ajutorul functiei t#fdata sau prin referire directd la proprietatile obiectului
model.

Pentru calculul si reprezentarea grafica a raspunsului se utilizeaza aceleasi functii
ca la sistemele continue de tip I-E (step, impulse, Isim). Daca se utilizeaza argumentul
de intrare ¢, introdus anterior cu comanda t=t0:T:tl, pasul T trebuie sa fie egal cu
perioada de discretizare a timpului modelului discret.

De asemenea, implementarea sistemelor compuse (tip serie, paralel, cu reactie) se
face la fel ca la sistemele continue.
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3.3. SISTEME ECHIVALENTE INTRARE-IESIRE

Prin definitie, doud sisteme sunt echivalente intrare-iesire daca pentru
orice functie de intrare comund, de tip original, raspunsurile celor doua
sisteme sunt identice.

Sistemele liniare continue invariante cu modelul primar de forma

a ™ +a, "V et ay+agy =bu” + b,V 4+ bt b,  (54)

cu a,#0, sunt complet definite de coeficientii a; ai derivatelor marimii de
iesire si coeficientii b; ai derivatelor marimii de intrare, cu care se poate
construi urmdatoarea functie rationala:

bys" +b, 18"+ + s+ by

G(s) = (55)

a,s"+a, 1S+ ais+ag
unde s este o variabila reald sau complexa. Functia G(s), numita functie de
transfer, permite caracterizarea completd a sistemului sub aspectul
corelatiei dinamice intrare-iesire. Functia de transfer se obtine direct din
ecuatia diferentiala a sistemului, si invers, ecuatia diferentiala a sistemului
se poate scrie imediat din functia de transfer, daca aceasta este scrisd sub
forma raportului a douad polinoame ordonate dupa puterile descrescatoare
ale variabilei s.

Doua functii de transfer Gi(s)=A(s)/ B(s) si Gy(s)=C(s)/ D(s), cu
A(s), B(s), C(s) st D(s) functii polinomiale, sunt considerate egale atunci
cand pentru orice s € C are loc identitatea

A(s)D(s) = B(s)C(s),

adicd atunci cand functiile iau aceleasi valori pentru toate valorile
admisibile comune ale variabilei s. Doua functii de transfer egale au,
evident, aceiasi poli si aceleasi zerouri.

In mod similar, sistemului liniar discret invariant cu modelul primar de
forma

yO)+ay(t—=0)+---+a,y(t—n)=bu(t)+but—-1)+---+bu(t—r), (56)

1 se poate asocia functia de transfer rationala
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bo+bz '+ 4 bz
l+az '+ +a,z"’

G(z)= (57)
unde z este o variabila reald sau complexa.

Doua sisteme continue sau discrete care au aceiasi coeficienti a; si b;,
deci aceeasi functie de transfer, sunt in mod evident echivalente intrare-
iesire (cazul trivial). Existd 1nsd si sisteme echivalente intrare-iesire de
ordin diferit.

Teorema de echivalentd intrare-iesire. Doua sisteme liniare invari-
ante si monovariabile sunt echivalente intrare-iesire daca si numai daca au
functii de transfer egale.

In cazul sistemelor continue, demonstrarea teoremei se reduce la a
ardta ca oricare ar fi numarul real sau complex s,, sistemul S; cu functia de

transfer
(bps" +byis" -+ bis+By) (s — 1)

(ans" +apys" 7+ +ais +ag)(s— 1)

Gi(s)=

este echivalent intrare-iesire cu sistemul S cu modelul primar (54) si functia
de transfer (55). Fie u(f) o functie de intrare comund, de tip original, a

sistemelor S si S;. Trebuie sa ardtdm cd raspunsurile y(f) si y,(r) ale
sistemelor S si S; sunt egale. Raspunsul y(¢) al sistemului S; este dat de
solutia ecuatiei diferentiale

(n+1)

a,[y _S1y1(n)]+' : -+a0(j/1 —sy)=b, [14+D —su ]+ '+bo(a_51”) . (58)

Prin efectuarea substitutiilor
rezulta

aw+a W+ +awt+aw=bV"+b VOV +...+bV+bV . (59)

Deoarece ecuatia (59) are forma identica cu cea a ecuatiei (54) a sistemului
S, rezulta cd w(f) coincide cu raspunsul sistemului S la intrarea v(¢), unde

v=u—s,u. In conformitate cu principiul superpozitiei aplicat sistemului S,

relatia v=u—s,u implicd w(t)=y—s,y, deci y,—s,»,=y—s,y. Cu substitutia

Z=ENTYs
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obtinem ecuatia diferentiala z=s,z, cu solutia
2(0)=z(0+)-e™", ¢>0.

Pe de alta parte, din ecuatiile (54) si (58) rezulta

b
$(09)=3,(0)=u(0,),

n
deci z(0+)=0 si, prin urmare, z(¢#)=0 pentru orice =0, adicd y,(¢)=y(¢)
pentru orice >0 . Demonstratia este similara in cazul sistemelor discrete.

Observatii. 1°. Conceptul de echivalenta intrare-iesire este aplicabil si
la sistemele de tip I-S-E. Din teorema de echivalenta intrare-iesire rezulta
ca un sistem liniar monovariabil S; de tip [-S-E este echivalent intrare-
iesire cu un sistem liniar monovariabil S de tip I-E daca si numai daca
sistemul S; poate fi transformat intr-un sistem de tip I-E care sa aiba functia
de transfer egald cu functia de transfer a sistemului S. De asemenea, doua
sisteme liniare monovariabile de tip I-S-E sunt echivalente intrare-iesire
daca cele doua sisteme pot fi transformate in sisteme de tip I-E care sa aiba
functiile de transfer egale.

2°. Un sistem de ordinul n (continuu sau discret) se numeste minimal
daca nu exista un sistem echivalent intrare-iesire cu ordinul mai mic decat
n. Din teorema de echivalenta intrare-iesire rezulta

Teorema de minimalitate. Un sistem liniar monovariabil este minimal
daca si numai daca polinoamele de la numaratorul si numitorul functiei de
transfer sunt coprime (nu au radacini comune).

Din teorema de minimalitate reiese ca un sistem monovariabil este
minimal daca si numai daca toate radacinile polinomului caracteristic sunt
poli ai functiei de transfer, adicd daca si numai dacd polinomul
caracteristic coincide cu polinomul polilor.

Prin simplificarea functiei de transfer, un sistem monovariabil
neminimal poate fi transformat intr-un sistem minimal echivalent intrare-
iesire.

3.4. DISCRETIZAREA SISTEMELOR CONTINUE DE TIP I-E

Sistemele discrete sunt sisteme artificiale, concepute si realizate de
om. O categorie importantd de sisteme discrete este aceea rezultatd prin
discretizarea sistemelor continue, in vederea simularii lor numerice.
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Doua functii de timp de tip original, una u(f) de timp continuu (¢€R)
si cealalta u°(¢) de timp discret (¢=kT, keZ), se numesc T-echivalente

daca au aceleasi valori la toate momentele de timp #,=kT . Echivalenta este
de ordinul zero daca functia de timp continuu u(t) este de tip 7-scara,
adica este constanta pe fiecare interval de timp [#; , #;,1):

u@®)=u(ty), telty, tia). (60)
Daca u(t) este de tip 7T-rampa, adica liniara si cu o anumitd pantd pe
fiecare interval [t , t;,1), de exemplu [u(¢,)—u(t;_1)]/T, atunci echivalenta
celor doua functii de timp este de ordinul unu.

Prin definitie, un sistem liniar discret X° reprezintd discretizatul
intrare-iegire (sau echivalentul discret intrare-iegire) cu perioada 7' al unui
sistem liniar continuu X atunci cind iesirile celor doud sisteme sunt
T-echivalente pentru orice intrari 7-echivalente de ordinul zero.

Deoarece functiile treaptd unitard 1(z) si 1°(f) sunt T-echivalente de
ordinul zero, raspunsul indicial A(f) al unui sistem continuu si raspunsul
indicial A°(r) al discretizatului acestuia sunt T-echivalente.

Discretizatul cu perioada 7 al sistemului continuu pur integral cu
modelul

Ty=u
are ecuatia
Yk = YVik1=Ug-1-

Raspunsurile idiciale ale celor doua sisteme sunt 7-echivalente, deoarce
Wo=L, >0,
T
t
h%):T, t=kT, k=0,12,...

In general, pentru obtinerea discretizatului intrare-iesire al sistemului
continuu propriu cu modelul matematic

4y D+, y "D+t y+agy=bau D +b_u D+t bpi+bu,  (61)

se utilizeaza urmatoarea metodologie:
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a) se determind functia de transfer a sistemului continuu,

b.s" +---+bs+b
Gls)= 2 Dt (62)
a,s —+---+aist+ag

o . . . . .1
b) se calculeaza functia de transfer a discretizatului, cu relatia

2=z rez—2)

— 63
s s(l—e” z7h (63)

unde s; sunt polii functiei G(s)/s, iar T perioada de discretizare
(esantionare);

¢) se aduce G°(z) la forma
Cbytbz 4tz

G (64)
4+aiz +-+a,z

si se scrie apoi ecuatia discretizatului I-E, sub forma ecuatiei cu diferente

Vi @Y+ By Vi =bott A bty by, (65)

Observatii. 1°. Din relatia (63) reiese ¢ daca s; este un pol al functiei
de transfer G(s), atunci z;=e¢™ este pol al functiei de transfer G°(z).
Echivalent, dacd G(s) are la numitor factorul 7;s+1, atunci G°(z) va avea

la numitor factorul
1-pz™', p=eM. (66)

Pe de alta parte, tinand seama de (21) si (22), avem
h0.)=G(x), M©)=G(0), (67)
iar din (46) si1 (47) rezulta

K(0.)=G"(0), h'(@)=G"(1). (68)

' Reziduul functiei F(s) relativ la polul simplu p este dat de relatia

Sr:e; F(s)=[(s—p)F(s)]

s=p

Daca polul p are ordinul de multiplicitate m, atunci

1 m m—
rez F8)= Gyl =) FOI" ™

S=p
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Deoarece raspunsul indicial A(¢) al sistemului continuu si raspunsul indicial
h(¢) al discretizatului acestuia sunt T-echivalente, avem £°(0,)=Ah(0,) si
h°(c0) = h(x0), deci

G'(0)=G(®), G'H=G(). (69)

Pe baza proprietatilor exprimate prin relatiile (66) si (69), se poate scrie
usor modelul discretizatului unui sistem continuu de ordinul unu de tip
proportional sau derivativ. Astfel, sistemul continuu de intarziere de
ordinul unu cu ecuatia diferentiala

Ly+y=Ku, (70)
deci cu functia de transfer

G(s) =

Ts+1’

are discretizatul cu functia de transfer

K(-p)z”!
=R pee,
l-pz
si ecuatia cu diferente
Vi = PYi1 = K= pluy_,. (71)

Similar, sistemul continuu de tip derivativ cu ecuatia

hLy+y=Tu, (72)
deci cu functia de transfer
T
Gls)=———,
Iis+1

are discretizatul cu functia de transfer

-1
G =1t LT e,
., 1-pz!

si ecuatia cu diferente

T
Vi = PVi = Fd(uk —Up_y). (73)
1
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2° Pentru K=T,/T, din (70) si (71) rezultd ca sistemul continuu cu
ecuatia diferentiala

T
Li+y=—u.

are discretizatul cu ecuatia cu diferente

T,
Vi =PV = ?1(1 — Py

Efectudnd 7; — oo, obtinem ca ca sistemul continuu pur integral cu
ecuatia diferentiala
Ty=u, (74)

are discretizatul cu ecuatia cu diferente
Vi = Vi =Ty (75)
Acelasi rezultat se obtine aplicand direct metodologia (62)-(65).

3°. Calculul discretizatului sistemelor continue de ordin superior este
mult mai complicat. De aceea, in multe aplicatii, se poate utiliza
urmatoarea metoda de discretizare aproximativa: se reprezintd sistemul
continuu sub forma unei conexiuni de subsisteme elementare de ordinul
unu, apoi se efectueaza discretizarea fiecarui subsistem elementar.

4°. O alta metoda de discretizare aproximativa a sistemului continuu

cu modelul primar (61) consta in inlocuirea functiei de iesire y(¢) cu yii,
a functiei de intrare u(f) cu u;, a derivatei y(t) cu (yi—wvi)/T, a
derivatei u(f) cu (up—u)/T, a derivatei p(t) cu (Vi—2yia+yia/T?,
formula rezultata din

. Ve~ Vit Vil ™ Vi-2

Ye=Vii_ T T :yk—2yk71+yk72

T T T° ’

si asa mai departe. In general, derivata y'(¢) se inlocuieste cu raportul

Vi—Clyra+Crypa+.. (=) 'Clyy
T! '

(76)

Metodele aproximative de discretizare sunt eficiente atunci cind se
utilizeaza o perioada 7 de discretizare a timpului cu valoarea relativ mica.
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Utilizdnd metoda de discretizare aproximativd, pentru discretizatul
sistemului continuu de tip derivativ (72) obtinem ecuatia cu diferente

LV = Yid) ty = T, (u, —u; )
T k- T ’
echivalenta cu

T T
ye—( _Tl)yk—l = TT(Uk —u; ).

Se observda ca acest model poate fi dedus din modelul discretizatului
propriu-zis (73) prin aproximarea cunoscuta

e Tli~1-T/T,
care este cu atat mai buna cu cat raportul 7'/ 7] este mai mic.

5°. Datoritd formei recursive a modelului intrare-iesire, discretizatul
propriu-zis si discretizatii aproximativi ai unui sistem continuu pot fi
utilizati In calculul numeric al raspunsului sistemului continuu la orice
intrare de timp continuu u(¢). In acest scop, perioada de discretizare 7' se
alege suficient de mica (dar nu exagerat de mica, pentru evitarea volumului
mare de calcul si a acumularii erorilor de rotunjire si trunchiere). Daca
intrarea u(f) a sistemului continuu este de tip 7-scard, atunci raspunsul
sistemului  continuu 1 rdspunsul discretizatului  propriu-zis sunt
T-echivalente.

B [n Matlab, discretizatul intrare-iesire sisd al sistemului continuu de tip intrare-
iesire sis se obtine cu functia
o sisd=c2d(sis,T);

unde 7 reprezinta perioada de discretizare.

3.5. SISTEME MONOTONICE

Un sistem continuu sau discret se numeste crescdator monotonic
(C-monotonic) daca are raspunsul y(f) crescator pentru orice intrare u(f)
de tip original crescatoare. Dacd raspunsul este descrescator pentru orice
intrare de tip original crescdtoare, atunci sistemul este descrescator
monotonic (D-monotonic). Un sistem de tip C-monotonic sau D-monotonic
este un sistem monotonic.
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Teorema fundamentalid a sistemelor monotonice. Un sistem liniar,
invariant si monovariabil este C-monotonic daca si numai daca are functia
pondere nenegativa sau, echivalent, daca si numai daca are functia
indiciala crescatoare.

Demonstratie. La sistemele liniare continue, din relatiile
dh(t)
dt

rezultd ca functia indiciala A(¢) a sistemului este crescatoare daca si numai

g(n)= h(t)=[,g(@)dr,

dacd functia pondere g(¢) este nenegativa, adicd g(r)>0 pentru orice ¢

real. Prin urmare, este suficient s8 demonstrdm numai prima parte a
teoremei.

Necesitatea. Presupunem ca sistemul este C-monotonic si aratam ca
g(t) >0 pentru orice ¢ real. Deoarece functia treaptd unitard u =1(¢) este

crescatoare, raspunsul indicial A(f) al unui sistem C-monotonic este

crescator, deci

dh
g(t):%ZO.

Suficienta. Presupunem g(f)>0 pentru orice ¢ real si aratdim ca
raspunsul y(¢) al sistemului la orice functie de intrare crescdtoare de tip
original u(f) este, de asemenea, o functie crescdtoare, adicd () < y(¢,)
pentru orice £, §i ¢,, t, <t,. Tindnd seama de formula de convolutie, avem:

¥(t) = y(t) = [ F g@u(t,-1)dr — [ g(0ult-7)dr
=] él g(0)[u(ty—) —u(t,—)]d7 +| ;12 g(@ut,—7)dr.

Deoarece  g(r)20 si  u(ty-7)-u(t-7)20 pentru  7eR, iar
u(t,~7) 2u(0-)=0 pentru 7<t,, rezultd y(z,)—y(#)>0.

La sistemele discrete, demonstratia este asemanatoare. In conformitate
cu relatia

g(#) = h(t) = h(t - 1)
(valabila pentru 7' =1), functia indiciala A(¢) este crescatoare dacd si numai
dacd functia pondere g(f) este nenegativa, adica g(r)>0 pentru te€Z.
Suficienta rezulta din
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t+1 t

y(t+)—y()= ;}g(ﬁr1—i)u(i)—§g(f—i)u(i)

t+1

=3 g(t+1-i)[u(i)-u(i~1)]=0
i=0

Observatii. 1°. Avand in vedere cd functia indiciali a unui sistem

liniar continuu si functia indiciala a discretizatului propriu-zis sunt
T-echivalente, adicd au aceleasi valori la momentele de timp ¢, =kT,

rezultd ca discretizatul propriu-zis al unui sistem continuu C-monotonic

este, de asemenea, un sistem C-monotonic.

2°. O conexiune serie de sisteme C-monotonice este, de asemenea, un
sistem C-monotonic. Intr-adevar, pentru orice intrare wu(¢) de tip original

crescatoare, raspunsul primului subsistem C-monotonic este crescator.
Deoarece acest raspuns este aplicat la intrarea celui de-al doilea subsistem
C-monotonic, raspunsul acestuia este este crescdtor s.a.m.d.

3.6. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 3.1. Fie conexiunea serie alaturatd, formata din subsistemele:

(S)) 2v+Vv=u+u,
(Sz) 4)>+y=2V .

i Sl

52 L}

Sa se afle raspunsul indicial, raspunsul pondere si raspunsul la intrare rampa unitara ale
subsistemului S; si ale conexiunii serie.

Solutie. Calculul raspunsului indicial hi(¢) al subsistemului S; se face pe baza

modelului secundar al acestuia, cu ecuatiile
2w+w=1, w(0)=0,
hy=w+w.
Prin rezolvarea ecuatiei diferentiale in w, obtinem:
w(t)=1-¢7"'2,

apoi
h(H)=1-05¢7"'2, >0 .

Subsistemul S are rdaspunsul pondere



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E 95

dhy(7)

e hy(£) + 1y (09)5,(f) = 0,55,() + 0,25 e /2.

&=

Deoarece functia rampa unitard ¢-1(#) se obtine prin integrarea functiei treapta unitara
1(¢) , raspunsul s,(t) la intrare rampa unitara poate fi obtinut prin integrarea raspun-

sului /(¢) la intrare treapta unitard. Asadar,
siO)=[ m(r)dr=t-1+e72

Pentru calculul raspunsului indicial h(t) al conexiunii serie, pe baza modelului
subsistemului S, si a intrdrii V(¢) determinate, egald cu /(¢), formdm ecuatia
diferentiala

4y+y=2-e""2, 3(0)0.
Conditia initiala y(0) este nula din teorema conditiilor initiale nule, deoarece n—r=1
pentru subsistemul S,. Prin rezolvare, obtinem

h(t)zyp(t)+yomg(t):2+e_t/2 3¢,

Pentru calculul raspunsului indicial 4(¢) pe baza modelului sistemului compus, prin

eliminarea variabilei V intre ecuatiile celor doud subsisteme, obtinem modelul primar al
conexiunii serie:

8Yy+6y+y=2u+2u.
Pe baza modelului secundar, formam ecuatiile:
8w+6w+w=1, w0F=w(0)=0,
h=2Ww+2w.
Prin rezolvare, obtinem:
w(t)=1+e1/2-2e714 | h()=2+e7? =374,
Conexiunea serie are raspunsul pondere

si raspunsul la intrare rampa unitara
s(0)=[ h(r)dr =2~10-2e"2 +12e74 |

Réspunsul s(¢) la intrare rampa unitara poate fi obtinut si direct din modelul secundar,
cu ecuatiile:
8w+6w+w=t, w0Fw(0)=0,
§=2w+2w .
Rezulta:
w(i)=t—6-2¢"24+8e7"/*,  s(t)=2t—10—2e7"'2+12e7/4.



96 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

Graficele din fig. 3.4 ale celor trei raspunsuri ale conexiunii serie au fost obtinute
in Matlab, cu programul:

sisl=tf([1 11,[2 1]); sis2=tf(2,[4 1]);
sis=sis1*sis2;

t=0:0.1:16;

h=step(sis,t); g=impulse(sis,t);

u=t; s=Isim(sis,u,t);
plot(t,h,t,g,t,s/10); grid on;

25 I I I I I I I
Y USSR SR USRS USRS SO SO RO S

: : L At : : :
L] — deens (R S R A P ol R
R S v L B e

! ! s (£ 10; ! ! !
e e e e

Z Z Lgle) ! : :
0 2 4 f a 10 12 14 16 ¢

Fig. 3.4. Raspunsul indicial h(t), raspunsul pondere g(t)

si raspunsul $(t) la intrare rampa unitard.

¢ Aplicatia 3.2. Sa se arate ca sistemul de ordinul doi cu ecuatia

V2 y+aiy=wiu, 0<&E<I, w >0,
are raspunsul indicial
—Lw t

h(t)=1- £~ sin(wyf +a),

J1-&2
cosa=¢ , wlzwn\/1—§2.

Solutie. Din modelul stationar

unde

y=u,
rezultd cd raspunsul indicial A(f) are valoarea finala egald cu valoarea finald a intrarii
treaptd unitard, adica 1. Raspunsul indicial este solutia ecuatiei diferentiale

J+2ew,y+0ly=mr, p(0)=0, y(0)=0.
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Ecuatia caracteristica are radacinile
ria ==, jo, .
Prin urmare, functia indiciala are forma
h()=1+Ce "' sin(ayt+C,) .
Deoarece sistemul are ordinul relativ doi, functia indiciald satisface doud conditii
initiale nule. Din conditia initiala fl(O) =0, obtinem

/ 2

= :tga R

o, &

deci C, =a, iar din conditia initiald

h(0)=0,
obtinem
-1 -1 -1

“sinC, sina N

1

Graficele raspunsurilor indiciale din fig. 3.5 au fost obtinute in Matlab, cu
programul:

cs=[0.2 0.5 0.7 12];

m=2; t=0:0.01:8;

for i=1:5
sis=tf(m*m,[1 2*cs(i)*m m*m]);
Y (:,1)=step(sis,t);

end

plot(t,Y); grid on;
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0.2 b
0 1 2 3 4 5 E 7 g ¢

Fig. 3.5. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi,

pentru diferite valori ale factorului de amortizare & .
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¢ Aplicatia 3.3. Consideram conexiunea cu reactie alaturata, in care:

(Sy) 5y+y=ke, k>0; 9 PR

" T 51
(Sz) V+V =y. -
w
Pentru u=1(r), s se afle y() si e(®) in S

cazurile:

a) k=0,6; b) k=08; c) k=4.

F

Solutie. Prin eliminarea variabilelor e si v, obtinem ecuatia conexiunii cu intrarea u §i
iesirea y :
S5p+6y+(kH)y=k(u+u).

Similar, prin eliminarea variabilelor y si v, obtinem ecuatia conexiunii cu intrarea u

si iesirea e:
Se+6e+(k+l)e=5u+6u+u.

Pentru u=1(¢), functiile y(¢) si e(t) sunt date de ecuatiile
Sw+6w+(k+w=1, w(0)=w(0)=0
y=k(Ww+w) ’

respectiv,
Sw+6w+(k+DHw=1, w(0)=w(0)=0
e=5w+6w+w '
Prin rezolvare se obtin urmatoarele rezultate:

a) pentru k=0,6:

w(t)=0,625-1,250e 0% +0,625¢ 708 |

¥(t)=0,375-0,450e 704 +0,075¢ 08 |
e(t)=0,625+0,750e 04— 0,375¢70:8
b) pentru k=08
Iw(t)=5-(3t+5)e 0%
9y(t)=4-(0,96t +4)e~ %% |
9e(t)=5+(2,4t +4)e 00

c) pentru k=4:
w(t)=0,2—e%%(0,2c0s0,8¢+0,15sin 0,8¢) ,

y(t)=0,8+¢%%(-0,8¢c0s0,8 +0,4sin 0,8¢) ,
e()=0,2+e7%%(0,8c0s0,8¢+0,9sin 0,8¢) .
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Graficele din fig. 3.6 cu cele trei rdspunsuri y(¢f) ale conexiunii cu reactie au fost
obtinute in Matlab, cu programul:

k=[0.6 0.8 4]; t=0:0.1:10;

sis2=tf(1,[1 1]);

for i=1:3
sis1=tf(k(i),[5 1]);
sis= sis1/(1+sis1*sis2);
Y (:,1)=step(sis,t);

end

plot(t,Y); grid on;

1
k=4
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B brm e e e b e 4

4 k=
k=03

I .
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Fig. 3.6. Raspunsul indicial y(t) al conexiunii cu reactie

pentru diferite valori ale parametrului k .

Observatie. Conexiunea cu reactie, cu intrarea u si iesirea e, are modelul
stationar

(k+De=u .
Rezulta ca pentru u=1(¢), eroarea e se va stabiliza la valoarea stationara

_ 1
st k41

Prin urmare, eroarea stationara este nenuld, dar cu atidt mai mica cu cat factorul de
proportionalitate £ al subsistemului de pe calea directd este mai mare.

¢ Aplicatia 3.4. Subsistemele conexiunii cu reactie din problema precedenta au
ecuatiile:
Sy y=e,
(Sy) Sv+6v=y.

Sa se afle: a) e(?) pentru u=1(¢); b) y(¢) pentru u=sint¢-1(z).
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Solutie. a) Sistemul cu intrarea u §i iesirea e are ecuatia
Se+6e+e=5u+6u.

Pentru u=1(¢), raspunsul e(z) este dat de ecuatiile modelului secundar

{swmmw:l ., w0) =1(0)=0

e=5w+6w

Prin rezolvare se obtine:
e(f)=1,25¢715-0,25".

Deoarece tlime(t)zO, sistemul reuseste in final sa elimine eroarea produsa prin
—®
modificarea treapta a intrarii u . Acest rezultat se datoreaza actiunii persistente, de tip
integral, a subsistemului Sq. In realitate, sistemul elimind eroarea stationara (finald)
pentru orice functie de intrare care se stabilizeazd la o valoare finita. Intr-adevar, din
ecuatia dinamica a sistemului, 5¢+6¢+e=>5u+6u, rezulta ca in regimul stationar final,
caracterizat prin u=u=0 si e=e=0, avem e =0.

b) Sistemul cu intrarea u si iesirea y are ecuatia
59+6y+y=5u+6u.
Raspunsul sistemului la intrarea wu=sinz-1(¢f) se obtine prin rezolvarea ecuatiei
diferentiale
5y+6y+y=>5cost+6sint, t>0,
in conditiile initiale y(¢)=)(0)=0. Ambele conditii initiale sunt nule deoarece functia
de intrare u(¢)=sinz¢-1(t) este continua in origine, iar numarul conditiilor initiale nule

este cel putin egal cu n—r+1, adicé cu 2. Rezulta

125 s 1oy 3 14
y(t)—104e gC +2651nt 13cost.

Componenta sinusoidala a raspunsului are amplitudinea

3 14, _ |61
Go' 137 =%

Graficele din fig. 3.7 cu cele doud raspunsuri ale conexiunii cu reactie au fost
obtinute in Matlab, cu programul:

t=0:0.1:50;

sis1=tf(1,[1 0]); sis2=tf(1,[5 6]);
sis3=1/(1+sis1*sis2); e=step(sis3,t);
sis4= sis1/(1+sis1*sis2);

u=sin(t);

y=Isim(sis4,u,t);

plot(t,e,t,y); grid on;
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Fig. 3.7. Raspunsul e(t) la intrarea u=1(t) si raspunsul y(t) la intrarea u =sint-1(¢).

¢ Aplicatia 3.5. Stiind ca raspunsul indicial al unui sistem liniar este

h(t)=2-e™",
sa se afle raspunsul sistemului pentru:
ta te [071) 1, TE[O,l)
a) u(t)=e21(t); b) u@®)= ;o) u(t)= .
1, te[l,o) 0, 7re[l,»)

Solutie. a) Calculam raspunsul pondere
gO=h(D)+h(0)5,(=e"+5,(1),
apoi raspunsul la intrarea data

y(t) = I; g(t —u(r)dr = L; [e7 1+ Sy(t-1)]e %7 dr = I(; e ldr+e 2 =e .

b) Se observd ca u()=u,(1)—u(t—1), unde wu(t)=t-1(z) este functia rampa
unitard. Raspunsul s(¢) la intrare rampa unitara este
5(0) = [ he)de =2 ~1+e.
Din principiul superpozitiei rezulta:
s(f) , te[0,1) {2t—1+e_’ , tef0,1)

y@)=s(t)—s(t-1)= { = .
s()=s(t=1), te[l,o) [2—(e-1)e™’, te[l, )

c) Deoarece u(t)=1(¢)—1(t —1), din principiul superpozitiei rezulta
h(t) , t€[0,1) {Z—e" , tef0,1)

y(f)zh(f)—h(f—l)Z{ = :
h(@)—h(t-1), te[l, ©) (e—])e_t , te[l, o)
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¢ Aplicatia 3.6. Se considera sistemul discret cu modelul

) —ayt-1)=2u(t), teZ.
Sa se calculeze:
a) functia indiciala;
b) functia pondere;

. Tt
c¢) raspunsul la intrarea u(¢)=sin % 1°(1).

Solutie. a) Metoda modelului secundar clasic. Scriem modelul sub forma secundara

echivalenta
w(t) —aw(t —1) = u(?)
{y(r>=2w> '
Pentru u(¢)=1°(¢) , raspunsul w(z) pentru >0 este solutia ecuatiei cu diferente
w(t)—aw(t—1)=1,

corespunzatoare conditiei initiale w(0)=1.
In cazul a#1, solutia particulard are forma

1
e — >
wp(t) —a 121

iar solutia ecuatiei omogene
w(t)—aw(t—-1)=0

are forma w,, . (f) = Cia’ . Rezulta

1
w(t)=—~-+Cja’, t>1,
l-a

. e : —-a :
iar din conditia initiala w(0)=1, obtinem C; =1— ; prin urmare,

l_at+1

w(t) = , 120,

l—a
2 l—a’“
y(t)=2w(t):%, £>0.

In cazul a=1, avem w,(t)=t §i W,,,
w(0)=1, obtinem:
w(t)=t+1, >0,
deci
V(O)=2w(t)=2(t+1), 0.

La acelasi rezultat se ajunge scriind solutia in cazul a#1 sub forma

()=C, deci w(t)=t+C,, t>1.

Din
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y@)=2(+a+a?*+---+a')
si inlocuind apoipe a cu 1.

Metoda modelului secundar (51). Scriem modelul sub forma secundara

echivalenta
w(t) —awm(t —1) =u(t 1)
{y(z>=2w(r+1> '
Pentru u(¢)=1°(¢), raspunsul w(¢) pentru ¢ >0 este solutia ecuatiei cu diferente
w(t)—aw(t-1)=1,
corespunzatoare conditiei initiale w(0)=0.

In cazul a#1, avem wp(t):% si w=Ca'. Rezulta
w(t)— +Ca t>1,

iar din conditia initiala w(0)=0, obtinem:

, 120;

W(t) _ 11—_61

prin urmare,

2(1 al+1)

o) =2mt+ )= >0,

In cazul a=1, avem wp(t)zt S Wopo(0)=Cy, dect w(r)=t+C;, t21. Din

w(0)=0, obtinem:

w(t)=t, =0,
deci
yEO)=2wt+1)=2(+1), >0.
Metoda inductiei. In ecuatia sistemului se inlocuieste ¢ succesiv cu valorile 0, 1, 2
etc. Avem:

yO0)=ay(-D)+2=2,
y)=ay(0)+2=2(a+1),
y2)=ay()+2=2a%+a+1),
care sugereazd faptul ci y(f)=2(a’ +a’'+---+a+1) pentru orice ¢ natural. In

conformitate cu principiul inductiei, consideram relatia adevdratd pentru ¢ si aratdm ca
rimane adevirata si pentru ¢+1, adicd y(t+1) = 2(a’*! +a’ +---+a+1). Intr-adevir,
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yt+)=ayt)+2=2a@ +a '+ +a+1)+2=2a" +a +---+a+1).

b) Metoda directa. Pentru u=06°(t), avem »p(0)=2. Pentru ¢>1, ecuatia
sistemului are forma omogend y(f)—ay(t—1)=0 si solutia y(#)=C,a’. Din conditia
initiald »(0)=2 se obtine C;=2. Prin urmare, functia pondere a sistemului are
expresia

y(t)y=2a", t>0.

Metoda inductiei. Avem:

YO)y=ay(-D)+2u(0)=2, y1)=ay(0)+2u(l) =2a,
¥(2) = ay() +2u2) = 2a%, y(3) = ay(2)+2u) =243,
deci y(t)=2a’, t>0.

Metoda indirecta. Cu relatia g(¢)=h(t)—h(t —1), obtinem

_20-a"h 20-a) _,

>
l-a 1-a £20.

g()

. Tt . . .
¢) Pentru u(¢) =sm?'10 (t), ecuatia sistemului devine

()= ay(t —1) = 25in%t, £>0.
Solutia particulara a ecuatiei este de forma
. Tt 114
yp(t)—AstJchosF , t>1.

Ea verifica ecuatia data pentru

= ﬂ B = ;461
Q2-V3a)?+a? Q-Bay+a?
Solutia generala este de forma
y(t)=Ca’ +Asin%l+Bcos%Z , t>1,
iar din conditia initiald y(0)=0 rezulta:
y(f)=ASin%t—B(at —cos%t) , >0,

Componenta sinusoidala a raspunsului sistemului are amplitudinea

4=A2+B = 4 .
\/(2—\/341)2 +a?

Graficele din fig. 3.8, reprezentand raspunsurile sistemului pentru a=0,8, au fost

obtinute in Matlab, cu programul:
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t=0:1:18;

sisd=tf([2 0],[1 -0.8],1);
h=step(sisd,t);

g=impulse(sisd,t);
y1=lIsim(sisd,sin(pi*t/6),t); hold on;
plot(t,h,".-"); plot(t,g,".-"); plot(t,y1,".-");

grid on;
10
T e
B

3 £
L e e T e

2 """" g""'! """"""" [ B
"0 : ¢
-2 _______________q: ____________________

-4 |

=

Fig. 3.8. Raspunsul indicial h(t), raspunsul pondere g(t) si raspunsul y,(t)

la intrarea u(t) = sin %t 19(t) pentru sistemul cu ecuatia y(t)—0,8y(t—1)=u(t).

¢ Aplicatia 3.7. Pentru sistemul discret cu modelul
y)—ay(t-1)=bu(t-1)+bu(t-2), teZ,
sa se calculeze: a) functia indiciala; b) functia pondere.

Solutie. (a) Scriem modelul sub forma secundara (51):

w(t)—aw(t—1)=u(t—1)
{ W(O)=bw(t)+byw(t—1) '

Pentru u(¢)=1°(¢), raspunsul w(¢) satisface ecuatia cu diferente
w(t)—aw(t—1)=1
pentru ¢>1 si w(0)=0.
In cazul a#1, avem w(f)= IL +Cja’, t>1. Din conditia initiala w(0)=0,
—-a

rezulta



106 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

1_ t
mo=" 4 >0
Prin urmare
_ gt -
HO=b =100+, 10,
1-a —a
si de aici
»(0)=0,

In cazul a=1, avem w(¢)=¢+C,, t>1, iar din conditia initiald w(0)=0 obtinem
w(t)=t, t>0. Rezultd y(t)=byt-1°(t)+b,(t—1)-1°(z—1), deci
»(©0)=0, y@)=(b+by)t=b,, t=1.
b) Pentru u=6°(t), din ecuatia sistemului rezultd y(0)=0 si y(1)=b,. Pentru
t>2, utilizand relatia g(¢)=Ah(¢)—h(t —1), obtinem
—al 1-g!! 1—q!! l1—a'2

g(t)zbl ! +b2 _bl _b2 =(b1a+b2)at_2 .
l-a l-a l-a l-a

¢ Aplicatia 3.8. Fie sistemul discret
10y(t)—ay(t =)+ y(t—-2)=4u(t-1), teZ.
Sa se calculeze raspunsul indicial si raspunsul pondere in cazurile: a) a=7; b) a=2.

Solutie. a) Metoda modelului secundar (51). Modelul secundar are chiar forma
modelului primar, adica

10y(6)—Ty(-1)+y(t—-2)=4u-1).
Pentru u=1°(¢), rezulta imediat y(0)=0 si y(1)=2/5. In plus, pentru #>1, avem
10y(®)=Ty(t-D+y(t-2)=4.
Aceasta ecuatie cu diferente are solutia generala
y()=1+C;-05" +C,-0,2", t>2.
Din conditiile initiale y(0)=0 si y(1)=2/5, rezulta raspunsul indicial
4 1

30,57 +3:021, r20.

h(t)=1- 3

Raspunsul pondere este

g(z)=h(t)—h(z—1)=§(o,5t—o,2f), 120 .



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E 107

Metoda modelului secundar (52). Scriem modelul sub forma secundara echivalenta
10w(t)—Tw(t 1)+ w(t —-2)=u(t—2)
{y(t)=4w(t+1) '
Pentru u=1°(¢), rezulta imediat w(0)=w(1)=0. In plus, pentru > 2, avem

10w(t)—Tw(t—-1)+w(—-2)=1.

Rezulta
w(z)%Jrc1 05 +C,02!, 122,
apoi
w(t)=%—%-0,5t+%'0,2’, 0.
Raspunsul indicial are expresia
h(t)=4w(t+1)=1—%-0,5’+%-O,2’, 0.

b) Utilizdm modelul primar
10y(t)-2y(t-1)+ y(t=2)=4u(t-1).
Pentru u=1°(¢), rezulta imediat y(0)=0 si y(1)=2/5. In plus, pentru #>1, avem
10y()-2y(t-1)+ y(t—2)=4.
Ecuatia caracteristica 1022 =2z +1=0 are radacinile

Z12 =1_—3J=p(cos atjsina),

unde p=1/+10, cosa=1/+10, sina=3/+/10 . Prin urmare, ecuatia cu diferente are

solutia generala
Wt = g +1072(C, cosat + Cysinat), t22.
Din conditiile initiale y(0)=0 si y(1)=2/5, rezulta raspunsul indicial
h(z):% (1-10"2 cosat), 120.
Raspunsul pondere se obtine astfel
g(t):h(t)—h(t—l):%-l 0sinat, 1>0.

Graficele din fig. 3.9, reprezentand raspunsurile sistemului pentru cazurile a=7 si
a =2 au fost obtinute in Matlab, cu programul:
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t=0:1:8;

a=7; sisd=tf([0 4 0],[10 -a 1],1);
h1=step(sisd,t); gl=impulse(sisd,t);

a=2; sisd=tf([0 4 0],[10 -a 1],1);
h2=step(sisd,t); g2=impulse(sisd,t); hold on;
plot(t,hl,".-"); plot(t,gl,".-");

plot(t,h2,".-"); plot(t,g2,".-"); grid on;

1.2 :
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Fig. 3.9. Functia indiciald h si functia pondere g ale sistemului cu ecuatia

10y()—ay(t—-1D)+y(t-2)=4u(t-1).

¢ Aplicatia 3.9. Sa se determine raspunsul indicial al sistemului discret
Ve —(a+b)y,_ +aby, ,=(1-a)1-bu,_,, keZ,
pentru a=1, b#l.
Solutie. Scriem modelul sub forma secundara echivalenta (52):
{Wk ~(a+byw,_ +abw,_,=(1-a)1-byu,_,
Vie ™k
Pentru u;, =1°(k), rezultd imediat w,=0 si w;=0. In plus, pentru k=2, avem
w, —(a+b)w,_+abw,_,=(-a)(1-b).
Cazul a#b. Ecuatia cu diferente are solutia generala
w,=1+Ca* +C,bpF, k22,

iar din conditiile initiale w, =0 si w, =0, obtinem
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Din y, =w, ,, rezulta

1 1=b k2 1-a k2 S
V=1 PR b—ab , k>2.

Cazul a=»b. Ecuatia cu diferente
wy, —2awy_ +a’w,_,=(-a)?, a=#l,

are solutia generala
w,=1+(Chk+Ca*, k=2.

iar din conditiile initiale w, =0 si w; =0, obtinem

wy =l+[(a-Dk-ala*?, k>0.

Din y, = rezulta

W2
y():y1:0 >

yi =1-[(1-a)k+3a—2]a*3, k>2.

¢ Aplicatia 3.10. Fie conexiunea serie atagatd, formatd din subsistemele discrete:

(Sp) v, -02v,_=0]lu +0,7u, |, o v

B N s, -

(S2) y,+05y, =2lv, ,.
Sa se afle raspunsul indicial si raspunsul pondere ale conexiunii serie.

Solutie. Metoda 1. Scriem modelul subsistemului Sy sub forma

Wi =0.2wp =uy
v, =0,1wg,; +0,7w,

Pentru u; =1°(k), avem w, =0 si

Wk_O,ZWk_lzl, k>1.

Rezulta
wWe=2+C-025, k=1,
_5 k
wk—z(1—0,2), k>0,
apoi

v, =1-09-02%, £>0.
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Pentru calculul raspunsului indicial y; , scriem modelul subsistemului S, sub forma
{Wk +0,5Wk_1 =V f—1
Vi =21y .
Pentru v, =1-0,9-0,2%, k>0, raspunsul wy satisface w, =0 si
w, +0,5w,_,=1-09-02F"1, k>1.

Rezulta
0,28 +C-(-05)F, k=1,

028+ 13 C05F, k>0,
21
iar din y, =2,lw,_,, obtinem raspunsul indicial al conexiunii
ho=0,

h,=14-27-0251+13.(-05"" | k>1.

Din relatia g, =h, —h,_,, obtinem rdspunsul pondere al conexiunii

g() = g] = 0 ’
g,=108-02F1439(-0,5 ", k>2.

Metoda 2. Prin eliminarea variabilelor v, , v, _, si v, _, intre ecuatiile celor doud
subsisteme (care se poate realiza inlocuind pe v, si v, _, in prima ecuatie cu expresiile

corespunzatoare obtinute din a doua ecuatie), obtinem ecuatia conexiunii serie sub
forma primara

Ve +0.3y, =01y, ,=021u, ,+147u, 5.
Formam modelul secundar sub forma (52):
w +03w,_ —=0,1w;_», =0,21u;_,
{yk =W +TWi .
Pentru u;, =1°(k), raspunsul w; satisface w,=0, w;=0 si
wi +03w,_ —=0,lw,_, =021, k=>2.

Rezulta
_7 k k
wk—4—O+Cl-O,2 +C,-(-0.5)", k=2,

_ T 300k 1. ek >
T 0,2 +5 (-0,5)", k>0,
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iar din y, =w, +7w,_,, obtinem
Yo= 0,
¥, =14-27-02F1+13-(-05)F, k=>1.

In fig. 3.10 sunt reprezentate grafic raspunsul indicial 4(z) si raspunsul pondere g(¢)

ale sistemului.

—r—

L
5 9 10

Lo
S

_DEiii\/
1]

1 2 3 4

Fig. 3.10. Functia indicialad h si functia pondere g ale conexiunii serie.

Graficele au fost obtinute in Matlab, cu programul
t=0:1:10;
sis1=tf([0.1 0.7],[1 -0.2],1);
sis2=tf([0 0 2.1],[1 0.5 0],1);
sis=sis1*sis2;
h=step(sis,t); g=impulse(sis,t);
plot(t,h,".-',t,g,".-"); grid on;

sau cu programul
t=0:1:10;
h=1.4-2.7*%(0.2)."(t-1)+1.3*(-0.5).”(t-1); h(1)=0;
2=10.8%(0.2).7(t-1)+3.9*%(-0.5)./(t-1); g(1)=0; g(2)=0;
plot(t,h,".-"t,g,".-");
grid on;

¢ Aplicatia 3.11. Consideram conexiunea cu reactie alaturata, in care:

(S1) ¢ —¢_=Ke, ij el 5 = s, b
(S2) Vi =08y, =¢ - h

Sa se afle raspunsul indicial al sistemului pentru K =0,01.
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Solutie. Prin eliminarea variabilei ¢ intre ecuatiile
G =K@ =), 308y =6,

obtinem modelul conexiunii:

Vi~ 18— K)yk_1 + 0,8yk_2 =Ku,_,.
In cazul K=0,01, scriem modelul sub forma secundara (52):

wi—1, 79wy _1+0,8w,_2=0,01u;_»

{yk =Wkt '
Pentru u; =1°(k), raspunsul w;, satisface w,=0, w; =0 si

w, —L79w,_,+0.8w, _,=001, k>2

Rezulta
w,=1+C-a*+C, bk, k22,

unde a = 0,927 si b = 0,863 sunt radacinile ecuatiei caracteristice

z22-1,792+0,8 =0.

Din conditiile initiale obtinem

C1=%z—2,14, C2=%z1,14,
deci

wi~1=-2,14a"+1,14b% | k>0.
Asadar,

Vi =wen~1-1,98a%+0,98b%, k>0.

Graficele din fig. 3.11, cu raspunsurile indiciale ale sistemului pentru trei valori
diferite ale parametrului K, au fost obtinute n Matlab cu programul:

t=0:1:60;

K=[0.01 0.03 0.1];

sisd2=tf([0 1],[1 -0.8],1);

for i=1:3;
sisd1=tf([K(i) O,[1 -1],1);
sisd3=sisd1 *sisd2;
sisd=feedback(sisd3,1,-1);
Y (:,1)=step(sisd,t);

end

plot(t,Y, '.-");

grid on;
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sau cu programul

t=0:1:60;

K=[0.01 0.03 0.1];

for i=1:3;
sisd=tf([0 K(i) 0],[1 K(i)-1.8 0.8],1);
Y (:,1)=step(sisd,t);

end

plot(t,Y, '.-");

grid on;
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Fig. 3.11. Functiile indiciale ale sistemului inchis

pentru K=0,01; K=0,03; K=0,1.

¢ Aplicatia 3.12. Sa se afle parametrul real m astfel incat sistemul
6y+my+2y=2u+u
sa fie echivalent intrare-iesire cu un sistem de ordinul unu.
Solutie. Sistemul are functia de transfer

2s+1

Gs)=———.
65 +ms+2

. i A < o1x -1 . . e .
Aceasta se simplificd atunci cand radacina s, =5 2 polinomului de la numarator este si

radacind a polinomului de la numitor. Punand aceasta conditie, rezultd m=7 si

2s+l
2s+D(3s+2) 3s+2°

G(s)

In consecinta, sistemul dat este minimal pentru m=7. Dacda m=7, atunci sistemul este
echivalent intrare-iesire cu sistemul minimal de ordinul unu 3y +2y=u.
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¢ Aplicatia 3.13. Sa se arate ca sistemele
Si: 6y+5y+y=2u+u
Sy 3¥+4y+y=u+u
sunt echivalente intrare-iegire si neminimale.

Solutie. Sistemele au functiile de transfer

25 +1
Gi($)=—7—,
! 652 +5s+1
respectiv
s+1
Gy(s)=——.
352 1454

Cele doua sisteme sunt echivalente intrare-iesire deoarece

(2s +1)(3s2 +4s+1) = (s +1)(6s2 + 55 +1)

sentru orice s complex. De asemenea, avem

o 2s+l
Q2s+DGBs+1) 3s+1°

Gy (s)

s+1 1
(s+DBs+1) 3s+1

G, (s)=

Ambele sisteme sunt echivalente intrare-iesire cu sistemul minimal de ordinul unu
3y+y=u.

¢ Aplicatia 3.14. Sa se arate ca pentru m=-2 si m=-0,5, sistemul liniar
continuu de ordinul doi de tip I-S-E
X, ==X, +mx, —u
Xy ==2X =X, +2u
y=xn—%

este echivalent intrare-iesire cu un sistem de ordinul unu.

Solutie. Pentru m=-2, din y=x,-x, i y=x-x,=x—x,—3u, rezultd —y+y=3u.
Prin urmare, sistemul dat este echivalent intrare-iesire cu sistemul de tip I-E

—y+y=3u,

{)'clle—?)u
y=X .

respectiv cu sistemul de tip [-S-E
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Pentru m=-0,5, avem
Yy=x-X%
y=x-x,=x+0,5x,-3u,
y=x,+0,5x, =3u=-2x,—x,-3u,
de unde rezulta

V+2y=-3u—>6u.

Sistemul obtinut are functia de transfer
—3s-6_-3

G(s) = -3
() s2+2s S

Prin urmare, sistemul dat este echivalent intrare-iesire cu sistemul pur integral de tip I-E

.).}:_3143

X, =u
y=-3x '
¢ Aplicatia 3.15. Sa se afle parametrul m astfel incat sistemul discret

@) +(m+D)y(t-D)+y(t-2)=u)+u(t-1)

respectiv cu sistemul de tip [-S-E

sa fie echivalent intrare-iesire cu un sistem de ordinul unu.

Solutie. Sistemul are functia de transfer

1+ _ z(z+1)
2 24(m+)z+l

G(z)=

- 1+(m+1)z7 + 2~

Rédacina z=-1 a numaratorului este si radacind a numitorului pentru m=1. In acest
caz

—_— Z —_—
O T

iar sistemul dat este echivalent I-E cu sistemul de ordinul unu

YO+ y(t=D=u(@) .

¢ Aplicatia 3.16. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul discret
Ay(t)+y(—1)+my(t—2)=2u(t)+u(t—1)
nu este minimal ?

Solutie. Sistemul are functia de transfer
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L z(2z+))

24z~
6)= 2_422+z+m'

A+z v mzm

Aceasta se simplificd atunci cind una dintre radacinile z =0 i z,=-1/2 ale

polinomului de la numarator este si rddacind a polinomului de la numitor. Rezulta
imediat ca sistemul nu este minimal pentru m=0 si m=—1/2.

Pentru m=0, avem

1

(Z)ZZZ+1=2+Z_
4Z+1 4+Zil,

iar pentru m=-1/2, avem

2zQ2z+1) _ 2z _ 2
8z2+2z—1 4z-1 41"

G(z)=

In primul caz, sistemul dat este echivalent I-E cu sistemul de ordinul unu

4y(t)+y(t—1)=2u(t)+u(t-1),

iar in al doilea caz, cu sistemul de ordinul unu

4y(t)—y(t-1)=2u(?) .

¢ Aplicatia 3.17. Sa se afle discretizatul cu perioada 7 a sistemului continuu de
avans-intarziere
Ty+y=K(rju+u),

unde K este factorul de proportionalitate, 7,- constanta de timp de intarziere, iar

7, - constanta de timp de avans.

Solutie. Metoda 1. Sistemul continuu are functia de transfer
K(z;s+1)
Gls)= Tis+1
Deoarece functia G(s)/s are polii s;=0 si s, =—1/7}, calculam functia de transfer a

sistemului discret, astfel:

- G(s) G(s)
GO =(1=z"1
@)=d-2 )[ﬁi(z) s(l—elszh " Szr_eiTl s(l—eTSz‘l):|
7, /T, -1

k(- -]
=K(1-z )[1_2_1 +1_e_T/TlZ_1],
adica

b0+blZ_1

G'(2)= -,

1+a12_
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unde

— b0=K;—1, blzK(l—;—l—e‘T/Tl).
1 1

In consecinta, discretizatul are modelul intrare-iesire
Vit @Y =boty + by

Metoda 2. Pe baza proprietitilor exprimate prin relatiile (66) si (69), discretizatul
are functia de transfer de forma

-1
GOs)="""1 | g =—T/h,

unde b, si b; sunt constante reale ce pot fi determinate cu relatiile
Gow)=G(0), GO)=G0),

echivalente respectiv cu

b= KL b°+b1:K
L R

Rezulta

T T
bo=K—L , by=K(1--L—eT/Ty,
0 T 1 =K( T )

Prin urmare, discretizatul are modelul intrare-iesire
Vi T @Yy = Doty + by -

Observatie. Prin inlocuirea marimilor y, y, u si u din ecuatia sistemului
continuu respectiv cu

(yk_ykfl)/T’ Yi-1» (uk_ukfl)/T’ U 15

obtinem discretizatul aproximativ, tot sub forma y, +a,y,_,=b,u, +bu, _,, unde

T B T—Tl
T b=K T

a==-1, b=K

T
I

¢ Aplicatia 3.18. Sa se discretizeze sistemul de ordinul unu cu timp mort
Ty +yt)=Ku(t-7),
pentru 7=m7T, meN,unde T este perioada de discretizare.

Solutie. Pentru 7 =0, In conformitate cu aplicatia precedenta (cazul 7;=0), discreti-

zatul are ecuatia
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-T/T,
_ - 1
yk+a1yk71—K(l+a1)uk71, a,=—¢€ .

Incazul z=mT, me N, discretizatul are ecuatia
Yetayi, =K1+ al)uk_m_l .

¢ Aplicatia 3.19. Consideram un sistem liniar continuu C-monotonic cu functia
indiciala A(¢). Sa se arate ca

a) y(¢)=0 pentru orice intrare de tip original u(¥)>0;

b) y(f) < h(f)u(t) pentru orice intrare crescdtoare de tip original u(¢).

Solutie. a) Sistemul C-monotonic are functia pondere g(¢)=0 pentru orice t>0. In

conformitate cu relatia de convolutie
yO= [, gtz 120,
deoarece g(t—7)>0 si u(r)=0, rezultd y(r)=0.
b) Pentru £>0, avem
W0 = [ gt-ou@dr <[ g-ouodr =u)| gt—o)dz
0 ~Jo 0

= u(o)| é 2(0)dr = u(t)h(r) .

¢ Aplicatia 3.20. Sa se arate ca sistemul continuu cu ecuatia
Ly+y=ru+u, T1,>0,
este C-monotonic dacd si numai daca 0<7; <7].
Solutie. Se calculeaza functia pondere g(¢) cu ajutorul ecuatiilor

Tovtw=1, w0)=0
h22'1W+W

g = h(0:)S,(t) + h(®)

Rezulta:
wit)=1-e N |

h(r)=1+(%—1)e"”l :
1

B L N
g(t)—T150(t)+71(1 Tl)e .
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In mod clar, functia pondere g(¢) este nenegativa (sistemul este C-monotonic) daca si
numai dacd 7,20 si 7} >7y.

In fig. 3.12 sunt reprezentate grafic functiile indiciale ale sistemului cu constanta de

timp de intarziere 7,=10, pentru diferite valori ale constantei de timp de avans z,.

Sistemul are functia indiciald crescatoare (sistemul este C-monotonic) pentru
0<7,<10. Graficele au fost obtinute in MATLAB cu programul

tau=[-5 0 5 10 15];
t=0:0.1:45;
for i=1:5
sis=tf([tau(i) 1],[10 1]);
step(sis,t), hold on; grid on;

end
R : : :
1 L s S S ]
5 | : . .
0 0. : : :
| 57 | e |
] i
05 H H H H
0 10 20 30 a0 a0

Fig. 3.12. Functiile indiciale ale sistemului cu ecuatia 10y +y=tu+u.

¢ Aplicatia 3.21. Consideram un sistem liniar discret C-monotonic cu functia
indiciald A(¢). Sa se arate ca

a) »(¢)=0 pentru orice intrare de tip original u(z)>0;

b) y(f) < h(f)u(t) pentru orice intrare crescdtoare de tip original u(¢).

Solutie. a) Sistemul C-monotonic are functia pondere g(¢#)=0 pentru orice ¢=0.

Rezulta

()= g(t—iu(i)=0

i=0

b) Pentru £>0, avem

YO =Y - <Y glt—iue) =u)Y gt~ 1) =u(Oh(r).

i=0 i=0 i=0
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¢ Aplicatia 3.22. Sa se arate ca sistemul discret cu ecuatia
Vi~ @Y =y by
este C-monotonic dacd si numai dacd @, >max {0, b} .

Solutie. Pentru intrare impuls unitar, u, 2518 ;avem g =1, g =a,-b si g, —ag, =0
pentru k>2, deci
g, =1,
g1=a,=b,
g =@ -b)af, k=2 .

Sistemul este C-monotonic dacad g, >0 pentru orice & intreg, adicd a,>b, si a,20.

In fig. 3.13 sunt reprezentate grafic functiile indiciale ale sistemului pentru
a;=08 si diferite valori ale parametrului b,. Pentru b, <08, functiile indiciale sunt

crescatoare, deci sistemul este C-monotonic.
Graficele au fost realizate in Matlab, cu programul:
t=0:1:14;
b1=[-0.2 0 0.4 0.8 1 1.2];
for i=1:6
sis=tf([ 1 -b1(i)],[1 -0.8],1);
h(:,i)=step(sis,t);

end
plot(t,h, '.-");
grid on;
E T T T T T T
o N SR S S oot A S
R P e R B S
] s S S SR SIS doeegens
: D04 :
R A Sttt LR TRRRREEE IARRREEE fomooes frmene
‘ ‘ 0.8: ‘
1 et
e 7
1 : : : ;
0 2 4 B g 10 12 14

Fig. 3.13. Functiile indiciale ale sistemului cu ecuatia y, —08y, | =u, —bu, .
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3.7. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C3.1. Sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului
Sy+y=2u.
¢ C3.2. Sa se calculeze raspunsul indicial i raspunsul pondere ale sistemului

Sy+y=—"2u+u.

¢ (C3.3. Sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului

6y+5y+y=2u.

¢ C3.4. Sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului
6y+5y+y=5Su+u.
¢ C3.5. Sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului
6y+5y+y=5u.
¢ C3.6. Sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului

6y+y=u.

¢ C3.7. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul
5y+6y+my=2u

are raspunsul indicial marginit ? Pentru m=2, sa se determine raspunsul indicial.

¢ C3.8. Sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului

5y+6y+2y=4u+2u.

¢ (C3.9. Sa se calculeze raspunsul sistemului

12y+2y=u
la intrarea
u=e7-1(r).

¢ C3.10. Sa se calculeze raspunsul sistemului

3y+y=10u
la intrarea
u=sint-1(t).
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¢ C3.11. Sa se calculeze raspunsul sistemului

12y+ y=2u

0, t#0
u= .
3, t=0

la intrarea

¢ C3.12. Fie conexiunea serie de mai jos, formata din subsistemele:

o N+v=3u, X,:59+y=2v.

__Ei__} E:l v 212 __;Zl_a

a) Pentru u=1(¢), s se afle v(¢) ;

b) Pentru u=1(¢), sa se afle y(¢).

¢ C3.13. Fie conexiunea cu reactie de mai jos, formata din subsistemele:

. i F=E-TV b
(Sp) 5y+y=e, —{_} q Iy ?
(E;z) V+V=y. ;:Tj

a) Sa se determine ecuatia sistemului cu intrarea u si iesirea y ;

b) Pentru u=1(¢), sa se afle y(¢);

c) Sa se determine ecuatia sistemului cu intrarea u si iesirea e;
d) Pentru u=1(¢), sa se afle e(¢) ;

I

—t/3

¢ C3.14. Stiind ca raspunsul indicial al unui sistem liniar este A(f)=e¢™', sa se

afle raspunsul sistemului pentru:
a) u(r)=06,(1);
b) u(t)=t-1(1);

1, te[0,3)
9 ul)= {o te[3,0)

¢ C3.15. Pentru ce valori ale parametrului real m , raspunsul indicial al sistemului

discret
2my(t)—(m+2)y(t-D+y(t—-2)=8u(t-1).

este marginit? Pentru m=5, sa se calculeze raspunsul indicial §i raspunsul pondere.



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E

123

¢ C3.16. Fie sistemul discret
4y(t)+ y(t—2)=8u(t-2).

Sa se calculeze raspunsul indicial si rdspunsul pondere.

¢ C3.17. Fie sistemul discret
y@O)+y(t-3)=6u(-1).
Sa se calculeze raspunsul indicial si raspunsul pondere.
¢ C3.18. Fie sistemul discret
2y()—y(—-1)=2u(t-5).

Sa se calculeze raspunsul indicial si raspunsul pondere.

¢ C3.19. Sa se arate ca sistemele de mai jos sunt echivalente intrare-iesire:

10y+7y+y=2u+u,
Sy+y=u,
¢ C3.20. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemele
X, =X, )
Si: 1. ~ . y=EX Xy Sot y+2y=u
Xy =—=2x; —mx, +u

sunt echivalente intrare-iesire ?

¢ C3.21. Sa se arate ca sistemele
X=X
Si: {1 x%,=x, . y=4x+2x,
x3=—6x1—11x2—6x3+u
X, =X
. 172 _
S,: { y=x

. b
X, = —3x1 - 4x2 +2u

sunt echivalente intrare-iesire.

¢ (C3.22. Sa se arate ca sistemele discrete
Si: y(O)—yE-1D)+025y(t—2)=2u(t-1)—u(t-2),
So: y(@&)+15y(t—-1)— p(t—2)=2u(t—1)+du(t-2),

sunt echivalente intrare-iesire.
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¢ C 3.23. Pentru ce valori ale parametrului real m, sistemul continuu
2y +my+6y+y=4u+2u.

nu este minimal ?

¢ C 3.24. Pentru ce valori ale parametrului real m, sistemul discret

6y(t)+my(t—1)+ y(t=2)=u(t)+u(t—1)
este minimal ?

¢ C3.25. Sa se afle discretizatul sistemului continuu de tip integral

Tiy+y=Ku.
¢ (C3.26. Sa se afle discretizatul sistemului continuu de ordinul doi
ITy+(M+T)y+y=u.
¢ (C3.27. Sa se arate ca sistemul cu ecuatia
Ty+y=tu+u, T,>0

este C-monotonic dacd si numai dacd 7,>0.

¢ (C3.28. Sa se arate ca sistemul cu ecuatia
) —ay(t—1)=u(t—1)—2u(t-2)

este C-monotonic daca gi numai daca a>2.



ELEMENTE DE ANALIZA
IN DOMENIUL TIMPULUI
A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-S-E

In acest capitol sunt prezentate principalele aspecte elementare privind
analiza de tip intrare-stare-iesire in domeniul timpului a sistemelor liniare
continue §i discrete. Analiza consta, in principal, in abordarea si rezolvarea
urmatoarelor probleme:

- determinarea modelului de tip I-S-E al unui sistem compus din
modelele de tip I-E si I-S-E ale subsistemelor componente;

- determinarea evolutiel In timp a starii i iesirii sistemului cand se
cunosc starea initiald (la momentul #=0) si intrarea pentru >0 ;

- aducerea sistemului de tip I-S-E la o formd canonica echivalentd
I-S-E convenabila;

- discretizarea sistemelor continue de tip I-S-E;

- reducerea sistemelor continue de tip I-S-E.

In cazul marimilor de intrare marginite si de tip original (nule pentru
t<0), starea initiala este si ea nula.

4.1. RASPUNSUL iN TIMP AL SISTEMELOR CONTINUE
Sistemul continuu liniar invariant

{ X(£)=AX(t)+ BU(¢) O

Y(6)=CX(£)+ DU(t)
are functia de tranzitie a starii

X0 =455 10, XUy ) =0 Xo + [, eI BU@MT,  (2)
’ 0
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care exprimd evolutia In timp a starii X(z) din starea initiald X (la
momentul #,) si sub actiunea intrarii U(¢), > ¢,. Exponentiala matriceala

D(t) =e’, (3)
definita prin relatia
D 242
el = I+‘11—!t+—A2€ +e 4)

este o functie matriceald patrata de tip nxn, numita matricea fundamentala
a sistemului sau matricea de tranzitie a starii sistemului.

In continuare, vom considera momentul initial 7,=0, caz in care

functia de tranzitie a stdrii are expresia:
X(t)=¢(t; Xo,U()) =€ X, + [ e BU(r)d7 . (5)
Componenta libera a starii
X,(n=e"X,, (6)

reprezintd raspunsul (evolutia) starii din starea initiald X, # 0, sub actiunea
intrarii nule U(7) =0, 7 €[0,?). Componenta fortata a starii

X ()=],e"? BU(r)dr. (7)

reprezintd raspunsul stdrii din starea initiald X, =0, sub actiunea intrdrii
nenule U(7).
Functia de iesire Y(¢) are componenta libera

Y(6)=CX/(t)=Cei X, ®)
si componenta fortata
Y,()=CX,(0)+DU@)= Cj;eA("’) BU(r)dt+DU(t). 9)

In conformitate cu (5), pentru intrarea constanta U(t)=U,, t=0 si
starea inifiala X, starea si iesirea sistemului evolueaza in timp in confor-

mitate cu expresiile
X=X, +¥U,, (10)
Y)=CX(t)+DU,, (11)
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unde

t t? 3
¥ (t)=[,e'"Bdr =B+ ABo+ APBoy+ (12)

Functia matriceald ¥ (¢) este de tipul nxm. In cazul in care matricea A
este nesingularad, adica are determinantul nenul, functia ¥(r) este datd de
relatia :

Y(t)=(et"—=1)A"'B=[D(t)-1]4"'B. (13)

Pentru orice functie de intrare U(¢) de tip original si finitd la

momentul #=0,, starea initiald este nula, adica X, =0. Astfel, pentru

+
intrarea tip treapta
U@ =U,-11),

starea si iesirea sistemului pentru ¢ > 0 sunt date de relatiile
XO=¥Y@®U,, Y)=CX(t)+DU,. (14)
Observatii. 1°. In cazul sistemelor liniare continue de tip I-S-E,
calculul raspunsului starii X(¢#) si al raspunsului iesirii Y(¢) necesita
determinarea matricei fundamentale @(f) =e4!. In paragraful urmator sunt
prezentate doud metode de calcul analitic al acesteia.

2° In cazul in care matricea A este nesingulara si raspunsul X(¢) al
starii la intrarea treaptd U(f)=U,-1(f) este convergent marginit, din

ecuatiile (1) rezulta valorile finale de stabilizare

limX(#)=-4"'BU, , (15)
t—>0
limY(#)=(-CA"'B+D)U,, (16)
{—00
precum si valorile initiale
X(@0+)=0, Y(0.)=DU,. (17)

In cazul D=0, avem

Y(0)=0, Y'(0.)=CBU,. (18)
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3° In raport cu functia matriceala
G(t)=Ce B+ Do(1), (19)

unde J,(¢) este functia impuls Dirac, raspunsul fortat (9) al sistemului poate

fi exprimat prin relatia de convolutie
Y (t)=], G-0)U(v)dr . (20)

Functia matriceald G(f), cu dimensiunea pxm ( p- numarul variabilelor
de iesire, m- numarul variabilelor de intrare) se numeste functie pondere.
Toate cele mp elemente ale functier matriceale G(r) sunt functiile pondere
scalare ale canalelor monovariabile intrare-iesire. In cazul unui sistem
monovariabil (SISO), formula de convolutie (11) capata forma cunoscuta

v (6)=][, gt-n)u(r)dr, 1)

in care functia pondere g(f) este raspunsul sistemului la intrarea impuls
Dirac u = 6,(t).

B [n Matlab, sistemul de tip intrare-stare-iesire ("state space") se construieste cu

ajutorul functiei ss, avand ca argumente de intrare matricelor 4, B, C, D:

e 3s2=ss(A,B,C,D).

Dacd D este matricea zero, argumentul D poate fi inlocuit cu scalarul 0. Sistemul s3
construit cu s3=ss(D) este de ordinul zero (fara dinamicd), cu modelul dinamic Y=DU.

Un sistem s1 de tipul I-E poate fi transformat intr-un sistem s2 de tipul I-S-E cu
ajutorul functiei ss:

o s2=ss(sl);
Invers, un sistem s2 de tipul I-S-E poate fi transformat intr-un sistem s1 de tipul I-E cu
ajutorul functiei ¢f:
o sl=tf(s2);
Din sistemul 52 se pot extrage parametrii matriceali 4, B, C, D , cu ajutorul functiei

ssdata
e [AB,C,D]=ssdata(s2) ;

sau prin referire directd la proprietatile obiectului sistem:
e A=s2.a; B=s2.b; C=s2.c; D=s2.d;
Ultima cale permite modificarea proprietatilor modelului 52, in varianta

e s2.a=A; s2.b=B; s2.c=C; s2.d=D;
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sau in varianta
e s2.a(ij)=al; s2.b(i,j)=bl; s2.c(i,j)=cl; s2.d(i,j)=d]1;

Pentru calculul si reprezentarea grafica respectiv a raspunsului liber (dintr-o stare
initiala datd), a raspunsului indicial, a raspunsului pondere si a raspunsului mixt (la
intrare tip scard si dintr-o stare initiald datd), se utilizeaza functiile:

Y,t,X] = initial (s2,X0,t) ;
Y,t,X]= step (s2,t) ;
Y,t,X]= impulse (s2,t) ;
Y,t,X]=Isim (s2,U,t,X0) .

[
[
[
[

Daca functiile sunt apelate cu argumente de iesire, atunci se efectueaza numai

evaluarea acestor argumente, fard reprezentarea grafica a raspunsului. In cazul contrar,
se efectueaza numai reprezentarea grafica a raspunsului Y ().

La primele trei functii se poate omite argumentul de intrare ¢, caz in care vectorul ¢
este generat de functia MATLAB respectivd. De asemenea, la functia /sim se poate
omite argumentul de intrare X0, caz in care starea initiala este considerata zero.

La sistemele cu o singura intrare, argumentul de intrare U al functiei Isim trebuie
dat sub forma unui vector cu acelasi numar de elemente ca vectorul ¢, iar argumentele de
iesire Y si X au un numair de randuri egal cu numarul elementelor vectorului ¢ si un
numar de coloane egal cu numarul variabilelor de iesire, respectiv de stare.

4.2. CALCULUL MATRICEI FUNDAMENTALE

Calculul analitic al matricii fundamentale e?’se poate efectua in
domeniul timpului prin metoda Sylvester sau prin metoda diagonalizarii.

Metoda Sylvester. Matricea fundamentala poate fi exprimata in raport
cu primele n—1 puteri ale matricei 4, dupa relatia

et = () I+ (A +++a, (A, (22)

unde ¢,(f) sunt functii analitice scalare. Aceastd proprietate rezulta imediat
din relatia de definitie (4) a matricei dundamentale, tindnd seama de faptul
ca puterile superioare A7, A™', 4™2, .... pot fi exprimate in raport cu
puterile anterioare. Aceasta ultima proprietate este o consecinta imediatd a
teoremei Cayley-Hamilton, conform careia are loc egalitatea

A'+a, (A" +-+aqA+ay1=0, (23)
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unde a; sunt coeficientii polinomului caracteristic al matricel A4:
P(s)=det(sl-A)=s"+a, s" ' +--+as+a,. (24)

Metoda Sylvester de calcul al functiilor scalare «,(f) se bazeazd pe

faptul cd relatia (22) raméne adevaratd prin inlocuirea matricei patrate
unitare I cu 1 si a matricei 4 cu oricare dintre valorile proprii s, ale

matricei 4 (egale cu radacinile polinomului caracteristic al matricei 4),
adica
f(s)=0, i=1,2,...,n, (25)

unde, pentru orice ¢ fixat,
() =e"—ay(t)—ey()s— -+ —a, ()s". (26)
Relatiile Sylvester (25) au forma explicita
adptoys;+ - +a, stt=eSit, i=1,2,...,n.
In cazul sistemelor cu valori proprii distincte, aceste relatii formeaza un

sistem de n ecuatii liniare independente, avand ca solutie functiile ¢;(¢) din

expresia (22) a matricei fundamentale e4!. De remarcat faptul cd functiile
af), deci si matricea fundamentald e4/, depind de ¢ numai prin

intermediul functiilor exponentiale e*’; mai exact,
el =Ee + Exe + .-+ E e, (27)

unde E; sunt matrice patrate constante.

Daca valoarea proprie s, are ordinul de multiplicitate &, adica
s, =s,=---=85,, atunci primele k relatii Sylvester sunt identice (de forma
f(s;,)=0) si trebuie inlocuite cu relatiile

fUNs)=0, j=0,1,..k-1. (28)

In acest caz, in locul functiilor exponentiale el’, es2, ..., e’ din expresia
analiticd (27) a matricei fundamentale vor apdrea respectiv functiile

est, e’ ... th-lesit

Metoda diagonalizdrii. In cazul in care matricea A are valorile proprii
S, S5, ..., S, distincte, ea poate fi diagonalizata astfel:
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A=V AV, (29)
unde V =[v, v, --- V,] este matricea patratd a vectorilor proprii (definiti
prin relatia AV, = Sivi)’ iar

A=diag (s, 5,,...,5,) (30)

> n

este matricea diagonald a valorilor proprii (matricea modala). Din (29),
prin inductie, rezultd usor ca

Af =V A* V-1, keN , (31)
cu
AF =diag (sf.s%, ..., s5), (32)

iar din (4) obtinem urmatoarea formula de calcul al matricei fundamentale:

edt=pedy-1, (33)
unde
el =diag (e%, e, ..., e""). (34)
Daca s, =s,, atunci vectorii proprii V, si V, se obtin cu relatiile
(s I-A4Awv, =0, (s 1-4Vv,+v, =0, (35)

iar matricele 4, A* si e/’ se obtin respectiv din (30), (32) si (34) inlocuind
celulele patrate corespunzatoare valorilor proprii s, si s, astfel:

|:S1 O jl |:S1 1 il
<~ M
O SH O N
sko0 | | sk kst
<~ 9
0 sk 0 sf
« est.
0 e 0 1

Observatii. 1°. Daca valorile proprii s, s,,..., s, ale matricei 4 sunt
distincte si au partea reald negativa, atunci toate exponentialele scalare e’
sunt marginite pentru ¢>0, iar din (27) sau din (33) - (34) rezulta ca
matricea fundamentala @(r) =e4’ este marginitd. Aceasta proprictate se
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mentine si in cazul valorilor proprii multiple. In consecintd, din (10), (11)

st (13) rezultd cd daca toate radacinile s,,s,,...,s, ale ecuatiei
caracteristice

det(s[-A4)=0
au partea reala negativa, atunci functiile de stare X(¢) si de iesire Y(¢)
sunt marginite oricare ar fi starea initiala X, s1 intrarea constantd U(¢) =U,
(teorema de marginire a functiilor de stare si de iesire ale unui sistem

liniar continuu).

2°. Pentru calculul numeric al exponentialei matriceale e4’ se
utilizeaza frecvent aproximatia Padé de ordinul 2n

e~ D71 (At)- N(At), (36)
unde
At A*t? A"
N(At):1+alﬁ+a27+---+an P (37)
At A2t2 Antn
D(At):I—a1ﬁ+a27—---+(—l)”an n' , (38)
cu
n(n-1)---(n—k+) _n—k

%= 2n2n1) - @nkl) M T ok % (39)

Coeficientii g, au fost determinati astfel incat dezvoltarile in jurul originii
ale functiilor N(x) si D(x)-e* sd coincida pana la ordinul maxim posibil
(2n 1inclusiv), unde

xn

N(x)=1+a11£!+---+anm,

D(x):1+b1ﬁ+m+bn);—';.

4.3. RASPUNSUL IN TIMP AL SISTEMELOR DISCRETE
Sistemul discret, liniar si invariant
Xt+1)=AX(@)+BU(t
t+1 O+BU() (40)
Yt)=CX@)*+DU(t)

are matricea fundamentala (de tranzitie a starii)
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D(t)= A (41)
si functia de tranzitie a starii
XO)=¢(t; Xy, U())=A'Xy+(A'BU,+ A 2BU,+ --- +BU, ) (42)

unde U, =U(i) si teN.

Functia de tranzitie a starii are componenta libera

X,@)=A4X, (43)

si componenta fortata
X ()=A"'"BUy+ A?BU,+ -~ + BU, |, (44)

iar functia de iesire are componenta libera

Y(t)=CAX, (45)

si componenta fortata

Y,(0)=CX ()+DU(®)

=C(A"'BU,+A*BU,+ --- +BU, )+ DU,. (46)

Pentru intrarea constanta U(t)=U,, t=0 si starea initiala X, starea

si iesirea sistemului evolueaza in timp n conformitate cu expresiile
X =o)X, +¥U,, (47)
Y)=CX(t)+DU,, (48)
unde
Pt)=(A"+A4"2+---+ A+ ])B
=(I- 4)(1- A)~'B. (49)
Pentru intrarea tip treapta
U0 =U,-1°0),
starea si iesirea sistemului pentru >0 sunt date de relatiile
XO=¥0U,, Y®)=CX@®)+DU,. (50)

Observatii. 1°. In cazul in care matricea 4 este nesingulara si
raspunsul X(¢) al starii la intrarea treaptd U(t)=U,-1°(f) este convergent
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marginit, din ecuatiile (40) rezulta ca starea X si iesirea Y se stabilizeaza
la valorile

limX@)=(1-4)"'BU,, (51)
t—>0
limY(#)=[C(I- A)~'B+DU,, (52)
t—>0
si au valorile initiale
X@0)=0, Y0)=DU,. (53)

2°. Definind matricea pondere prin relatiile
G0)y=D, G@=CA"'B, t=1,2,--- (54)
componenta fortata a iesirii poate fi scrisa astfel:

Y(6)=GOUy+ Gt =1, + -+ GOW, = ¥, Gt ~HU D) (55)
i=0

3°. In cazul sistemelor liniare discrete, calculul rdspunsului la intrarea
constantd U, 1 starea inifiald X,, respectiv la intrarea treapta

U()=U,-1°(¢), necesita determinarea matricei fundamentale @(r)=A’.
Calculul analitic In domeniul timpului al acestei exponentiale matriceale se
poate face prin metoda Sylvester si metoda diagonalizarii.

Metoda Sylvester. Exponentiala matricealda A4’ se exprima cu ajutorul
primelor n—1 puteri ale lui 4, astfel:

A'= O 1+ f(O)A+ -+, A", (56)

unde S.(f) sunt functii analitice care pot fi determinate cu relafiile lui

Sylvester:
f(z)=0, i=1,2, ...,n, (57)

unde z, sunt valorile proprii ale matricei 4 i

@) =z'=py() = f(t)z— -+ = B,_()z""L. (58)

In cazul valorilor proprii distincte, relatiile Sylvester (57), cu forma
explicita
ﬂ0+ﬂlzl+"'+ n_IZ;l_1:Z£, i=1,2,...,7’l,
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formeaza un sistem de n ecuatii liniare independente avand ca solutii
functiile B(¢) din expresia (56) a matricei fundamentale A’. De remarcat

faptul c@ functiile f.(f), deci s1 matricea fundamentald A’, depind de ¢

numai prin intermediul functiilor exponentiale z!; mai exact,

A'=Ez{ + E)zb +---+ E 2! (59)

n~n?

unde E; sunt matrice patrate constante.
Daca z, este o valoare proprie cu ordinul de multiplicitate &, atunci

fU(z)=0, j=0,1,...,k—1. (60)
In acest caz, in locul functiilor exponentiale z{,z),...,z, din expresia

analitica (59) a matricei fundamentale vor aparea respectiv functiile

zi, tzl, ..., tFlzl

Metoda diagonalizarii. Exponentiala matriceala A’ se calculeaza cu
relatia

A=V AV, (61)

unde V' este matricea vectorilor proprii ai matricei 4, iar 4 matricea

diagonald (modald) a valorilor proprii. Daca valorile proprii z, z,, ...,z

n

ale matricei 4 sunt distincte, atunci
At =diag(z], 5....,2). (62)

4°. Daca valorile proprii z,z,, ..., z, ale matricei 4 sunt distincte si
au modulul subunitar, atunci toate exponentialele scalare z! sunt marginite

pentru >0, iar din (59) sau din (61)-(62) rezulta ca matricea fundamentala
A" este marginitd. Aceastd proprietate se mentine si in cazul valorilor
proprii multiple. Din (47), (48) si (49) rezultd ca daca toate radicinile
Z,Z,, ..., Z, ale ecuatiel caracteristice

det(zI-A4)=0
au modulul subunitar, atunci functiile de stare X(¢) si de iesire Y(¢) sunt
marginite oricare ar f1 starea initialda X, si intrarea constantd U(t)=U,

(teorema de marginire a functiilor de stare §i de iesire ale unui sistem
liniar discret).
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B In Matlab, sistemul de tip intrare-stare-iesire ("state space") al unui sistem
discret se construieste tot cu ajutorul functiei ss, pe baza matricelor 4, B, C, D si a
perioadei de esantionare 7, astfel:

e s2=ss(A,B,C,D,T).

Sistemul construit prin comanda s3=ss(D) este de ordinul zero (fard dinamicd), cu
modelul Yk:DUk .

Pentru calculul si reprezentarea grafica a raspunsului liber, raspunsului indicial,
raspunsului pondere (la impuls unitar) si raspunsului mixt (la o intrare oarecare data,
dintr-o stare initiald arbitrard) ale unui sistem discret se utilizeaza aceleasi functii ca la
sistemele continue (initial, step, impulse, Isim). La vectorul timp 7=70:dt:t1, pasul dt
trebuie sa coincida cu perioada de esantionare (“sampling time”) 7, adica dt=s2.ts.

4.4. SISTEME ECHIVALENTE I-S-E

Doui sisteme X si = de tip I-S-E se numesc echivalente I-S-E
(asemenea, izomorfe, S-echivalente) dacd unul se obtine din celalalt printr-
o transformare nesingulard a componentelor starii, de tipul

X=5X, (63)

unde S este o matrice patratd nesingulard de tipul nxn. Sistemele T si =
au evident acelasi ordin si acelasi numar de intrari, de stari si de iesiri. Ele

se mai numesc sisteme S-echivalente.
Teorema de echivalentd I-S-E. Sistemele liniare X(A,B,C,D) si

2(A4,B,C,D) sunt echivalente I-S-E daca §i numai daca exista o matrice

patrata nesingulara S astfel incat
A=S"'4S, B=S-'B, C=CS, D=D. (64)

Demonstratia necesitatii. Conform ipotezei, sistemele liniare continue
Y si T sunt S-echivalente, deci sistemul T se obtine din sistemul

Y: X=AX+BU, Y=CX+DU
prin inlocuirea lui X cu SX . Efectudnd inlocuirea, obtinem

SX=ASX+BU, Y=CSX+DU,
deci
X=8S"4SX+S'BU, Y=CSX+DU,

de unde rezulta relatiile (64).
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Demonstratia suficientei. Prin ipoteza, au loc relatiile (64). Pe baza
acestora, din ecuatiile sistemului X,

>: X=AX+BU, Y=CX+DU,
rezulta
X=S""4SX+S'BU, Y=CSX+DU,
deci
SX=ASX+BU , Y=CSX+DU.

Inlocuind pe SX cu X , obtinem
X=4X+BU, Y=CX+DU,

adicd ecuatiile sistemuluiX. Astfel, conform definitiei, sistemele T si X
sunt echivalente I-S-E. Demonstratia este similard in cazul sistemelor
discrete.

Observatii. 1°. Unui sistem de tip I-S-E i se pot asocia o infinitate de
sisteme echivalente I-S-E, prin alegerea diferitd a matricei de transformare
S'. In consecinta, forma I-S-E a modelului unui sistem fizic dat sau a unui
sistem de tip I-E nu este unica.

2°. Din definitia sistemelor S-echivalente rezultd ca oricare ar fi
intrarea comuna U(f) pentru >0 si stirile initiale X, si X, astfel incat
X,=SX,, functiile de iesire Y(¢) si Y(f) ale sistemelor S-echivalente X si
Y sunt egale.

Pentru orice intrare comund de tip original, avem X,=X,=0, deci
X,=SX,. Prin urmare, doud sisteme echivalente I-S-E au acelasi raspuns
Y(¢) pentru orice intrare comuna U(¢) de tip original, deci sunt echivalente
I-E. Reciproca acestei proprietati nu este adevdratd, doud sisteme
echivalente I-E de dimensiuni diferite nefiind echivalente I-S-E.

3°. Doua sisteme liniare S-echivalente au acelasi polinom caracteristic,
deci acelasi spectru o (reprezentat de multimea valorilor proprii ale
matricei A4), adica

o@)=0(2). (65)

Intr-adevar,
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P(s)=det(sI- A)=det(S~'sIS—S7'4S)=det[S (s I- 4)S]
=detS~!-det(sI- A)-det S =det(sI- 4)=P(s).

4°. In cadrul procedurilor de analizd si proiectare, prin alegerea
convenabila a matricei de transformare S, sistemul X poate fi transformat
intr-un sistem echivalent ¥ la care unii dintre parametrii matriceali A, B,
C si D sa aiba forme convenabile. De exemplu, daci S este matricea
vectorilor proprii ai matricei A4, atunci sistemul echivalent (nedegenerat)
capatd asa numita formd modala (sau spectrald), caracterizatd printr-o
matrice A de tip diagonal (sau bloc diagonal), in care toate valorile proprii
apar pe diagonald. Daca valorile proprii sunt distincte, fiecare ecuatie de
stare a sistemului echivalent poate fi integrata separat, deoarece contine o
singura variabild de stare.

B In Matlab, pentru obtinerea prin transformarea X,=7X a sistemului
ZI(AI,BI,CI,DI) echivalent I-S-E cu 2(4,B,C,D), se utilizeazi functia ss2ss:
o sisl =ss2ss(sis,T)
Pentru aducerea sistemului 2 la o anumitd formd canonica Zl(Al,Bl,Cl,Dl), se
utilizeaza functia
e [sisl, T]=canon(sis,type)
in care type poate fi mod (forma modala) sau com (forma companion). In forma
companion, matricea A are ultima coloand formatd din coeficientii polinomului
caracteristic al matricei 4. Argumentul 7 (de intrare al functiei ss2ss si, respectiv, de

iesire al functiei canon) este asa numita matrice de transformare, egala cu inversa
matricei S, adica T=S"".

4.5. DISCRETIZAREA SISTEMELOR CONTINUE TIP I-S-E

Sistemul discret X°(4° B°,C° D°) reprezinta discretizatul I-S-E cu
perioada 7 al sistemului continuu X(A4,B,C,D) daca pentru orice stari
initiale egale si orice intrari 7-echivalente de ordinul zero, stérile si iesirile
celor doua sisteme sunt 7-echivalente. Discretizatul I-S-E se mai numeste
echivalentul discret I-S-E.
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Tindnd seama de expresia functiei de tranzitie a stdrii sistemului
continuu X pentru functia de intrare U(¢) de tip 7-scard, alegaind momentul

initial ¢, =T $1 momentul curent ¢, ., =(k+1)T", avem:
X () = e40en=0 X (1) + | et BU(2)d
= eAT X(t,)+ (] et dT ) BUG,)
=edT X(1,) + ( o e dx)BU(tk) .

Prin urmare, discretizatul X° cu perioada 7 al sistemului continuu X, cu

ecuatia
5 {X(HT) =A°X(1)+BU(¢)
0.

Y(t)=C°X(¢)+D°U(t)
are parametrii matriceali
A0 =eAT BO:(jOTeAfdf)B, C'=C, D'=D. (66)
Atunci cand matricea 4 este inversabila, parametrul B° are expresia:
B°=(4"-1)A"'B. (67)

Observatii. 1°. Dacd matricea 4 are valorile proprii s,,s,,...,S5,,

n
atunci matricea A°=e“” are valorile proprii %7 ,e%27, ... eS!. Prin urmare,
daca sistemul continuu are spectrul o={s,,s,,--,s,}, atunci discretizatul

n
> va avea spectrul ¢° = {e%7 &7, .., &%l }.

2°. Prin inlocuirea derivatei X (¢) cu (X w—X)/T,alul X(t) cu X,
alui U(f) cu U, sialui Y(r) cu Y,, sistemul continuu X se transforma in

sistemul discret X~ avand

A=1+AT, B=BT, C=C, D=D. (68)

De remarcat faptul ca sistemul X constituie un aproximant al
discretizatului propriu-zis 2°. Acest lucru reiese si din faptul ca T se
obtine din X° prin inlocuirea exponentialei matriceale ¢4’ cu I+ AT, adica
cu primii doi termeni din dezvoltarea exponentialei in serie de puteri.
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B [n MATLAB, discretizatul I-S-E al unui sistem continuu de tip I-S-E, se obtine
cu functia

e sisd=c2d(sis,T),

unde T reprezinta perioada de discretizare.

4.6. CONEXIUNI SERIE, PARALEL SI CU REACTIE
Doua sisteme continue sau discrete X, (4,,8,,C,,D,) si 2,(4,,B,,C,,D,)

sunt conectate:

a) in serie (fig. 4.1), atunci cand iesirea primului sistem constituie
intrarea celui de-al doilea sistem;

b) in paralel (fig. 4.2), atunci cand cele doud sisteme au intrarea
comuna, iar iesirile se insumeaza (algebric);

c) in bucla inchisa sau cu reactie (fig. 4.3), atunci cand iesirea
primului sistem este intrarea celui de-al doilea sistem, iar iesirea celui de-al
doilea sistem se insumeaza algebric la intrarea primului sistem.

SLZAN I 4 T,

Fig. 4.1. Conexiune serie.

Fig.4.2. Conexiune paralel.

- ¥
OBV Ly

VT
%)

Fig. 4.3. Conexiune cu reactie.
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Sistemul rezultant 2(4,B,C,D), cu vectorul de stare

= b
X,
are urmatorii parametri matriceali:

a) conexiune serie:
A:{ 40 } Bz{ B } , C=[D,C, C,], D=D,D,; (69)
B,Cy 4, B,)D,

b) conexiune paralel:

A:{Al 0}, B{Bl}, C=[C, C,], D=D+D,; (70)

0 4, B,
C) conexiune cu reactie negativa si D, =0:
4o {Ar B\D,C, _B1C2:|

B
B=|'|, c=[c, 0], b=0. (71)
B,C, 4, 0

In toate cazurile, sistemul rezultant are dimensiunea n,+n,, unde n,
este dimensiunea lui X, iar n, este dimensiunea lui 2, .

La conexiunile serie si paralel are loc relatia
det(A1—-A4)=det(A1-4;)-det(11-4,), (72)

care exprima faptul ca polinomul caracteristic al conexiunii este egal cu
produsul polinoamelor caracteristice ale sistemelor componente. Prin

urmare, spectrul conexiunii (multimea valorilor proprii) este reuniunea
disjunctd a spectrelor sistemelor componente (formatd din n +n,

elemente), adica
o(A)=0(4)Vo(4,). (73)

4.7. REDUCEREA SISTEMELOR DE TIP I-S-E

Problema reducerii ordinului sistemelor se pune in special la sistemele

de mari dimensiuni, unde apar dificultati ca urmare a complexitatii

eqe, w0

exagerate la modificarea punctului de functionare sau a unor parametri ai
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procesului sau dispozitivului de comandd). Reducerea unui sistem liniar
continuu de tip I-S-E se poate realiza prin anularea dinamicii modurilor
rapide, adica a modurilor asociate valorilor proprii cu partea reala negativa

mica (situate cat mai departe de axa imaginard, in stinga acesteia). Astfel,
presupunand ca sistemul 2(4,B,C,D) are dimensiunea n si valorile

proprii ordonate astfel

Rel 2Rel,2--->2Re4i,,

prin neglijarea dinamicii ultimelor n—¢ moduri, In sensul retinerii numai a
aportului static al acestora, se obtine un sistem redus de ordinul ¢, cu
valorile proprii 4,,4,, ..., 4,. Determinarea ordinului g se face astfel incat

partea reald a lui 2 ,, sa fie negativa si mult mai mare in modul (de cel
putin 5 ori) decat partea reald a lui 4, .

In cazul in care valorile proprii ale matricei 4 sunt distincte, alegand
ca baza a spatiului starilor matricea vectorilor proprii ai lui 4, obtinem

sistemul echivalent (A4, B,C, D), in care matricea patrata 4 este de tip
diagonal, adica
A=diag (A, 2y..., 2, ).

>"n

Ecuatiile sistemului Y pot fi scrise sub forma modala

in care
Ay =diag(2, 2, ..., 4), Ay =diag (A, Agizs -5 4,) -

Reducerea sistemului se realizeaza prin inlocuirea celei de-a doua ecuatii
de stare cu ecuatia algebrica

A5, X, +B,U=0.

Sistemul redus are atunci ecuatiile



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-S-E 143

X,=A4, X, +BU

o (74)
Metoda reducerii in domeniul spatiului starilor prezinta avantajul tratarii
unitare a sistemelor monovariabile si multivariabile.

4.8. METODA PLANULUI FAZELOR

Metoda planului fazelor este o metoda grafica de analiza a sistemelor
continue, liniare sau neliniare, de ordinul unu sau doi.

Doud variabile x; si x, se numesc variabile de faza atunci cand una
este derivata celeilalte, adicd x,-=x, (x, este viteza de variatie a lui x,).
Sistemele de ordinul doi ale caror stari x; si x, sunt variabile de faza au

ecuatia de stare sub forma generala

{xl e (75)

').CZ = fé(xlax29u)
Sistemele de ordinul doi cu modelul intrare-iesire
y=f0y.u), (76)

pot fi aduse la forma intrare-fazd-iesire alegand ca variabile de faza iesirea
y st derivata acesteia y, adicd x;=y, x,=y.

Sub actiunea unei intrari u date, starea sistemului evolueaza in planul
starilor (fazelor), dintr-o stare initiald data, pe o traiectorie de stare numita
traiectorie de faza (fig. 4.4). Faza curentd (x,,x,) este reprezentatd pe
traiectoria de faza printr-un punct numit punct caracteristic. Caracteristica
principala a metodei planului fazelor este datd de sensul de deplasare a

punctului caracteristic pe traiectoria de faza. Astfel, in semiplanul superior
(x,>0), punctul caracteristic se deplaseazd pe traiectoria de fazd de la

stanga la dreapta, iar in semiplanul inferior (x,<0) - de la dreapta spre
stanga. Intr-adevar, daca faza curentd (x,,x,) este situatd in semiplanul
superior, atunci din relatia x, >0, echivalentd cu x, >0, rezulta ca x,(¢) este

strict crescdtoare 1n timp, deci punctul caracteristic se va deplasa pe
traiectoria de faza spre dreapta. In mod similar, daca x, <0, atunci punctul
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caracteristic se deplaseazd pe traiectoria de faza spre stdnga. In cazul
traiectoriel de faza din fig. 4.4, punctul caracteristic evolueaza, indiferent
de pozitia sa initiala, spre punctul C de intersectie a traiectoriei cu axa
abciselor.

Fig. 4.4. Exemplu de traiectorie de faza.

Pentru o intrare u constantd sau, mai general, dependenta de fazele x, si
X, , prin orice punct al planului fazelor pentru care functia

So (x5 0, u(x;, X,))

este definitd trece o singurd traiectorie de fazd. Multimea tuturor
traiectoriilor de faza din planul fazelor constituie portretul fazelor.
In cazul traiectoriei de fazd descrise de ecuatia

X :f(xl) ’ (77)

timpul de evolutie a starii sistemului din punctul A(x,,,x,,) In punctul
B(x,5,x,5) este dat de urmatoarea relatie
X1B dxl

1 f(x)
dx,

care se obtine imediat din (77) prin inlocuirea lui x, cu v

Ty =| (78)

Ecuatia traiectoriilor de faza ale sistemelor de ordinul doi, cu intrarea
u dependenta de variabilele de faza x, si x,, este datd de solutia ecuatiei

diferentiale de ordinul unu

dx,

x - —_
> dx,

=[x, %, u(x;, X)) - (79)
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Aceastd ecuatie diferentiala se obtine din ecuatiile de stare (75) ale

sistemului considerand ca faza x, depinde de ¢ prin intermediul fazei x,,
adica x, =x,(x,(¢)) . Avem

dx, dx, dx,
= — = —=".X R

dx, dt dx, ?

X

iar din a doua ecuatie de stare (75) se obtine imediat (79). In mod similar,
ecuatia diferentiala a traiectoriilor de faza poate fi obtinutd din ecuatia
intrare-iesire (76) tinand seama ca

dy _dx, _dxy(x(1) _ dx,

_—= = = * XA .

dt  dt dt dx,

Punctele (x,,x,) din planul fazelor caracterizate prin x,=x,=0 se

y=

numesc puncte singulare (fixe sau de echilibru). Din ecuatiile de stare (75)
rezultd cad punctele singulare satisfac relatiile

=0,  f,(x,0,u(x,,0))=0, (80)

deci sunt situate pe axa abciselor. Punctele singulare situate pe traiectoria
de faza sunt puncte stationare (de regim stationar). De remarcat faptul ca
nu orice punct de intersectie a traiectoriei de faza cu axa abciselor este
punct singular sau punct stationar. Daca o traiectorie de faza intersecteaza
axa abciselor dupa un unghi diferit de +90°, atunci punctul de intersectie
este punct singular stationar. In acest caz, derivata dx, / dx; in punctul de
intersectie a traiectoriei de faza cu axa abciselor este finita, produsul

dx,

traiectoriilor de faza (79) rezulta f,(x,,0,u(x,,0))=0; prin urmare, punctul

=0 este zero (deoarece x,=0), iar din ecuatia diferentiald a

de intersectie este punct singular stationar.

Unui sistem liniar de ordinul doi £(4,B,C,D) cu o singura intrare i se
poate asocia un sistem echivalent I-S-E cu variabile de faza T (cu ecuatia
de stare X, =x,) daca si numai daci matricea pitrati (de controlabilitate)

S=[B AB] (81)

este nesingulara. In acest caz, alegdnd matricea de transformare a starii
(81) si utilizand transformarea X =SX, sistemul X se transforma in
sistemul cu variabile de faza X .
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Sa consideram acum sistemul continuu liniar de ordinul doi, de tip
proportional, cu modelul intrare-iesire

y+2oy+oly=0lu, o,>0, (82)

unde o, este pulsatia naturald, iar & - factorul de amortizare. Alegand
x,=y, x,=) ¢l considerdnd intrarea u constantd pentru >0 (egala cu
u, ), obtinem ecuatiile de faza

(83)

X, =—w3(x,—u,)—2¢w, x,

Sistemul (83) are punctul singular (u,,0) st ecuatia diferentiald a
traiectoriilor de faza:

dx, _

X, ax, —wl(x,—u,)-2¢lw x, . (84)

In cazul particular £=0, prin integrarea ecuatiei (84) obtinem ecuatia
algebricd a traiectoriilor de faza, sub forma

@2 (x,—uy)? +x3=a?, a>0. (85)

Traiectoriile de faza sunt elipse cu centrul in punctul singular P(x,,0), de
tip turbion - fig. 4.5.

%]

15

1

0.5

a

0.5

-1

15 H H H H i
0.4 0 04 1 1.5 2 248

Fig. 4.5. Portretul fazelor sistemului liniar de ordinul doi
cu amortizare nula si uy =1.
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In consecinta, sistemul este de tip oscilant intretinut (cu amplitudinea de
oscilatie constantd). In conformitate cu relatia (78), in cazul in care faza
initiala este situata in origine, perioada de oscilatie este

r=2 12“0 5.2 (86)
’ \/”0 (x1 y)>  @n

In cazul |&|>1, sistemul de ecuatii diferentiale (83) admite solutia

generald

x(H)=uy+C e"+C, e
, (87)
x,(1)=C;s,e+C,s, e

unde s, s1 s, sunt valorile proprii reale ale sistemului, adica

S ,=(=¢xNE -1 w,, 5>, . (88)

Cazurilor particulare C,=0 si1, respectiv, C,=0, le corespund traiectoriile

de faza degenerate
Di: x,=s8,0¢, -1y, Do x,=5,0¢-u. (89)

Dreptele separatoare Dy si D, impart planul fazelor in patru domenii
distincte (fig. 4.6). Orice traiectorie de fazd apartine in Intregime unui
singur domeniu (determinat de pozitia fazei initiale).

x|

0.2
0.15

0.1
0.05F

-0.04

-0.1

-015
1]

Fig. 4.6. Dreptele de separatie si traiectoriile de faza ale sistemului liniar
de ordinul doi cu |£]>1.
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In cazul ¢>1 (fig. 4.6, a), punctul singular P(y,,0) este punct
stationar de tip nod stabil, (deoarece traiectoriile de faza converg catre
acesta din toate directiile), iar in cazul &<-1 (fig. 4.6, b), punctul singular
este nod instabil (deoarece traiectoriile de faza sunt divergente).

In cazul 0<¢<1 (fig. 4.7, a), punctul singular P(x,,0) este punct
stationar de tip focar stabil (deoarece traiectoriile de fazd converg in
spirald, din toate directiile, catre acesta), iar in cazul —1<¢&<0 (fig. 4.7, b),
punctul singular este focar instabil (deoarece traiectoriile de faza sunt
divergente).

3
015

0.1

.05

-00%5

-0.1

Fig. 4.7. Traiectoriile de faza ale sistemului liniar de ordinul doi cu |£|<1.

Traiectoriile de fazd din figurile 4.5, 4.6 si 4.7 au fost obtinute in
MATLAB, cu functia plfaz de mai jos:

function[]=plfaz(cs,m,t1,X0,u0)

%  Reprezentarea grafica pe intervalul [0, t1] a traiectoriilor de fazi ale sistemelor
%  liniare de ordinul doi cu factorul de amortizare cs si pulsatia naturald m, pentru
%  starea initiala X0 si intrarea constanta u0.

A=[0 1;-m*m -2*cs*m];

B=[0;m*m]; C=[1 0], D=0;

sis=ss(A,B,C,D);

t1=0:1:t1; u=uO*ones(length(tl),1);

[Y,t,X]=Isim(sis,u,t1,X0); hold on;

if (cs>=1 | cs<=-1)
s1=(-cs-sqrt(cs*cs-1))*m;
s2=(-cs+sqrt(cs*cs-1))*m,;
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plot(X(:,1),s1*(X(:,1)-1),'r"); % Dreapta de separatie
plot(X(:,1),s2*(X(:,1)-1),'r"); % Dreapta de separatie
end
plot(X(:,1),X(:,2),'b"); % Traiectoria de faza
xlabel('x1"); ylabel('x2');
grid on;

Spre exemplificare, graficele din fig. 4.6-a si 4.7.b au fost obtinute cu
comenzile

plfaz(1.15,0.1,100,[0;0],1);

plfaz(1.15,0.1,100,[1.2;0.15],1);
respectiv

plfaz(-.15,0.1,118,[0;0],1);

plfaz(-.15,0.1,118,[2;0],1)

In fig. 4.8 este reprezentat portretul fazelor sistemului dublu integral

X=X
S (90)
X,=u
avand comanda u dependenta neliniar de stare, dupa relatia
0,5 , x<0
u= 0 , x€[02]. 91)
_O, 5 Py Xl > 2
%]
x:z = CE
x=xf -y ’ x=Ca-13
vap , C
NAdREARS
- o1 2/ at? | xn
F E

Fig. 4.8. Traiectoriile de faza ale sistemului dublu integral
cu comanda tripozitionala dependenta de stare.
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Punctele de pe axa abciselor din intervalul [0, 2] sunt puncte singulare.
Prin rezolvarea ecuatiei diferentiale de stare

dx, _

X u
Tdx,

se obtine ecuatia traiectoriilor de faza, sub forma

x5 +C x,<0

X,= C, , xe[0,2]. (92)

+C-x, , x,>2

Traiectoriile de faza au o forma ciclica, alcatuita din curbe parabolice
si drepte. In cazul traiectoriei de faza care trece prin punctul A(a,0) cu
a>0, portiunile (FAB), (BC), (CDE) si (EF) au respectiv ecuatiile

x,=x3—a, x,=va,
x,=a+2-x%, x,=—a,
iar punctele de pe traiectorie au coordonatele
B(0,~a), C(2,~a), D(a+2.,0),
EQ2,—a), F(0,a).

In conformitate cu (78), avem

0:2\/5,

dx
_ 1
TAB—J =2\x, +a
X, +a

J~2 dxl

BC

Deoarece, din considerente de simetrie, avem 7Tap=Tcp=Tpr=1Fa $i
Tgc=Tgr, rezulta ca ciclul (ABCDEFA) are perioada

T =47, + 2 =42+ 1a.
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4.9. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 4.1. Pentru sistemul liniar continuu de ordinul doi

MR HEH R N

1
sd se afle evolutia in timp a starii i a iesirii pentru starea initiala X OZL} si intrarea
u(®)=1,1>0.

Solutie. Avem

S I RN

Vom rezolva problema printr-o metoda directd (nematriceala), apoi prin douda metode
matriceale: metoda Sylvester si metoda diagonalizarii.

Metoda directa. Din ecuatiile de stare x, =x,+u $i x,=-2x-3x,, prin eliminarea

1
variabilei x,, obtinem ecuatia

jél +3x1 +2x1 :Z/'l +3U .
Pentru ¢ > 0, ecuatia devine ¥ +3% +2x; =3 si are solutia generala

5(=3+Ce+Cpe

Constantele C, si C, se obtin din conditiile initiale
x,(0)=1, x;(0)=x,(0)+u(0)=2.
Rezulta
3 -

3 _
xl(t)=§+e Z—Ee ,

X, (=% ) —u(t)=-1-e"+3e7,
apoi

yl(z)le(t)—x2(t)=%+2e—’—%e—zf,

¥,(t)=x,y(t)=—1-e"+3e7%.

La sistemele de ordin superior, metoda directd devine extrem de greoaie.

Metoda Sylvester. Avem

-1
sI—Az{S }, det(sI-A)=s(s+3)+2=(s+1)(s+2),
2 s+3
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deci matricea A are valorile proprii s,=-1, 5,=-2. Formdm
F($)=e" ~ag(t)=a (0)s.
iardin f(s)=0 si f(s,)=0 rezultd
el—ay+a;=0, e —ay+2a,=0,

apoi

2t

—-e Cll:e_t

t -2t

a0=2e_ —C

Deci

a 2el—e2 el
D(t)=e =q,(t) I+, () A= = .
2a, oy 3ay | | 2e+2ed e ly2e X

Mai departe, avem:

1| —4e+e7243

P(@)=(-1)4"'B== ,
P )

3t D2

~del+e X +3}
—3e7!+4e ’

1
, XO)=¥Ou,==
:| f() () 0 2|:4€_t—2€_2t—2

X=X, =[

(x4 X 1l 2e7"-3e7%+3
)= + = — ,
D=1+ Xy 2| _2et16e72-2

1| 4e*=9e72+5
Y(6)=CX(t)=— .
2| —2e"+6e72 -2

Metoda diagonalizarii. Matricea A are vectorii proprii

Rezulta:

- 2et_e2 et
D(t)=edl =yedty-1 =

Det42e7 —eF42e7%
Graficele raspunsului liber al starii X,, raspunsului fortat al starii X I si

raspunsului total al starii X, + X ;au fost obtinut in Matlab cu urmatorul program (fig.

4.9):
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sis=ss([0 1;-2 -3],[1;0],[1 -1;0 1],0);
X0=[1,1]; t=0:0.1:6;

[Y 1,t,XI]=initial(sis,XO0);
[Y2,t,Xf]=step(sis,t);

plot(t,X1,t,Xf, t,XI+Xf);

grid on;

Graficele raspunsului liber al iesirii Y,, raspunsului fortat al iegirii Y i si
raspunsului total al iesirii (¥, +7Y 1) au fost obtinute cu programul (fig. 4.10):
sis=ss([0 1;-2 -3],[1;0],[1 -1;0 1],0);
X0=[1,1]; t=0:0.1:6;

[YLt,X1]=initial(sis,X0);
[Y1,t,Xf]=step(sis,t);

plot(t,XLt, YT, t, YI+Yf); grid on;

b

7o 1 2 3 4 5 6

1] 1 2 3 4 5 f

Fig. 4.10. Raspunsul liber, raspunsul fortat si raspunsul total al iegirii.
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¢ Aplicatia 4.2. Se considera sistemul liniar continuu de tip [-S-E

{xlz—xl—x2+u

. V=X, —X, .
X, =2x;—0,6x, +u ’ 2

Sa se afle: a) x,(?), x,(¢) si y(t) pentru u=13-1(¢); b) functia pondere g(7).

Solutie. Avem

-1 -1 1
A= , B=| |, c=[l -1, D=0.
2 -06 1

a) Metoda directa. Avem:

X, ==X, =X, +u =—x,—(2x; —0,6x, +u) +u=—x,-2x, + 0,6(—x,—x, +u) —u+u

deci
jé] +1,6).C1 + 2,6X1 =u _0,4u .

Modelul secundar are forma
{ w+1,6w+2,6w=u
x=w-0,4w
Pentru t>0, rezulta
w+L6w+2,6w=13 , w0)=w0)=0

{ x; =w—0,4w ’
de unde

w(z)=5—e—0,8f(%sin1, 4+5c0s1,41),

x(H)=-2+ e 08 (773 sinl,4¢ +2cos1,4¢),
apoi
%50 ==k =¥, +13= 15+ 0¥ (Ssinl 4 -1 ScosL41),
Y(O)=x;—x,=—17+ e 08 (% sinl, 4t +17 cosl,4¢) .
Metoda Sylvester. Matricea A are valorile proprii s, =a+jb, unde a=-0.8 si
b=1,4. Formam
f(s)=e"~ag-a;s,
iar din f(s))=0 si f(s,)=0, rezulta

.
oy = (eS—e2)/ (51— 5,) = C”ST””” =208 sinl 4,

a . 4 .
ag = —as; =e¥ (cosht — Zsmbt) =e 08 (cosl,4t + sin 1,4t),
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deci

4 0y -0 -
e tzao I+a, 4=
2(21 a0—0,6a1

1 —oss 7cosl, 4t —sinl,4¢ —5sinl,4¢
=—C ’ .
7 10sin1,4¢ 7cosl, 4z +sinl,4¢

Mai departe,

e 08D in1 4r + 2cos1,40)—2
X =¥ (g =(eA"~1) A~ Buy = 57 ,
e_O’St(7sin1,4t—15c0s1,4t)+15

W(6)=CX(1)+ Duy=—17+ e_O’S’(% sinl,47 +17cos1,4)

Metoda diagonalizarii. Valorilor proprii s, si s, li se asociazd vectorii proprii

[ . } { 3 }
V, = V,= .
1 ’ 2

1+s1 1+s2

| 1 5T 02-14j 1
V: , V_lz— ,
0,2+1,45 0,2-1,4j 14j| -0,2-1,4j -1

_ 1,44
eh 0
edt e—0,8t|: } :

Rezulta

0 o L4t
Al _ ety = le—O,St 7cos1,4't —sinl,4¢ -5 sinl,é.lt .
7 10sin1,4¢ 7cosl, 4t +sinl,4¢

b) Sistemul are functia pondere
g(f)=CCA’B+D5O(t)=—¥e‘0’8’sinl,4t .

Observatie. Graficele cu raspunsurile sistemului din fig. 4.11 au fost obtinut in
Matlab, cu programul:
sis=ss([-1 -1;2 -0.6],[1;1],[1 -1],0);
u0=13;
[Y,t,X]=step(sis);
X=u0*X;
Y=u0*Y;
[G]=impulse(sis);
plot(t,X,t,Y,t,G); grid on;
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20

Fig. 4.11. Reprezentarea grafica a raspunsurilor sistemului.
¢ Aplicatia 4.3. Sa se afle evolutia starii si iesirii sistemului liniar discret
xp(t+1) 03 =02 || x;(?) 1 x1(2)
= + u(t), y0=[1-1] ;
X+ | 02 08 || x5(8) -1 X5 (1)
— [N
pentru starea initiald X = {J si intrarea u(¢)=1, 1>0.

Solutie. Vom rezolva problema prin metoda Sylvester si metoda diagonalizarii.
Metoda Sylvester. Matricea A are valorile proprii
z,=04, z,=07.
Formam
f@=z"-By-pBz,
iardin f(z)=0 si f(z,)=0 rezultd p—f,-045 =0 si g—f,-0,75 =0, unde
p=04t ¢=0,7".
De aici obtinem
p-Ip=4a g 10cpte)

3 3
deci
4p—q 2p2
A=yl pa=L) PTT AP
3[-2pt2q —pt+dq
Mai departe,
2p—
Xl(t)zAthz{ P q}’
-P+2q
4-2p-2¢q
X (6)=(1- A)(I- A BU, =2 :
(O=(1-4H(1-4)" BU, 9[_5+p+4q}
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1{ 20+8p—19¢q

A=A+ Xr=g —-25-4p+38q

15+4p—-19
5 } , y<t>=CX(t)=#.

Metoda diagonalizarii. Avem:
. 2 -1 V_1=l2 1 thp 0
-1 2/ 31 2 0 q

4p—q 2p—2q}

—2p+2q —p+4q

deci

Af:VZfV—lz{
3

Raspunsul liber si raspunsul fortat al stdrii sunt reprezentate grafic in fig. 4.12.
Ambele raspunsuri au fost obtinute in Matlab, cu urmatorul program:

sis=ss([0.3 -0.2;0.2 0.8],[1;-1],[1 -1],0,1);
t=0:1:10; X0=[1,1];

[Y 1,t,X1]=initial(sis,XO0,t); [Y2,t,X2]=step(sis,t);
plot(t,X1,".-"); hold on;

plot(t,X2,".-"); grid on;

] HE AR Pt HE !
: : g ;
2 s S ARRLEREE LR
, X :

a e —— =t -
E X”E '
1 _________ T, P [ S, 1
-2 """"""" o
3 : i : i |
0 2 4 5 ] 10

Fig. 4.12. Raspunsul liber si raspunsul fortat al starii.

Graficul raspunsului complet al starii si al iesirii din fig. 4.13 a fost obtinut in
Matlab, cu programul:

sis=ss([0.3 -0.2;0.2 0.8],[1;-1],[1 -1],0,1);
t=0:1:10; X0=[1,1];

[YLt,X1]=initial(sis, X0,t); [ Y£,t,Xf]=step(sis,t);
plot(t,X1+Xf,".-"); hold on;

plot(t,YI+YT1,".-");

grid on;
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Fig. 4.13. Raspunsul starii i raspunsul iegirii.
¢ Aplicatia 4.4. Fiind dat sistemul
5. x1201x1+1u yl:l—lx1
A 2 31 x 0] Vs 0 1][x ’

si se afle sistemul = echivalent I-S-E, cu matricea 4 de tip diagonal.

Solutie. Alegem ca matrice de transformare S matricea V' a vectorilor proprii a lui 4,

adica
1 1
S=V= .
-1 =2
Rezulta
o1 2 1
-1 -1/
apoi

Sistemul echivalent 2 are ecuatiile

2

5Cz =—2x2—u

{yl =2x1 +3x2
y2=—x1—2x2'
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¢ Aplicatia 4.5. S se arate cd sistemul X de la aplicatia 4.4 este echivalent I-E
cu sistemul

L 0 1 1 _1 4 o o
2: A=|-2 -3 2|, B=|0|, C= , D:[O]
0 0 -5 0 01 3

Solutie. Pentru orice intrare de tip original (nuld pentru #<0), avem X,=0, deci
)?3(0)=O, iar din ultima ecuatie de stare a sistemului X, anume );c3=—5)_c3, rezulta
)_c}(t)=0 pentru orice #>0. In consecinti, iesirea ¥ a sistemului X pentru >0 este

influentata numai de starile x; si x,, fiind complet determinata de ecuatiile:

b

X|=Xy+u YI=X =X
. b
x2 =—2x1 —3x2 y2 ZXZ

identice cu cele ale sistemului 2.

¢ Aplicatia 4.6. Sa se afle discretizatul sistemului continuu de ordinul doi

X 0 1] x N 1 N I -1}y
. = u , =
cu perioada de esantionare 7=0,2.

Solutie. Matricea A are valorile proprii s;,=—1, s,=-2 si matricea vectorilor proprii

10

Parametrii matriceali ai discretizatului propriu-zis sunt:

_ -T
AozeAT:VeZTV—IZ I Iie 0 2 1
~1-2J0 27 |-1-1

2eT_e2T e T _e2T 0,967 0,1 48
e T+2e T o T42e72| |-0297 0522]

B9 = (A—DAB [—2eT+0,5¢72T+1,5 0,198
2eT—e2T—1 | |-0,033]

1 4 0
C'=C= ) DO:D:[ }
10 1 0
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Pentru discretizatul aproximativ, avem
~ 1 T 1 0,2 ~ T 0,2
A=1+ AT = = , B=BT=| |= .
—2T 1-3T| |-04 04 o] o

¢ Aplicatia 4.7. Sa se elimine modurile rapide ale sistemului

X=X

Xy =23

X, =-0,005x, —0,155x, —1,15x; +u
»=0,01x,+0,005x ,

Solutie. Matricea 4 a sistemului are valorile proprii 4, =-0,05, 4,=-0]1, A,=-1si

matricea vectorilor proprii

400 100 1
§=[-20 -10 -1
1 1 1

Alegand pe S ca baza a spatiului starilor, obtinem forma modala 3 caracterizatd prin

-0,05 0 0 0,05263
A=8S745= 0 -01 0|, B=S"'B=[-0,22222],
0 0 -1 1,16960

C=CS=[3,9 0,95 0,005, D=D=0.

Deoarece 1;=104, <0, vom reduce sistemul de la ordinul »=3 la ordinul »=2. Scriem

5]_[-0.05 0 [x7 [ 0,05263
. = u
X 0 -0,1]|x] [-0,22222

sistemul i sub forma

X

y=[3,9 0,95]{ }0,005)@.

29)

Ecuatia diferentiald x3=-x;+1,1696u are forma stationard x;=1,1696u. Prin

urmare, sistemul redus are modelul

x1=-0,05x;+0,05263u
,  ¥=39x+0,95x,+0,005848u.

p =—0,1xy —0,22222u
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¢ Aplicatia 4.8. Fie sistemul liniar continuu de tip integral cu ecuatia intrare-
iesire
2y+y=u.
Alegénd variabilele de fazd x;=y i x,=y, sa se reprezinte traiectoriile de fazd pentru

intrarea constantd u=u, in cazurile: a) u,=0; b) u,=1.

Solutie. Formam ecuatiile de faza

X, =X,
x, =—0,5x, +0,5u,

si ecuatia diferentiala a traiectoriilor de faza

dx
2 _
X, d_xl =-0,5x, +0,5u,, ,
echivalenta cu
d +2(1+ ”Ou Yy =0,
2" Uy

Prin integrare, obtinem ecuatia algebrica a traiectoriilor de faza, sub forma
X +2x, +2u, 1n|x2 - u0| =C,.
a) Pentru u,=0, traiectoriile de faza sunt drepte cu ecuatia
X +2x,=C|
(fig. 4.14). Toate punctele de pe axa abciselor (cu x,=0) sunt puncte singulare si

puncte stationare.

xz’
H"‘-u..\__‘

e |

e

Fig. 4.14. Traiectoriile de faza pentru u, =0.

b) Pentru u, =1, traiectoriile de fazd sunt descrise de ecuatia

X, +2x, +21n|)c2 -1 =C,.
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Ele sunt reprezentate grafic in fig. 4.15. Oricare ar fi faza initiald, punctul caracteristic
tinde aperiodic catre (1,00). Pentru x,>10, deplasarea punctului caracteristic se face

practic cu viteza constantd (egald cu 1).

§ a a ;
-5 ] 5 10 15

Fig. 4.15. Traiectoriile de faza pentru u,=1.

¢ Aplicatia 4.9. Pentru sistemul cu ecuatia
8y+6y+y=u+u,
sa se determine un sistem (echivalent intrare-iesire) cu variabile de faza.
Solutie. Formam modelul secundar
Ew+ow+w=u
{ y=w+w
si alegem variabilele de stare

X|=W, Xy=W,

care satisfac ecuatia
).Cl =X5.

Din ecuatiile modelului secundar, rezulta
8xy +6x, + X =u
{ Y=Xy+x ‘
Am obtinut astfel sistemul cu variabile de faza
X; =X,

, =X1+X5.
562 :é(—xl —6x2 +u) 4 ! 2
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4.10. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C4.1. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul continuu de ordinul doi
)'C 1 O -1 X1 1 N 1 - X1
= + u., = )
XZ 2 —m X9 1 Yo 1 1 X9
are raspunsul indicial Y(¢) marginit? In cazul m=-3, sa se afle evolutia in timp a

0
starii i a iesirii pentru starea initiala X =L} st intrarea u(¢)=1, t>0 .

¢ C4.2. Pentru sistemul cu ecuatiile
X, =—x, —2x, +15u
NS . Yy=Ex X,
X, =—2x+2x,
sd se afle: a) x,(¢), x,(¢) si y(¢) pentru u=1(z); b) functia pondere g(¢).

¢ C4.3. Sa se afle evolutia starii si a iesirii sistemului discret

{ x, (¢ +1)=2x,(t) — x,(£) — du(t)

xz(t+1):—3x1(t)—4u(t) > y(t)le(t)+x2(t),

a) pentru starea initiald X, ={ 4} si intrarea u(¢)=1,¢>0;

b) pentru u=1°%¢).

¢ C4.4. Fiind dat sistemul
).Cl -1 1 X1 1 B4l 1 - X1
O - ol u, - ,
. : -1 : . S)
si matricea de transformare S :{ | J , s se afle sistemul echivalent X .

¢ C4.5. Sa se afle discretizatul propriu zis si discretizatul aproximativ al
sistemului continuu de ordinul doi

X, 0 -2[x 1
L= + u, y=x+x,,
X, 1 3]l x| U

cu perioada de esantionare 7 .
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¢ C4.6. Fie X,(¢1) componenta libera a stdrii unui sistem liniar continuu
2(A4,B,C,D) pentru starea initiald X, iar X f(t) componenta fortatd a starii pentru
U()=U,-1(z). Sé se arate ca:

a) daca AX,=BU, atunci Xf(t)=)(1(t)—X0 ;

b) dacd x, = BU,, atunci Xf(t)=Xl(t).

¢ C4.7. Pentru sistemul cu ecuatia
9y+6y+2y=3u+u ,

sd se determine un sistem (echivalent intrare-iesire) cu variabile de faza.

¢ C4.8. Pentru sistemul cu ecuatia
y+7y+2y=4u+3u+u ,

sa se determine un sistem (echivalent intrare-iesire) cu variabile de faza.

¢ C4.9. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul discret de ordinul doi

2m—1

x (t+)=mx;(t)+

Xy (t+1)=—x (1) —4u(t)

xp ()= 4u(t) Y(t)=x,(t)+(m—1)x, (£)

are raspunsul indicial marginit?



METODA OPERATIONALA
LAPLACE

Metoda operationala Laplace permite studiul in domeniul complex, pe
baza transformarii operationale Laplace, al sistemelor liniare continue §i cu
parametri constanfi.

Caracteristica principald a metodei operationale Laplace este datd de
forma simpla de descriere matematicd a corelatiei dinamice intre marimile de
intrare si marimile de iesire ale sistemului. Anticipand, modelul operational
dinamic al unui sistem monovariabil are o forma similard celei a modelului
stationar y=Ku, la care iesirea reala y se obtine prin multiplicarea intrarii
reale u cu un factor constant de proportionalitate K .

Forma simpld a modelului operational dinamic aduce simplificari
remarcabile 1n studiul sistemelor liniare, in special al sistemelor compuse cu
una sau mai multe legaturi de reactie. Simplificarea formalismului matematic
se realizeaza insa cu pretul cresterii gradului de abstractizare, care presupune
trecerea de la studiul sistemelor in domeniul real la cel in domeniul complex.

Reamintim ¢d modelul primar de tip I-E al unui sistem liniar, continuu,
monovariabil, cu parametri constanti, de ordinul n si cu variabile de tip
original (nule pentru timp negativ) are forma:

a,y"+a, YD+ +ay'+ayy=bu+b,_u" D+ +bu'+byu, (1)

unde a,#0, b5, #0 s1i r<n.
Prin anularea tuturor derivatelor marimilor de intrare si de iesire, se

obtine modelul stationar:
y=Ku, K=bya,. 2)

In conditiile aplicdrii la intrarea sistemului a unui semnal de tip treapta,
modelul stationar poate fi utilizat numai in regimul trivial cu #<0 (cand
marimile de intrare si iesire sunt nule) si in regimul final (teoretic, pentru
t — ) - daca raspunsul sistemului se stabilizeaza la o valoare marginita.
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Modelul primar de tip I-E are doud neajunsuri: forma relativ complicata
(mai ales la sistemele multivariabile de ordin superior) si prezenta derivatelor
marimii de intrare, care creaza probleme in cazul marimilor de intrare
discontinue, deci nederivabile (cazul intrarii tip treapta).

Modelul secundar de tip I-E, cu forma

: 3)

aw”+a, Wi+ +aw+aw=u
y=bw" +. . .+bWw+bw

inlatura al doilea neajuns, dar il accentueaza pe primul, prin introducerea
marimii w care mediaza transferul intrare-iesire.

Ambele neajunsuri sunt aparent eliminate in cazul modelului de
convolutie

Y0 = [, gt =Du@)dr =g 14 1 *1tgg,» )

care exprima raspunsul y la o intrare de tip original datd u, atunci cand se
cunoaste functia pondere g a sistemului (reprezentand raspunsul sistemului la
intrarea impuls Dirac). Raspunsul sistemului, egal cu produsul de convolutie
comutativ g *u, depinde de intreaga evolutie in timp a semnalului de intrare
u si a raspunsului pondere g pe intervalul [0,¢). In acest mod, valoarea
curenta a iesirii y cumuleaza toate efectele produse de semnalul de intrare u
la momentele de timp anterioare. Forma modelului de convolutie evidentiaza
faptul ca functia pondere g contine toate caracteristicile si proprietatile
dinamice ale sistemului, descrise de coeficientii a; s1 b, in cazul modelului
primar (1) si modelului secundar (3).

Desi are o forma relativ simpla, modelul de convolutie este rar utilizat in
aplicatii, deoarece implicd determinarea functiei pondere g (prin derivarea
functiei indiciale #, obtinutd analitic pe baza modelului secundar). Modelul
dinamic de convolutie are insd o mare importanta teoretica, deoarece forma
sa relativ simpld, anume y =g *u, sugereaza posibilitatea gasirii unui model
dinamic avand forma si mai simpla, prin inlocuirea produsului de convolutie
cu producul algebric. Acest lucru este realizabil cu ajutorul transformarii
Laplace.

In cadrul metodei operationale Laplace, modelul de convolutie y=g*u

va capdta forma operationald de tip algebric:

Y(s)=G(s)-U(s),
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unde s este variabila complexa Laplace, iar Y(s), G(s) si U(s) sunt
transformatele Laplace ale functiilor de timp y(¢r), g(f) si u(t). Modelul

operational este un model abstract (in domeniul complex), care exprima insa

corelatia dinamica intrare-iesire in cea mai simpla forma posibila. Astfel,
iesirea complexa Y(s) este produsul algebric dintre functia complexa de

transfer G(s) (asociata structurii i caracteristicilor dinamice ale sistemului) si
intrarea complexa U(s).

In cazul unui sistem liniar compus, determinarea modelului operational
din modelele operationale ale subsistemelor componente este o operatie mult
mai simpld decat cea de obtinere a ecuatiei diferentiale a sistemului din
ecuatiile diferentiale ale subsistemelor componente. Modelul operational al
sistemului compus poate fi dedus pe cale algebricad, printr-o metodologie
similara celei utilizate in studiul sistemelor formate numai din subsisteme
statice (de ordinul zero) sau aflate in regim stationar. In plus, procedura
analitica de calcul al raspunsului unui sistem liniar continuu prin metoda
operationald Laplace este una algebricd, mai simpla decat procedura din
domeniul timpului, bazata pe rezolvarea ecuatiei diferentiale a sistemului.

5.1. TRANSFORMAREA LAPLACE

Transformata Laplace sau imaginea Laplace a functiei original f este
definita prin relatia

F(s)iﬁ[f(t)]=j'zf(t)e‘”dt, seC. 5)

In mod natural, limita inferioara a integralei se alege 0_ pentru a include in

rezultatul transformarii si efectul functiilor original generalizate (tip
distributie), asa cum este functia impuls Dirac J,(¢). In plus, aceasta alegere

simplificd formula transformatei Laplace a derivatei f®(f), deoarece toate
derivatele functiei original f(¢) la momentul de timp #=0_ sunt nule, deci nu

intervin in expresia transformatei Laplace (vezi proprietatea (8) a derivarii).
Pe de alta parte, functia f(¢) este de tip original, continud si derivabilda pe

portiuni, cu o rata de crestere cel mult exponentiala (pentru ca integrala sa fie
convergentd), adica existd 4>0 si B>0 astfel incat

f (O] < e (6)
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Variabilele sistemice (de intrare, de stare si de iesire) ale tuturor
sistemelor fizice liniare, continue si cu parametri constanti, aflate in regim
stationar pentru ¢<0, sunt functii de timp de tip original, care admit
transformate Laplace. Proprietatea de-a fi functii original este satifacutd in
virtutea ipotezei cd variabilele sistemice ale unui sistem fizic reprezinta
variatiile marimilor fizice respective fatd de valorile lor initiale, completata cu
ipoteza cd sistemul se afla Tn regim stationar pentru #<0. In consecinta,
raspunsul starii X(¢) si raspunsul iesirii Y(¢) la orice semnal de intrare de tip
original sunt raspunsuri fortate de tip original.

Principalele proprietati ale transformarii Laplace sunt urmatoarele:

e proprietatea de liniaritate
Lk i)+, f[50) 1=k LLA®) 1+ K, LL(O], (7)
valabila oricare ar fi functiile original f;, f, si constantele reale k,, k,;

e proprietatea de derivare (integrare) in domeniul real’

LIf PO ]=s"F(s), keZ; (8)
e proprietatea de derivare in domeniul complex
L[tf ()]=—F'(s); )
e proprietatea de translatie iTn complex
Lle @ f(t)]|=F(s+a), acC; (10)
e proprietatea de translatie in real
LIf(t-7)]=eTF(s); (11)
e proprietatea valorii finale
lim f(£)=lim sF(s), (12)
t—>0 5—0

valabild in conditiile in care toti polii functiei sF(s) au partea reald negativa,

deci sunt situati In stinga axei imaginare;

"In relatia (8), derivata f®(¢) poate fi si functie de tip distribuie, definita inclusiv in punctele de
discontinuitate ale functiei f(¢). Astfel, prima derivatd a functiei discontinue f(f)=e “-1(¢) este

distributia f'(t)=0,(¢)—a e “-1(t), unde 0,(t) este functia impuls Dirac.
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e proprietatea valorii initiale
lim f(f)=lim sF(s), (13)

t—0+ S—>00

valabild atunci cand limita din dreapta exista si este finita;

e proprietatea produsului de convolutie
L[], gt-0)u(r)dr]=G(s)U(s). (14)

Transformarea Laplace inversa este operatia de obtinere a functiei
original f(¢) din imaginea Laplace F(s). Transformata Laplace inversa a

imaginii F(s) este data de relatia

1= o jfij( s)e'sds, (15)

in care integrala se calculeaza de-a lungul dreptei cu abcisa constantd o,
suficient de mica pentru a asigura convergenta integralei. In majoritatea

aplicatiilor, pentru determinarea transformatei Laplace inverse se utilizeaza
metoda descompunerii imaginii F(s) in fractii simple, pentru care se cunosc

transformatele Laplace inverse (functiile original).

Dintre transformatele Laplace mai frecvent utilizate, mentionam
urmatoarele:

LBOFL LIO=Y, cl= L, ci0l= 1

—at, — 1 —at, — 17
Lle0)= g, Lhewiol= L,
- ] _  S+a atei g _ b
L[e“cosbht-1(t)] (stay+b®’ Le“sinbt-1(¢)] (s+a)isb?’
- b
L [cosbt-1(t)]= "~ 2 b2’ L[smbt-l(t)]:m.

5.2. FUNCTIA DE TRANSFER

Prin definitie, functia de transfer a unui sistem liniar continuu si
monovariabil este transformata Laplace G(s) a functiei pondere g(f) a

sistemului. Aplicand transformarea Laplace modelului de convolutie
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W(t)=[, gt-Du(r)dr

st tinand seama de proprietatea produsului de convolutie (14), se obtine
modelul operational dinamic intrare-iegire

Y(s)=G(s)U(s), (16)

unde U(s)este transformata Laplace a functiei de intrare u(¢), iar Y(s) este
transformata Laplace a functiei de iesire y(¢). Scriind modelul operational sub

forma
CO=13

rezulta

Teorema functiei de transfer. Functia de transfer a unui sistem liniar
continuu monovariabil este egala cu raportul dintre transformata Laplace a
raspunsului sistemului la o functie de intrare de tip original si transformata
Laplace a functiei de intrare.

Modelul operational (16) este modelul dinamic cu cea mai simpla forma
posibild, similara celei a modelului stationar

yv=Ku,

unde K reprezintd factorul static de proportionalitate al sistemului. Modelul
operational este Tnsa un model abstract, deoarece nu realizeaza o corelare
directa intre marimile fizice reale ale sistemului, ci o corelare intre
transformatele Laplace ale acestor marimi, care sunt functii de variabila
complexa.

Aplicand transformarea Laplace ambilor membri ai modelului primar (1)
si tindnd seama de proprietatea de liniaritate (7) si de proprietatea de derivare
in domeniul real (8), obtinem forma primara a functiei de transfer

b,s"+b,_1 8" 4. +b;s+b,

Gls)=_ (17)

9
aSta, 1" ra s+ay

care are la numitor chiar polinomul caracteristic al sistemului.
In modelul primar (1) de tip I-E, daca q, st b, sunt coeficienti

adimensionali, atunci toti coeficientii a;, si b, sunt, din punct de vedere

dimensional, constante de timp la puterea i (din considerente de omogenitate
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dimensionald). Prin urmare, putem considera ca variabila s din expresia
functiei de transfer (17) are, formal, dimensiunea inversului timpului.

La sistemele proprii (fizic realizabile, fard impuls Dirac In componenta
raspunsului indicial), polinomul de la numardtorul functiei de transfer are
gradul mai mic sau cel mult egal cu gradul polinomului de la numitorul
functiei de transfer, adicd r<n (a,#0 s1 b, #0).

O radacina a numitorului functiei de transfer (a polinomului caracteristic)
este pol al functiei de transfer daca nu este si radacind a numaratorului, iar o
radacind a numadratorului functiei de transfer este zerou al functiei de transfer

Prin definitie, ordinul functiei de transfer este egal cu gradul n al
numitorului functiei de transfer. Prin simplificare (cdnd numaratorul si
numitorul au radacini comune), ordinul functiei de transfer se reduce. Ordinul
functiei de transfer exprima gradul de complexitate al sistemului.

Diferenta n—r dintre gradul polinoamelor de la numitorul si numaratorul
functiei de transfer reprezintd ordinul relativ al functiei de transfer sau
excesul poli-zerouri. Ordinul relativ al functiei de transfer exprima gradul de

inertie al sistemului, definit prin numarul conditiilor initiale nule (la
momentul 7=0,) ale raspunsului indicial. Intr-adevar, in conformitate cu

teorema conditiilor initiale nule, numdrul conditiilor initiale nule ale
raspunsului indicial A(¢) este egal cu n—r, adica

h(0,)=H(0,)=---=h0=rD(0,)=0, A" 0,)=0. (18)

Teorema conditiilor initiale nule rezultd si din proprietatea derivarii si
proprietatea valorii initiale. Astfel, pentru i=0,1,..., n—r—1, avem:

lim AD() = 1limsL[AD(#)]=lims™ H(s) = limsiG(s)=0.
t—0+ §—>0 S§—>0 §—>0
Un sistem se numeste de faza minima atunci cand toate zerourile functiei
de transfer au partea reala negativa, adica sunt situate In semiplanul stang.

Functia de transfer G(s) poate fi interpretatd ca fiind un factor de

proportionalitate complex intre transformatele Laplace (complexe) ale
marimilor de intrare si de iesire. In cazul particular s=0, functia de transfer
coincide cu factorul static de proportionalitate al sistemului:
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b
G(0)="=K . (19)

aO
La sistemele de tip proportional (avand a,#0 s1 b,#0, dect K finit si
nenul), functia de transfer G(s) nu are pe s factor comun la numarator sau
numitor, deci nu are zerou sau pol in origine. La sistemele de tip integral (cu
a,=0 s1 b,#0), functia de transfer G(s) are variabila s factor comun la
numitor, 1ar la sistemele de tip derivativ (avand a,#0 si b,=0, deci K=0),

functia de transfer G(s) are pe s factor comun la numarator.

Observatii. 1°. Din relatia operationala intrare-iesire Y(s)=G(s)U(s),
rezulta ca transformata Laplace H(s) a raspunsului indicial h(t) al sistemului

are expresia
G
H(s)= ﬁ .
s
Din relatia in complex G(s)=sH(s) si proprietatea de derivare a transformarii
Laplace, regasim relatia dintre functia indiciald A(f) si functia pondere g(¢),

anume

dh '
g(t) = % =h(t) + h(0:)5,(t) .

2°. Din proprietatea valorii initiale rezulta

h0+)=lims H(s)=1im G(s)=G(0), (20)
deci
b
h(0+) = a—” .

n

Daca h(0+)=0, adicd b,=0, atunci

b
B(0:)=limsL[H ()] =1lims*H(s) = lim s G(s) ==L, 21)
§—>0 §—>00 S§—>00 a,
1ar daca A(0+)#0, adica b, # 0, atunci
b b b
h(0)="2,  K(09)=1lims[G(s)~b,/a,]= 2L~ Ln-Dn (22)
a, §—>00 n a,

Prin urmare, un sistem simplu propriu (b,#0) are rdspunsul indicial A(?)
discontinuu in origine, un sistem strict propriu cu ordinul relativ unu (b,=0 si
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b, ,#0) are raspunsul indicial A(f) continuu si nederivabil in origine (tangent
la o dreaptd oblicd), iar un sistem strict propriu cu ordinul relativ doi sau mai
mare (b,=0 si b, ,=0) are raspunsul indicial A(f) continuu si derivabil in
origine (tangent la axa timpului).

Din proprietatea valorii finale rezulta ca daca raspunsul indicial A() al

unui sistem tinde la o valoare finitd pentru t—oo0 (prin stabilirea unui regim
final stationar), atunci

h(e) =limsH(s) = limG(s) = G(0), (23)

deci

h(oo):Z;—O:K .
0

Acest ultim rezultat este cunoscut de la analiza in domeniul timpului,
deoarece, din ecuatia de regim stationar y=Ku (valabild pentru —o0), rezulta

W(©0)=Ku()=K . Prin urmare, raspunsul indicial A(f) se stabilizeazd la o
valoare nenuld la sistemele de tip proportional si la valoarea zero (fiind deci
sub forma de “impuls”) la sistemele de tip derivativ. La sistemele de tip
integral, raspunsul indicial A(f) tinde cu viteza constantd la +oo. Aceastd
ultima proprietate este pur teoretica, nefiind valabila in cazul sistemelor fizice,
unde raspunsul indicial este ntotdeauna marginit (deoarece sistemele fizice
sunt liniare cel mult pe un domeniu limitat, incadrat de zone neliniare de tip
saturatie si blocare). Prin urmare, toate rezultatele obtinute in studiul
sistemelor liniare pe domenii nelimitate trebuie adaptate in mod
corespunzator la sistemele fizice, care au domeniul de liniaritate limitat.
La sistemele de ordinul unu cu numitorul

Iis+l, 1,>0,
s1 timpul de stabilizare 7,45, rdspunsul indicial A(f) poate fi reprezentat grafic

pe baza relatiilor

10)=G(), h®)=G(0), Tys~3T,. (24)

3°. Regulatorul continuu de tip PID, cu ecuatia improprie

1
T

]

[ledt + T,9€) + ¢, (25)

=K
c=Kyp(e + 7

are functia de transfer
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1

GR(S):KR (1+];S

+T,5). (26)

Aceastd functie de transfer este improprie (cu gradul numaratorului mai mare
decat cel al numitorului) din cauza componentei derivative. Caracterul
impropriu reiese i din faptul cd la intrare treaptd, raspunsul componentei
derivativd este de tip impuls Dirac. In realitate, functia de transfer a
regulatorului PID are forma simplu proprie

Go(s) =K, (1+%+ Tl?il

unde 7; este constanta de timp de intarziere a componentei derivative (cu

) (27)

valoarea, de reguld, mult mai mica decat cea a constantei de timp derivative
T,). Raspunsul indicial al componentei derivative simplu proprii cu functia de

Tys
Tis+1

transfer G,(s)= are expresia

Ty - vt
h(t)=-Le N,
() T
deci creste instantaneu la valoarea maxima 5,(0,)=T7, /T, apoi coboara spre

valoarea zero, timpul de stabilizare fiind 7,45 ~37; (egal cu timpul in care

M scade de la valoarea initiala 1 la valoarea e > ~0,05).

exponentiala e

Prin utilizarea formei improprii a componentei derivative, calculul
raspunsului unui sistem de reglare nu este afectat semnificativ, deoarece
caracterul impropriu al regulatorului este compensat de caracterul strict
propriu al procesului reglat si, in plus, constanta de timp de intarziere
dominanta a procesului este de zeci sau sute de ori mai mare decét constanta
de timp de Intarziere 7, a componentei derivative. Asa se explicd faptul ca, de
cele mai multe ori, functia de transfer a regulatorului PID apare in literatura
de specialitate in forma improprie (26). In aceastd forma, proprietatile si rolul
componentei derivative sunt relativ usor de inteles si de interpretat, inclusiv
de catre personalul din domeniu fara inalta calificare.

4°. La sistemele simplu proprii de tip proportional si cu raspuns indicial
h(t) care tinde la o valoare finita si nenula, definim factorul de magnitudine
f,, ca fiind raportul dintre valoarea initiald §i valoarea finala a raspunsului

indicial, adica
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_ h(0,)

= . 28
I =0 (28)
Din (20), (23) 51 (28), rezulta

_G(0)

Regulatorul pur proportional, cu functia de transfer Gg(s)=K,, are

factorul de magnitudine egal cu 1, iar regulatorul de tip proportional-derivativ
cu functia de transfer

T,s
Gr(5) =Kl + 72 (30)

are factorul de magnitudine supraunitar
S =1+T,/T,.

In practica, factorul de magnitudine al regulatorului de tip proportional-
derivativ (sau PID) nu trebuie sa depaseasca valoarea 20, deoarece o valoare
mare a acestuia produce un semnal de comanda agresiv (tip impuls),
amplificare ridicatd a zgomotului, uzurd mare a instalatiei comandate, consum

sporit de energie si combustibil etc. In cazul regulatorului cu componenta
derivativa improprie (cu 7} =0), factorul de magnitudine are valoarea infinita.

5°. Modelul operational
Y(s)=G(s)U(s)

permite confirmarea imediatd a teoremei de echivalenta intrare-iegire,
conform careia doud sisteme liniare continue sunt echivalente I-E (adica au
acelasi raspuns la orice intrare de tip original comuna) daca si numai daca
functiile de transfer ale sistemelor sunt egale, deci reductibile la aceeasi
expresie.

De asemenea, modelul operational permite confirmarea imediata a
teoremei de minimalitate, conform careia un sistem liniar monovariabil este
minimal (adicd nu existd un alt sistem echivalent intrare-iesire de ordin mai
mic) dacad si numai daca forma primara (17) a functiei de transfer este
ireductibila (are polinoamele de la numarator si numitor coprime, adica fara
radacini comune). Aducerea unui sistem neminimal la forma minimala se face
prin simplificarea functiei de transfer pana cand numadratorul i numitorul
functiei de transfer devin polinoane coprime.
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6°. In conformitate cu proprietatea de translatie in real (11), daca
sistemului cu functia de transfer rationald G(s) i se asociazad timpul mort 7,

sistemul cu timp mort obtinut are functia de transfer

G, (s)=e"G(s). 31)

5.3. MATRICEA DE TRANSFER

In conformitate cu principiul superpozitiei, pentru un sistem continuu
liniar multivariabil cu m intrari s1 p 1esiri, dependenta iesirii Y;(s) in raport
cu intrarile U (s), U,(s), ... , U, (s) este data de relatia

Yi(s)=Gy(s)U\(s) + G (S)U,(s) +- -+ G, (s)U,,(5), (32)

unde G, (s) este functia de transfer a canalului cu iesirea ¥, si intrarea U, .

Relatiile (32) pot fi scrise pentru toate iesirile sistemului sub forma vectorial-
matriceala
Y(5)=G(s)U(s), (33)
echivalenta cu
Y| |G Gy - G | U
Xz _ .GZI Gzz GZm Qz . (34)

Y,| |Gy Gy - G llU,

p pm

Functia matriceald G(s) este de tipul pxm si reprezintd matricea de transfer
a sistemului. Relatia Y(s)=G(s)U(s) exprima faptul ca, in complex, vectorul
Y al marimilor de iesire este egal cu produsul dintre matricea de transfer G a
sistemului s1 vectorul U al marimilor de intrare. Intre iesirea Y(s) si intrarea

U (s) exista relatia operationala
Y(s)=Gy(s)U (). (35)
In cazul sistemelor proprii, matricea de transfer G(s) poate fi

reprezentatd si sub forma

-1
Ks"+K, s" ++Ks+K,

n n—1

G(s)= ; (36)

unde K; (i=1,2,---,n) sunt matrice constante de tipul pxm, iar polinomul

de la numitorul matricei de transfer este cel mai mic multiplu comun al
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polinoamelor de la numitorul tuturor functiilor de transfer G,(s). Daca toate
functiilor de transfer G,;(s) sunt ireductibile (minimale), atunci polinomul de
la numitor este chiar polinomul polilor matricei de transfer (avand gradul egal
cu numarul total al polilor matricei de transfer).

Observatii. 1°. Fie 2(4,B,C,D) un sistem de tip I-S-E liniar, continuu,
de ordinul n, monovariabil sau multivariabil. Aplicand transformarea Laplace
ecuatiilor de stare si de iesire

X(H)=AX(t)+BU(?)
{ Y()=CX()+DU(t)
obtinem
X(s)=(sI- 4) 'BU(s)
{ Y(s)=CX(s)+DU(s)
Mai departe, inlocuind vectorul de stare X(s) din ecuatia stdrii in ecuatia

1esirii, rezultd matricea de transfer a sistemului, sub forma
G(s)=C(sl-4) 'B+D . (37)

Functia matriceala

D(s)=(sI- A)~" (38)
este de tipul nxn si reprezinta transformata Laplace a matricei fundamentale
(de tranzitie a stdrii) @(f)=e4"1(¢). Intr-adevar, aplicand transformarea
Laplace relatiel

D'(t) = AD(t) + D(0)5,(1) ,
unde @(0+)=1I, obtinem
SD(s)= AD(s)+1, (sI-AD(s)=1, D(s)=(sI-A4)7".

Asadar, in afara metodelor de calcul al exponentialei matriceala e4’ in
domeniul timpului (metoda Sylvester si metoda diagonalizarii), aceasta mai
poate fi calculata cu relatia

ed = £ (sI- A)1]. (39)

2° Din relatia Y(s)=G(s)U(s), rezultd ca doua sisteme cu functiile/
matricele de transfer egale au acelasi raspuns fortat la orice intrare comuna de

tip original, deci sunt echivalente intrare-iesire. Acest rezultat constituie o
extindere a teoremei de echivalenta intrare-iesire la sistemele multivariabile:
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Doua sisteme liniare continue sunt echivalente intrare-iesire daca si
numai daca au functiile/matricele de transfer egale.

Deoarece doua sisteme echivalente I-S-E sunt si echivalente I-E, rezulta
ca doua sisteme echivalente 1-S-E au functiile/matricele de transfer egale.
Acest rezultat poate fi obtinut si pe baza relatiilor din teorema de echivalenta

I-S-E. Astfel, daca sistemele %(4,B,C,D) si E(Z,E,C_?,E) sunt S-echivalente
(X =S8X), atunci:

G(s)=C(sl-A)'B+D=CS(s1-S"4S8)'S"'B+D
=C[S(sI-848)S"'B+D=C(sl- 4) "B+ D=G(s).

Doua sisteme cu aceeasi functie/matrice de transfer nu sunt 1nsd, in mod
necesar, echivalente I-S-E.

3°. Din teorema de minimalitate a sistemelor monovariabile rezulta ca un
sistem monovariabil de tip I-S-E de ordinul » (cu dimensiunea vectorului de

stare X egald cu n) este minimal atunci cand functia de transfer
G(s)=C(sI- A)"'B+ D este ireductibila, adica are n poli.

B [n toolbox-ul CONTROL din MATLAB, sistemul s¢f cu functia de transfer (17)
se construieste cu functia ¢ astfel:

stf=tf (num,den) ,

unde argumentele de intrare sunt vectori linie formati cu coeficientii de la numdratorul si
numitorul functiei de transfer:

num=[b_b

oy Doy by bols den=la, a, a4

In cazul » <n, vectorul num poate fi introdus si sub forma

num=[b, b _, ---b bl;

Alt mod de a construi un sistem in MATLAB constd in definirea prealabilda a
variabilei Laplace s, urmatd de scrierea expresiei functiei de transfer cu ajutorul
operatorilor uzuali. De exemplu, sistemul s¢f'cu functia de transfer

3s+1

Gls)= 58244542

poate fi construit astfel:
s=tf(‘s’); stf=(3*s+1)/(5%s"2+4*s+2);

In cazul sistemelor multivariabile, constructia se face prin concatenarea subsistemelor
monovariabile. De exemplu, sistemul s¢f'cu matricea de transfer



METODA OPERATIONALA LAPLACE 179

s+1 2s+1
2 2

G(s) = s?+s5+2 s%+43s ,
S5s+1 1

s+2 s242

se construieste astfel:
s1=tf([1 1], [1 1 2]); s12=tf([2 1], [1 3 0]);
s21=tf([5 1], [1 2]); s22=tf(1, [1 0 2]);
stf=[s11 s12;s21 s22];
sau
s=tf('s ");
sl1=(s+1)/(s"2+s+2); s12=(2%s+1)/(s"2+3%s);
s21=(5*s+1)/(st2); s22=1/(s"2+2);
stf=[s11 s12;s21 s22];

De asemenea, sistemul multivariabil poate fi construit prin crearea a doud multimi de
vectori linie asociati numadratorilor si numitorilor functiilor de transfer din componenta
matricei de transfer:

Num={[1 1][2 1]; [5 1] 1};

Den={[112][130];[12][102]};

stf=tf(Num,Den);

1
Sistemul de ordinul zero s#/0 cu matricea de transfer G(s):{ } poate fi construit
3 4

astfel:
stfO=tf([1 2;3 4]);

Cu comanda
s1=stf(i,j)

din sistemul multivariabil stf'se extrage subsistemul sl cu functia de transfer Gl.j (s).
Sistemul stf de tip I-E poate fi transformat in sistemul sis de tip I-S-E, astfel:
sis=ss(stf)

Invers, sistemul sis de tip I-S-E poate fi transformat in sistemul s¢f'de tip I-E, cu comanda:
stf=tf(sis)

5.4. FUNCTIA DE TRANSFER A SISTEMELOR COMPUSE

La sistemelor compuse alcatuite din subsisteme liniare continue,
obtinerea modelului matematic in domeniul timpului, pe baza ecuatiilor
diferentiale ale subsistemelor componente, este o operatie complicata, care
presupune eliminarea tuturor variabilelor intermediare si a derivatelor
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acestora. In cazul metodei operationale, operatia de determinare a modelului
unui sistem liniar compus, echivalenta cu determinarea functiei (matricei) de
transfer a acestuia, se realizeaza pe cale algebrica, ca in cazul studiului unui
sistem in regim stationar sau al unui sistem format numai din subsisteme
statice (de ordinul zero, cu raspuns instantaneu).

In cazul conexiunii serie din fig. 5.1, formatd din subsistemul X, cu
functia de transfer G, si subsistemul X, cu functia de transfer G,, din

modelele operationale
Y(s)=Gy(sWV(s), V(s)=G(s)U(s),

rezultd Y (s) = G,(s)G(s)U(s). Prin urmare, sistemul compus are functia de
transfer G(s)=G,(s)G,(s). In general, functia de transfer a unei conexiuni

serie de n subsisteme monovariabile este egala cu produsul functiilor de
transfer ale subsistemelor componente, adica:

G=GGy-G,. (40)

De regula, comportamentul dinamic al unei conexiuni serie nu difera radical
de cel al subsistemelor componente, deoarece toti polii conexiunii sunt poli ai
subsistemelor componente, iar polii unui sistem determina calitativ forma
raspunsului indicial, deci comportamentul dinamic al sistemului (polii fiind
radacini ale ecuatiei caracteristice a sistemului). Gradul de inertie (ordinul
relativ) al conexiunii serie este egal cu suma gradelor de inertie ale
subsistemelor componente.

LN 4 Ta Y

Fig.5.1. Conexiune serie.

La conectarea in serie a sistemelor multivariabile trebuie indeplinita conditia
ca numarul de iesiri ale unui subsistem sa fie egal cu numarul de intrari ale
subsistemului urmator. Matricea de transfer a conexiunii este egala cu
produsul in ordine inversa a matricelor de transfer ale subsistemelor
componente, adica

G=GG

nIn-1

-G (41)
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In cazul conexiunii paralel din fig. 5.2, avem
Y(s) =V(s) +V(s) = GU(s) + GU(s) = (G, + G)U (),

deci G=G,+G,. In general, functia de transfer a unei conexiuni paralel de n

subsisteme monovariabile este egald cu suma algebrica a functiilor de
transfer ale subsistemelor componente, adica

G=G+G,+-+G,. (42)

Ca si In cazul conexiunii serie, toti polii conexiunii paralel sunt poli ai
subsistemelor componente. Prin urmare, comportamentul dinamic al unei
conexiuni paralel nu difera radical de cel al subsistemelor componente.

L

X2

Fig.5.2. Conexiune paralel.

Sistemele multivariabile pot fi conectate n paralel numai daca au toate acelasi
numar de intrdri m si acelagi numar de iesiri p. Matricea de transfer a

conexiunii este egald cu suma algebrici a matricelor de transfer ale
elementelor componente.

In cazul conexiunii cu reactie negativa din fig. 5, notand cu G; si G,
functiile de transfer ale subsistemelor X, si 2, , avem

Y=G,E=G(U-V)=G,(U-G,Y),

deci
G
Y=—UL_U.
1+G,G,
Prin urmare, functia de transfer a sistemului este
G
= . 43
1+G,G, (43)

Deoarece polii conexiunii inchise (cu reactie) sunt diferiti de polii
subsistemelor componente, sistemele inchise, spre deosebire de sistemele
deschise, pot avea un comportament dinamic radical diferit de cel al
subsistemelor componente. ). Gradul de inertie (ordinul relativ) al conexiunii
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cu reactie este egal cu gradul de inertie ale subsistemului X, de pe calea
directa.

o E=U-V _ ¥
=) N
VT
L2

Fig. 5.3. Conexiune cu reactie.

B In MATLAB, pentru construirea conexiunilor serie, paralel §i cu reactie se
utilizeaza operatorii “+7, “+” i “/”:
s=sis1*sis2*sis3;
p=sis1+sis2+sis3;
r=sis1/(1+sis1*sis2);

Sa consideram acum sistemul de reglare automata dupa eroare (abatere)
din fig. 5.4, avand ca marimi de intrare referinta R si perturbatia V. Toate
celelalte marimi ale sistemului (Y, £, C, U s1 M) sunt de tip efect, deci pot

lV
?}' ()

¥ ¥
Gals) W Cpis) 3

fi considerate marimi de iesire.

o

Ch(s)

Gr(s)

Fig. 5.4. Sistem de reglare automata.

Formula functiei de transfer a fiecaruia din cele zece canale intrare-iesire
ale sistemului de reglare poate fi obtinuta dupa urmatoarea regula:
- numaratorul este produsul functiilor de transfer ale elementelor de pe

traseul direct intrare-iesire;
- numitorul este acelasi, egal cu suma 1+G,(s), unde

G,=G,G,G,G, (44)

reprezintd functia de transfer a sistemului deschis de tip serie (obtinut prin
intreruperea buclei dupa traductor), cu intrarea E si iesirea M .
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Aplicand aceasta regula, avem:
GGGy G,

— = 45
YR 1+Gd ’ YV 1+G s ( )
1 G, Gy (-1
S - 7 46
Gr 1+G,’ 4G, (46)
_ GR _ GVGTGR(_ 1)
“®1G, T 1+G, (47)

Formulele functiilor de transfer G,, si Gy, pot fi deduse procedand astfel: se
scriu succesiv relatiille de dependenta cauzald ale marimii Y(s), pana se
ajunge la marimile de intrare si din nou la marimea Y(s):
Y($)=GU(5)+ G,V (s)=GpGC(5)+ G,V (s)=GpGGrE(s)+ G,V (s)
=GoGLGRR(5)—M(5)]+ GV (s)=GpGGR[R(s) -G Y (s)]+ G,V (s),

de unde rezulta
(+GpGrGrGY ()=GpGGRR(5)+ Gy V (s),
deci
Y(5)=GyaR(s)+ Gy ¥ (5).
unde Gy, st Gy, au expresiile (45).

Deoarece toate functiile de transfer ale sistemului au acelasi numitor,
sistemul de reglare are ecuatia polilor

1+G,(s)=0, (48)
echivalenta cu
1+GR(5)GL(s5)=0, (49)
unde
Gp=G,GpGr (50)

este functia de transfer a partii fixate.

Un sistem de reglare multivariabil are matricele de transfer:
Gy =1+GpG.G,G;) GGG, G u)=(1+G,GGG)!, (51)
G ,=(1+G,G,G.G,)!, Gy, =—(1+G,G,G;G)'G,. (52)

La aceste sisteme, vectorul de referintd R, vectorul de masurare M , vectorul
de eroare E si vectorul de iesire Y au, de reguld, aceeasi dimensiune.
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5.5. CALCULUL RASPUNSULUI SISTEMELOR

Metoda operationald Laplace permite determinarea algebrica a raspunsu-
lui fortat al unui sistem liniar continuu la functii de intrare analitice de tip
original, atunci cand se cunosc ecuatiile diferentiale ale fiecarui subsistem.

Calculul analitic al raspunsului y,(#) al unui sistem compus la o functie
de intrare tip original datd u,(f) (de tip impuls Dirac, treaptd, rampd,
sinusoidal, exponential etc.) se face dupa urmatoarea metodologie:

e se determind transformata Laplace U (s) a functiei de intrare u (¢);

e se determind functiile de transfer ale subsistemelor componente;

* se calculeaza functia de transfer G,;(s) a sistemului compus corespun-
zatoare intrarii U (s) si iesirii Y(s), in raport cu functiilor de transfer ale
subsistemelor componente;

e se calculeaza transformata Laplace Y(s) a raspunsului sistemului, cu
relatia

Yi(S):Gij(S)Uj(S);

e se calculeazd raspunsul sistemului yl-(l)zﬁ_l[Yl-(s)], prin metoda
dezvoltarii functiei Y(s) in fractii simple.
Calculul functiei pondere g;;(s) si al functiei indiciale 4;(t) se face cu
relatiile
g,0=LG, 1, =L G, (s)). (53)

Observatii. 1°. Numarul de conditii initiale nule ale raspunsul indicial
h(t) este egal cu ordinul relativ al functiei de transfer G;(s). Daca Gj(s)

este simplu proprie (cu ordinul relativ zero, dect cu b, #0), raspunsul indicial
este discontinuu in origine deoarece

b
hij(0+) = Gij(oo) =" (54)

b
al’l
iar dacd G(s) are toti polii situati in stdnga axei imaginare, atunci

hij(oo):Gij(O) . (55)
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Spre exemplificare, daca G;;(s) este de ordinul unu, cu constanta de timp

de intarziere (de la numitor) 7,>0 si constanta de timp de avans (de la
numardtor) 7, astfel incat 7, >z, >0, adica

o Ts+l
G &)=K
atunci
70 =G @) =K=-,  h(@)=G,0)=K, (56)
1

1ar durata timpului de stabilizare al raspunsului indicial pentru 7, <7; este

aproximativ
Toos~3(1—1)). (57)

Mai general, dacd G;;(s) are numitorul de forma
(Ls+)(Ts+D)--- (T s+1), 1,7, ....,T,>0
st numaratorul de forma
(r,s+D) (25 +1) (7, 5+1), 0<7,<T;,
timpul de stabilizare al rdspunsului indicial este aproximativ
Toos= 3+ Tyt 4T, =1 =T, = =1, (58)

2°. Si considerdm un sistem continuu avand functia de transfer G(s) si

polinomul polilor

P(s)=(s=p)(s=p,)---(s=p,),
cu toate radacinile distincte (reale sau complexe). Transformata Laplace a
raspunsului indicial are forma descompusa

G(s) a a a a
N S S=p, S7p, S=Py

H(s)=

Din expresia raspunsului indicial
ht)=a+ae’ +ae”'+ .- +ael"’, >0, (59)

reiese ca acesta este marginit daca si numai daca toti polii sistemului au partea

reald negativa sau nula (teorema de marginire a raspunsului indicial).
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5.6. RASPUNSUL SISTEMELOR ELEMENTARE

In cele ce urmeaza vor fi calculate, interpretate si analizate raspunsurile
indiciale ale sistemelor liniare elementare de ordinul unu s1 doi.
5.6.1. Sistemul pur integral

Sistemul pur integral de ordinul unu, cu factorul de proportionalitate K si
constanta de timp integrala 7;, are modelul I-E de forma

dy _
T 0 =Ku (60)
st functia de transfer
K
= . 61
Gls)= (61)

1

Sistemul are raspunsul pondere in forma de treapta (fig. 5.5):

4. K. K
N=L [—]=—, 62
s0=L7 =7 (62)
raspunsul indicial in forma de rampa:
1 K . Kt
hO)=L [ 2. ]1="0 63
) [T,-s2 T (63)
si raspunsul la intrare rampa unitara, u=¢-1(¢), in forma de parabola:
i K . K£
h()=L 2 ]="0 64
1( ) [T;.S3 27; ( )
y Ay(2)

h(E)

giL)
KT '

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2

I
I
|

0 | i

Fig. 5.5. Raspunsurile sistemului pur integral de ordinul unu.

Sistemele fizice pot fi pur integrale pe un domeniu limitat de variatie a
marimii de iesire, care se invecineaza intotdeauna, la ambele capete, cu
domenii de neliniaritate tip saturatie sau blocare. In consecinta, raspunsurile la
intrare treaptd sau rampa ale sistemelor fizice de tip integral sunt marginite.
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Un sistem fizic constituit dintr-un rezervor cilindric de acumulare a
lichidului si avand ca marime de iesire nivelul din rezervor, iar ca marimi de
intrare debitul de lichid admis si debitul de lichid evacuat, are ambele canale
intrare-iesire de tip pur integral.

5.6.2. Sistemul de intarziere de ordinul unu

Sistemul de Intarziere de ordinul unu este cel mai simplu sistem dinamic
de tip proportional. Acesta are modelul dinamic

Tl%-l—yzKu, 1,>0, (65)
modelul stationar
yv=Ku (66)
st functia de transfer
K
G(8)=—7—+ 67
=For (67)

unde K este factorul static de proportionalitate, iar 7; - constanta de timp de

intarziere.
Functia indiciala 4(¢) are urmatoarele proprietati (fig. 5.6):

b

7(0)=G(®)=0, K(0:)=lim SG(S):];

S§—> 0 1

ho)=G(0)=K , T,ys~3T,.

G CORSEr

KT

Fig. 5.6. Raspunsurile sistemului de intarziere de ordinul unu.

Functia pondere g(#), functia indiciald A(¢) si raspunsul #,(f) la intrare rampa

unitara se calculeaza astfel:
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e KK
20=L =g (68)
-y K -l T ~/T;
h(t)=L [W]ZK[» s TsAl —e ), (69)
_~1r K _T T ol
h()=L [—SZ(T1S+1)] ( ). (70)

Functia indiciald A(¢) tinde simplu exponential si concav spre valoarea
finald K, atingdnd valorile 0,95K si 0,98K respectiv la momentele de timp

Tos=3T, st T,e=3,917,. Timpii de stabilizare T,,5 si 7T, caracterizeaza

durata regimului tranzitoriu (timpul de raspuns) si permit o interpretare
geometrica simpld a constantei de timp 7;. Altd interpretare geometrica a

constantei de timp 7; este ilustratd in fig. 5.7, in care segmentul AC este
tangent la exponentiala A(f) in punctul A situat arbitrar pe exponentiala. In
cazul 7,<0, raspunsul indicial al sistemului este nemadrginit (sistemul este

instabil).

37 ¢

Fig. 5.7. Interpretari geometrice ale constantei de timp T, .

Pentru intrarea sinusoidala de tip original u=sinw¢-1(¢), rezulta

2
Y(s)=—y 28 K eh +5 aﬂ;s),
(s°+0)(Tis+1) 1+a)T Tys+1
Wt )_ 2Tz(a)Te M ysinwt—oTjcosot)

1
=M (w) [e_t/T1 sina+sin(wt—a)],

unde
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K
M(@)=——, tgoa=ol], ae(O,% )
JI+@’T?
In regim sinusoidal permanent, raspunsul sistemului (obtinut prin eliminarea
componentei tranzitorii ce tinde exponential la zero) are expresia

y,O)=M(w)sin(wt-a).

Sub aspect dinamic, traductoarele din componenta dispozitivelor de
masurare ale unui proces fizic sunt considerate sisteme de intarziere de ordinul
unu dacd valoarea constantei de timp de intarziere a traductorului este
relevanta in raport cu cea a procesului (dacd valoarea constantei de timp este
neglijabila, traductorul este considerat de tip static, adica de ordinul zero si cu
raspuns instantaneu).

5.6.3. Sistemul derivativ de ordinul unu

Sistemul derivativ de ordinul unu are modelul dinamic

ILiy+y=KTu, T,>0, (71)
modelul stationar
y=0
s1 functia de transfer
_x LS
G(s)=K Toil” (72)

unde K este factorul de proportionalitate, 7, constanta de timp derivativa si
T, constanta de timp de intarziere.
Functia indiciald A(¢) are urmatoarele proprietati (fig. 5.8):

WO)=GE)=K L, h@)=G(0)=0, Tsx3T,.
1

Sistemul are functia pondere

1

Tgs g Ta e Lips oy 1
]_KTIL [1 TiS‘f‘l]_KTI[é‘O(Z‘) Tie ]9

Tis+1

g=CLT"[K

si functia indiciala
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T T
Wy=L [K—4 1=K -de "l 73

Ty
I

si valoarea finala zero, sistemul derivativ de ordinul unu este frecvent utilizat

Avand raspunsul indicial A(f) de tip ,,impuls”, cu valoarea initiala K

in practica la generarea semnalelor de comanda cu caracter anticipativ (cazul
componentei derivative a algoritmului PID). Timpul de stabilizare 7, la care

I

h(t) scade cu 95% din valoarea initiala (exponentiala e scade de la

valoarea initiala 1 la valoarea e_3z0,05) este aproximativ egal cu 37;.

3
T

Rt

ra

¢

0 Tz

Fig. 5.8. Raspunsul indicial al sistemului derivativ de ordinul unu.

Scriind functia de transfer sub forma

1
T1s+1)’

T
G(s)=K 74 (1-
(s) Tl(

rezultd ca sistemul derivativ de ordinul unu poate fi obtinut prin conectarea
paralel-opusd a unui sistem de tip static s1 a unui sistem de Intarziere de
ordinul unu, ambele avand acelasi factor de proportionalitate.

5.6.4. Sistemul de avans-intarziere de ordinul unu
Sistemul de avans-intarziere de ordinul unu are modelul dinamic
Ty+y=K(@u+u), T1,>0, (74)

modelul stationar
v=Ku

si functia de transfer
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G- (75)

unde K este factorul static de proportionalitate, 7;- constanta de timp de
intarziere, 1ar 7, - constanta de timp de avans. Efectul de avans este dominant
in cazul 7,>T,, iar efectul de intarziere este dominant in cazul 7,<7;.

Functia indiciala A(r) are urmatoarele proprietati (fig. 5.9):
h(0:)=G(0)= K , Wo)=G(0)=K,

. 3|T1—2'1|,0<11£2T1
SO I S/

Functia pondere si functia indiciald se calculeaza astfel:

8= L = 1L [+ =TT 0+ 0=,
o= =K l[i 2S+T1] KlI-(-3pe "],

In cazul 7, <0 (zerou pozitiv), cand sistemul nu este de fazd minima, din
h(0+)=K7,/T,<0 s1 h(0)=K, rezultd ca raspunsul indicial are la Inceput o

variatie bruscd de sens opus fatd de valoarea finala.

h(i)
'i'--]_.|I fi

Tl.fﬂ

Fig. 5.9. Raspunsul indicial al sistemului de avans-intdrziere de ordinul unu.

Sistemul de avans cu 7,>>T, este frecvent utilizat in generarea semnalelor

de comanda cu caracter anticipativ, deoarece raspunsul indicial are o valoare
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initiald de 7,/7; ori mai mare decat valoarea finala. Raportul 7,/7] reprezintd
factorul de magnitudine. Scriind functia de transfer sub forma
(7, —T))s

G(s)=K[1+
=K+

1,

se obtine functia de transfer a unui regulator de tip PD cu constanta de timp
derivativa 7,=7,—T,.

Scriind functia de transfer sub forma

rl/Tl—l)
Tis+1 77

G(s) :K(% -

rezultd cad sistemul de avans-intarziere de ordinul unu poate fi obtinut prin
conectarea paralel-opusa a unui sistem de tip static si a unui sistem de
intarziere de ordinul unu.

5.6.5. Sistemul de intarziere de ordinul doi

Sistemul de intarziere de ordinul doi are ecuatia diferentiala

42w y+0 y=Kaotu, ©,>0, £20, (76)
modelul stationar
y=Ku
si functia de transfer
2
G(s)=—r (77)

2 2
s+2¢w s+,

unde K este factorul static de proportionalitate, ¢ factorul de amortizare, iar
o, pulsatia naturala.

Deoarece excesul poli-zerouri este egal cu doi, functia indiciald A(f) este
continui in origine si tangenti la axa timpului, adica 4(0-)=%'(0-)=0. In plus,
avem h(0)=G(0)=K .

Functia de transfer a sistemului poate fi scrisa si sub forma

K
GS)= 53 >
Iy s +1s+1

unde 7; si 7, sunt constante de timp pozitive. In continuare, vom considera
K=1.
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Cazul 0<&é<1 (regim oscilant amortizat). La intrare treaptd unitara,

transformata Laplace a raspunsului sistemului are forma

Y(s) = a),f _l_ s+2ém, :l (s+éw,)+¢w,

s(s2+2§a)ns+a),f) s s2+2§a)ns+a),f S (s+§a)n)2+(a)n\/l—§2)2.

Cu notatiile
o, 1—52:a), E=cosa, ae(O,g),

raspunsul indicial devine astfel:

y(t):l—e_gw”t(cosa)t+ sinwt), (78)

1-¢&
We)=1- "

N

fiind de tip oscilant amortizat (fig. 5.10), cu pulsatia w<w, (cu atdt mai mica

sin(wt+a), (79)

cu cat factorul de amortizare este mai mare).

1 \M__q:d__\-—

|
|
|
|
0 ¢

Fig. 5.10. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi pentru 0<E<I.

Prin anularea derivatei raspunsului indicial

2

. W, - .

y(t)=—"¢ “n'Sinet ,
@

se obtin momentele de extrem

si valorile de extrem
y(tk) e 1 _ (_ l)k effa)n ZLk — 1 _ (_ l)k e*kTCCtg(Z ,

din care reiese ca punctele de extrem sunt situate pe exponentialele
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—& »
Sia(H)=1%e
Valoarea o, a “pulsului” k este

Pulsul maxim (depasirea maxima a valorii finale), cu expresia
—né

o, :e—nctga _exll—fz , (80)

se numeste suprareglaj sau supradepdsire, iar

5=1-23=1-5?
0

reprezinta gradul de amortizare a oscilatiilor (fig. 5.11).

1
- : :
e P bbb bbbt At Ry 7
N R S RIROELORE SECEECLE .
NGO 5 :
e R .
T
0 i i i +
0 0.2 0.4 0B n.a 1 &

Fig. 5.11. Dependenta suprareglajului o, si a gradului de amortizare & de factorul & .

Cazul £ =0 (regim oscilant intretinut). Sistemul are raspunsul indicial

2
S

=Lt

> ]=1-cosw,t, (81)
+ ®;

y()=L[—
s(s +a) ) S s

care este sinusoidal, cu amplitudinea constanta (egald cu 1) si cu pulsatia egala
cu pulsatia naturala e, (fig. 5.12).
Tinand sema de (9), pentru semnalul de intrare armonic u =cosw,t-1(¢),

se obtine raspunsul
— ' 1 .
yO) =L ]==0,L () |=50,1 t

caracterizat prin oscila‘gii sinusoidale cu amplitudinea liniar crescatoare in
timp.
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Y

0 2/ 60y, £

Fig. 5.12. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi,
pentru £=0 §i £=1.
Cazul £=1 (regim critic). Sistemul are raspunsul indicial

1 ot
y(t) [[ (S+ )2]_ [; S+(0 (S+C())2] 1- e (l+a)nt)'

Réspunsul indicial este strict crescator pentru >0 (fig. 5.12).

Cazul £>1 (regim supraamortizat). Deoarece polii functiei de transfer
(77) sunt reali si negativi, aceasta poate fi scrisa sub forma
1

G@ynzyﬂxgyﬂ), T>T,>0. (82)

Sistemul avand ordinul relativ doi, raspunsul indicial satisface doud conditii
initiale nule, fiind deci continuu si derivabil in origine (tangent la axa
timpului). In plus, raspunsului indicial este crescator si are o forma convex-
concavd, cu punct de inflexiune (fig. 5.13). Toate aceste proprietdti rezulta
intuitiv din reprezentarea sistemului sub forma unei conexiuni serie de doua
subsisteme de ordinul unu, cu functiile de transfer

1

1
Gl(s)_—Tls+l ) GZ(S)_—TZS+1'

Prin eliminarea termenului de gradul doi de la numitorul functiei de
transfer obtinem aproximatia

1

G(s)~
O~ T s+l
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care justifica formula
Tos~3(0+T5)

a timpului de stabilizare a raspunsului indicial.

Pentru k=T7,/T;<1, sistemul are raspunsul indicial

y(t)zl—ﬁe‘”l +£e‘ﬂ2 : (83)

Intre constantele de timp 7; si 7, ale sistemului si timpii ¢,, ¢ si T ai
raspunsului indicial (fig. 5.13) existd urmatoarea relatie de ordonare:

ty<T, <t,<T' —t,<T,<T'—t, . (84)

Parametrii y,, ¢,, ¢, T s1 T " pot fi determinati experimental din forma grafica

a raspunsului indicial. Daca se cunosc oricare doi dintre acesti parametri,
atunci se pot calcula constantele de timp 7] si 7,.

$(@)] e T —
S
1 i
J1
ot 4 :

Fig. 5.13. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi pentru £>1.

Cazul —1<¢&<0(regim oscilant instabil). Raspunsul indicial al sistemu-
lui este dat de relatiile (78) si (79), in care o e(n/2,n). Raspunsul indicial se

caracterizeaza prin oscilatii exponential crescatoare (fig. 5.14).

y(i)n

Fig. 5.14. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi pentru £<0.
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Cazul &<—1 (regim supraamortizat instabil). Functia de transfer poate fi

scrisa sub forma
1

T (Ts+)(Ts+1)

G(s) 1,<T,<0.
Raspunsul indicial, dat de relatia (83), este crescator si nemarginit (fig. 5.14).

5.6.6. Sistemul derivativ de ordinul doi

Sistemul derivativ de ordinul doi (cu poli reali negativi) are ecuatia

LT +(T+T)i+y=K Ty, O0<T,<T,, (85)
si functia de transfer
KT
Glsy= (86)
(Lis+1)(Tys+1)

unde 7 este constanta de timp derivativa, iar 7; si 7, sunt constantele de timp
de intarziere. De remarcat faptul ca pentru 7,=0, sistemul devine derivativ de
ordinul unu.

Functia indiciala A(f) are urmatoarele proprietati:

, . KT
h(0,)=G(x)=0, K'(0:)=limsG(s)=—-=,
$0 T,

h(0)=G(0)=0 .

Ca si1 sistemul derivativ de ordinul unu, sistemul derivativ de ordinul doi este
utilizat in generarea semnalelor de comanda cu caracter anticipativ, raspunsul
indicial fiind de tip ,,impuls”, deoarece creste in primele momente de la zero la
o valoare maximd (deci nu instantaneu, ca la sistemul derivativ de ordinul
unu), dupa care coboara spre zero (fig. 5.15). Acest comportament rezulta si
din faptul ca sistemul derivativ de ordinul doi poate fi obtinut prin conectarea
in serie a sistemului derivativ de ordinul unu cu functia de transfer

cu sistemul de intarziere de ordinul unu cu functia de transfer
1
T)s+l1

Gy(s)=

In cazul T,#7, si K=1, raspunsul indicial este dat de relatia:
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_ T T T
hoO=L (e e 7). (87)
(Gs+)(Tys 1) 1T,
Pentru 7,=T7, , raspunsul indicial are expresia
t
T Tt 7
h(t) =L [—2—]=—4".¢ 1. 88
O=L = (88)
Valoarea maxima, atinsd la momentul 7=7}, este data de formula
T
hmax:_d‘ (89)
T,
'Egllu
15

o

Fig. 5.15. Raspunsul indicial al sistemului derivativ de ordinul doi cu K =1 s1 T} =T, =1,
pentru diferite valori ale constantei de timp derivative T .

5.6.7. Sistemul de avans-intarziere de ordinul doi

Sistemul de avans-intarziere de ordinul doi are ecuatia

ILy+(I+L)y+y=K(ru+u), 0<L<T, (90)
s1 functia de transfer
K(r;s+1
G(S): (TIS ) , (9 1)
(Tis+1)(Tys+1)

unde 7, este constanta de timp de avans, iar 7; si 7, sunt constantele de timp
de intarziere. Pentru 7,=7,, sistemul devine de intarziere de ordinul unu, cu

functia de transfer

Ts+l
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Sistemul de avans-intarziere de ordinul doi poate fi obtinut prin
conectarea in serie a unui sistem de avans-intarziere de ordinul unu avand
functia de transfer

K(rs+1)

G (5)=—15+)
I(S) TiS"‘l ’

cu un sistem de Intarziere de ordinul unu avand functia de transfer

1
Tys+1

G,y(s)=

Prin urmare, raspunsul la o intrare datd a sistemului de avans-intarziere de
ordinul doi este mai lent decat raspunsul sistemului de avans-intarziere de
ordinul unu cu functia de transfer G(s). Pentru 7,=0, sistemul devine de
avans-intarziere de ordinul unu.

Functia indiciala 4(¢) are urmatoarele proprietéti (fig. 5.16):

7(02)=G(e0)=0, h'(0+)=limsG(s)=%, h(0)=G(0)=K .
§—>0 142

Fig. 5.16. Raspunsul indicial al sistemului de avans-intdrziere de ordinul doi cu K=1,

pentru diferite valori ale constantei de timp de avans t,.

In cazul K=1 si1 7,>7,>0, raspunsul indicial este dat de relatia

t t
Tl_Tl_ Tl_Tl_Tz_e 15)

7,5 +1 =1+

h=L"
O Lgssas+n) 571 11
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Pentru 0<7,<max{7;,7,}, raspunsul indicial este crescator, iar pentru
7, >max {1}, T,}, are suprareglajul (supradepasirea)
1 1
o=@y T,-1)" "N /1, -1) 2 (92)

Formula suprareglajului se obtine tindnd seama ca ecuatia A(f)=0 are solutia
t, data de relatia
2 1 Tl/]E-_l

ty= : 93
o T T, 7T,-1 ©3)

Sistemul de avans de ordinul doi, cu 7;>max{7;,7,}, este utilizat in

generarea semnalelor de comanda cu caracter anticipativ, deoarece raspunsul
indicial creste in primele momente la o valoare mai mare decat valoarea sa
finala. Cresterea este insa mult mai lina decat la sistemele de avans de ordinul
unu (unde cresterea este brusca).

In cazul 7;=T7, , raspunsul indicial are expresia

1 1 T -1, ¢ T
W= 2 g=2o A DTN @y Lope B
( ) [S(]]S_Fl)z] B ]HS—Fl (]ﬂ ) [( )7] ]

Daci 7,>T,=T,, atunci din ecuatia /(r)=0 rezulti solutia

xT T
ty=—L, x=-1>1,
0 x-1 T,

—x
si suprareglajul o=(x—1)-e ™ (fig. 5.17) . Pentru x>4, avem o~ 08+)62—§1

0.2

1 J P U S U O

06 f-----

05k-----
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Fig. 5.17. Dependenta suprareglajului o in functie de raportul x=t,/T,, pentru T, =T, .
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5.7. SISTEME CU TIMP MORT
Sistemul continuu pur proportional cu timp mort are modelul
yt)=Ku(t-7), (94)
si functia de transfer
G(s)=Ke ™, (95)

unde K este factorul de proportionalitate si = timpul mort (7>0). Pentru
K =1, obtinem sistemul pur timp mort:

Gi(s)=¢e ™. (96)
Similar, sistemul continuu de intdrziere de ordinul unu cu timp mort are
modelul
Ty y()+y(t)=Ku(t-7), o7
si functia de transfer
Ke™
G(s)= Tstl (98)

Sistemele continue cu timp mort sunt sisteme infinit dimensionale,
functia de transfer a unui sistem cu timp mort putdnd fi doar aproximata
printr-o functie rationala de ordin finit. Tinand seama ca

s 12s?

4o,
1! 2!

functia de transfer (96) a sistemului pur timp mort poate fi aproximata cu
functie rationald de tipul n+0

1

s 122 rhsn’

S T
1! 2! n!

G(s) = (99)

1+

avand numitorul de gradul » si numaratorul de gradul 0. Functia rationala de
ordinul n care aproximeaza cel mai bine functia de transfer G, (s)=e™*° este

insd una simplu proprie, cu numaratorul si numitorul de gradul »:

1+bys +bys? +---+b,s"

1(s) =

. 100
1+ aps +ays® +--+a,s" (100)
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Coeficientii a; si b; pot fi determinati pe baza relatiei

1 _ 1+bstbys? ot bs"
2.2 = 2 n’
1+%+72s' L. Fastayst £tas

astfel incat dezvoltarile in jurul originii ale functiilor
a(s)=1+ais +ars® +---+a,s"
si

T8 T2S2 T3S3

b(s)=(1+ bys +bys* +---+b,s")(1 +  TRURC TR TR
sd coincida pana la ordinul maxim posibil, egal cu 2#; altfel spus, termenii cu
puterile s°,s', ... ,s*" ailui a(s) si b(s) si fie egali. Procedand astfel, obtinem

asa numita aproximatie Padé de ordinul n, cu:

(n-1)(n=2)---(n-i+l) 7'

= L b=(-1)q. 101
S on—1)2n—-2)--@n—i+1) i! (-1)a (101)
In particular, avem:
s o5, Tt
GHs)=—2, GFH)=—2—1L;, (102)
1+ s, s
2 1+ 5 + 2
_E T2S2 _ T3S3
GI(s)=—2 10120 (103)
LR
2710 T 120

Precizia de aproximare a timpului mort este cu atit mai ridicatd cu cét
ordinul » este mai mare (fig. 5.18 si fig. 5.19). Réspunsul indicial al
aproximatiei Padé de ordinul » are valoarea initiala

H0-)=lim G#*”(s)zz—”:(—l)”. (104)

In zona timpului mort (cuprinsd intre 0 s1 7), raspunsul indicial oscileaza in
jurul valorii zero, intersectand de »n ori axa timpului. La sistemele dinamice,
aceste oscilatii sunt puternic atenuate, cu atdt mai mult cu cat ordinul
aproximatiei Padé si raportul intre constanta de timp de intarziere dominanta si
timpul mort au valori mai ridicate (fig. 5.20 si fig. 5.21). In majoritatea
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aplicatiilor, ordinul » al aproximatiei Padé se alege in gama 4...10. O valoare

prea mare a lui n creste dimensiunea sistemului, deci complexitatea
calculelor.

Rit)

o

4
AN

0 \/ N t

0.5

a1t

Fig. 5.18. Raspunsurile indiciale ale sistemului cu functia de transfer G(s) = ¢~
si ale aproximatiei Padé de ordinul n=5.

R(t)
A A
DUUVVS t

Fig. 5.19. Raspunsurile indiciale ale sistemului cu functia de transfer G(s) = ¢ %

si ale aproximatiei Padé de ordinul n=10.

R(E)

1
ner
06+
0.4r¢

02

1] ] 10 15 20 25 ¢

Fig. 5.20. Raspunsul indicial al aproximatiei Padé de ordinul n=5

—5s
a sistemului cu functia de transfer G(s)zse e
s
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R(E)
1

0.
0.6
0.4

nz

a ] 10 15 20 25 1

Fig. 5.21. Raspunsul indicial al aproximatiei Padé de ordinul n=38

e—5s

S5s+1°

a sistemului cu functia de transfer G(s)=

B [n MATLAB, introducerea timpului mort 7 pentru un sistem sis deja definit se
face astfel:
sis.iodelay=T;

Apelata sub forma

sis] = pade(sis,n);

functia pade returneaza sistemul fara timp mort (cu functia de transfer rationald) sis1 care

Ts

aproximeaza sistemul cu timp mort sis, prin inlocuirea exponentialei e~ a sistemului sis

cu rationala Padé de ordinul 7.
Coeficientii numaratorului §i numitorului rationalei Padé de ordinul » pot fi
determinati cu functia pade, apelata sub forma

[num, den] = pade(T,n);

5.8. REDUCEREA SISTEMELOR DE TIP I-E

Metodele de tip operational pentru reducerea sistemelor sunt mai simple
si mai usor de aplicat decat cele din domeniul timpului.

5.8.1. Metoda Padé

Metoda Padé (cunoscutd si ca metoda momentului) este utilizata la
reducerea sistemelor stabile, cu si fard timp mort. In cadrul acestei metode,
unele cazuri de reducere fortatd pot conduce la erori de aproximare
semnificative, inclusiv de neconservare a proprietatilor de faza minima sau de
stabilitate.
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La baza metodei de reducere Padé este idea ca dezvoltarile in serie Mac-
Laurin (in jurul originii) ale functiei de transfer G(s) si functiei de transfer

reduse G, (s) sd coincidd pand la un ordin j cit mai mare posibil, adica

GY0)=GY0), i=0, ;. (105)

Relatiile (105) sunt o consecinta a formulei de dezvoltare a unei functii in
serie de puteri:

'0 ”O '”O
f(S):f(0)+f1(! )”fz(! )S2+f3f s

+ ...

Pe de alta parte, momentul de ordinul k al functiei pondere g(¢) are
expresia
M(g)=], t"g()dt. (106)

Din formula transformatei Laplace a functiei pondere, anume

Gls)=[; g0y e™dr,

prin derivarea succesiva a G(s), obtinem urmatoarea formuld a momentului de

ordinul % :
M (@)=CD'GY(s)| ., (107)

valabild atunci cand G(s) are numitorul hurwitzian. In conformitate cu
relatiile (105) si (107), metoda de reducere Padé¢ de ordinul ; asigura
egalitatea momentelor M, M,,...,M; ale functiei pondere a sistemului dat
respective cu momentele corespunzatoare ale functiei pondere a sistemului
redus.
Atunci cand G(s) st G,.(s) sunt functii rationale, adica
G5)="2 | G()=")
p(s) 1)
unde 7(s), p(s), r(s) si p,(s) sunt polinoame, reducerea Padé poate fi
realizata punand conditia ca ordinul de coincidenta j al functiile polinomiale

Sils)=r(s)-pi(s),  f2(s)=p(s)-r(s)
sa fie maxim. In acest fel, functia polinomiald f(s)= f,(s)— f>(s) va contine

numai puteri ale variabilei s mai mari decat s/. Spre exemplificare, functiei
de transfer
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1
(L +1)(Tos+1)---(Ts+1)°

G(s) (108)

cu ordinul n>2 i cu toate constantele de timp positive, 1 se pot asocia
functiile de transfer reduse

1

Gr1=—S1S e (109)
1

Go(s)=———— 110
r25) Sys2+ 85 +1 (119)

1-(S,/S)) s
Gy3(5)= Pl (111)

(S, —S,/8,) s+1

1-(S,/S,) s
Grafs)= 2/5) , (112)

(S, —5,85/8,) 2 +(S,—85/8,) s+1
unde

Si=2T, $=XT0,, S$=YXTDLT;. (113)

Dupd cum se observa, functiile de transfer reduse G,; si G,, au cite un zerou

pozitiv, deci nu sunt de fazd minima. In consecintd, este preferabil sd utilizam
formele reduse G,; s1 G,, .

Tot prin metoda Padé, functiei de transfer

7s+1

G(s)= I,>7,20 114
O = T (s D) (Tee1) =117020- (114)
1 se pot asocia functiile de transfer reduse
1
Gi=——, 115
(S, —1)s+1 (115)
1
G a(s)= (116)

(S, 7S, +7)s% +(S; 7, )s+1
La sistemele cu timp mort cu functiile de transfer

_r(s)e™ _ r(s)e ™
0w YT e

reducerea se realizeaza astfel incat functiile

b
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_ 2.2
o D s

+e A ] (9) pi(s),  fo(s)=p(s)ri(s)

sa aiba ordinul de coincidenta maxim.

Observatii. 1°. De reguli, formele de transfer reduse sunt acceptabile
atunci cand conserva proprietatile de stabilitate si faza minima (fara zerouri cu
partea reala pozitiva) ale sistemului initial.

2" Aproximarea

(Ls+) (s +D)~(T+T,)s+1,

care presupune neglijarea termenului in s, este mai buni atunci cind una

dintre cele doua constante de timp este neglijabila fatd de cealalta.

3", De reguld, metoda Padé de reducere a sistemelor fird timp mort are un
grad de precizie mai ridicat atunci cind:

(a) excesul poli-zerouri al functiei de transfer reduse este egal cu cel al
functiei de transfer initiale;

(b) sistemul initial are cel putin o constantd de timp de intarziere cu
valoarea neglijabila fatd de cea a constantei de timp principale.

5.8.2. Metoda eliminarii partii rapide

Metoda de reducere consta in eliminarea modurilor rapide de tip paralel
sau serial. Pentru a descrie aceste metode, vom considera sistemul X
monovariabil si cu toti polii distincti astfel incat:

0>Rep,>2Rep,>---=Rep,,. (117)

Mai intai se aduce functia de transfer la forma

()

O = GG p G )

(118)

unde r(s) este un polinom de gradul m<j si Rep;,; < Rep;. Sistemul redus
are functia de transfer

r(s) 1
(s=p)(s=p2)+(s=p) P pjs) = (pa)’

G(s) = (119)

care satisface G,,(0)=G(0), deci are acelasi factor static de proportionalitate

ca sistemul initial.
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Considerand sistemul initial ca fiind o conexiune serie formata din
subsistemul cu functia de transfer G,i(s) si subsistemul filtru rapid cu functia

de transfer
(=pj+)(=pj+2) - (—=pn)
(s=pjs)(s—pjs2)--(s—pu)’

Gri(s) = (120)
care satisface proprietatea G (0)=1, reducerea sistemului echivaleazad cu
eliminarea filtrului G(s). Metoda de reducere a sistemului prin eliminarea

modurilor rapide de tip serial asigurd conservarea proprietatii de fazd minima.
La metoda de reducere a sistemului prin eliminarea modurilor rapide de

tip paralel, functia de transfer se scrie sub forma
a a; a; a

Loy LMy T (121)
S=py S=p; S=Pjn =Py

G(s)=d+

Daca Rep;,; < Rep;, reducerea sistemului cu functia de transfer G(s) se face

prin eliminarea ultimelor n—; moduri rapide, astfel incat cele doua sisteme sa
aiba acelasi factor static de proportionalitate, adica G(0) = G,.(0):

a a
G(s)=dt— g gt (Cpy Oy (122)
s—p, S=p; Py Pa

Prin neglijarea dinamicii modurilor rapide de tip paralel este posibil ca un
sistem de fazd minima cu functia de transfer G(s) sd se transforme Intr-un

sistem redus care sa nu mai fie de fazd minima, adicd G,(s) sa aiba zerouri cu

partea reala pozitiva.

5.9. REALIZAREA SISTEMELOR CONTINUE

Se numegste realizare a unui sistem liniar continuu cu functia de transfer
rationala proprie G(s) orice sistem monovariabil X(A,B,C,D) care are

functia de transfer egala cu G(s), adica verifica relatia
C(sI- A)~'B+ D =G(s). (123)

Deoarece doua sisteme echivalente I-S-E au aceeasi functie de transfer,
rezultd ca toate sistemele echivalente cu 2(A,B,C,D) sunt, de asemenea,

realizdri ale lui G(s). Unei functii rationale strict proprii G(s) 1i corespunde o
realizare cu D =0, care va fi notata X(4,B,C).
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Sistemele X(4,B,C) si X(47,CT,BT) se numesc sisteme duale. Doui sisteme

duale sunt echivalente I-E, deci sunt realizdri ale aceleiasi functii de transfer.
Intr-adevar, dacd C(sI- 4)~'B=G(s), atunci

BT (s1- AT)"ICT =[C(sI- A)'B]" = G(s)T =G(5).
Realizarea standard controlabila. Functiei rationale

b, " +...+ bs+b,
n—1 0

= 124
Gls) s"+a, 15"+ aps+ag (124)
ii corespunde realizarea standard controlabila (RSC)
"0 1 0 --- 0 [0 ]
0O 0 1 - 0 0
A= ¢ b b o B[], C=[by by buy] - (125)
0 0 O 1 0
__ao _al _a2 cee _an—l_ i 1 i

Cu notatiile Z(s)=[1 s --- s" 1] si
p(s)=s"+a, s"+--+as+ay,

CcC-Z
(5) . Pentru a demonstra ca

functia G(s) poate fi scrisd sub forma G(s)=

Y(A4,B,C) este o realizare a functiei G(s), adicd C(sI-A)"'B=G(s), este
Z
suficient si aratim ci (sI- A)"'B= Zs) , adicd
p(s)
p($)B=(sI-A)Z(s).

Intr-adevar, avem

s -1 0 - o ]| 1 0 |
0O s -1 - 0 S 0
(sI=A)Z(s)=| + e c|l=| * | =p(s)B.
o o o - - §"2 0
L ay a a, ... sta,;||s"! | p(s)

Realizarea standard observabila. Functiei rationale (124) ii corespunde
realizarea standard observabila (RSO)
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A=[01 - 0 —a, |, B=| b, |, C=[00--0 1]. (126)
_0 0 - 1 Ay | L bn—l_

In mod evident, realizarea standard observabilda (126) si realizarea
standard controlabila (125) sunt realizari duale.

Realizarea modala. Functiei rationale cu poli simpli (reali sau complexi)

(&) Cy

G(s)=%+S_S2+...+S_Sn , (127)
i1 corespunde realizarea modala (RM)
s 0 0 1
e T - N N FOR PR ) (128)
00 -s 1

Realizarea modala poate fi obtinuta scriind relatia intrare-iesire sub forma

aU(s) N cU(s) ey c,U(s)
s—8  S—8, 5=,

Y(s) =

si introducand starile

Rezulta
SXi(S):SiXi(S)+U(S)9 i:1,2,'“,n

Y(s) = X (8)+ . Xo(8) ++-+¢, X, (5),

iar prin aplicarea transformarii inverse Laplace, obtinem

X, =SX +u, i=12,---,n
y=ClX1+sz2 +"'+Cnxn N
adica

X=AX+Bu, y=CX,

cu A, B, C de forma (128).
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Daca polii s,, s, si coeficientii ¢, ¢, sunt numere complex conjugate,

adica
qﬂzaijb, c

lgzcijd,

atunci blocurile asociate celor doi poli in matricele 4, B, C cu forma (128)
pot fi inlocuite astfel:

[ S s ) o[l

C:[c+jd c—jd]l« [c d].

Alegand starile
Xi(s):w, i=12,--,n,
§—3;
obtinem forma modala duala
51 0 0 G
a=|0%2 % g2 c-p1) (129)
00 | s, c:n

Realizarea seriala. Functiei rationale
by

G(s)= (130)
(s=s)(5—587) (s —5,)
i1 corespunde realizarea seriala (RS)
sy 0 -~ 0 0] (1]
ls,---00 0
A={0 1 ---00|, B=[{0]|, C=[00--0 b (131)
100 --1s,| | 0 |

Realizarea se obtine pe baza urmatoarelor relatii de definire a variabilelor
de stare

w@,Xﬁﬁ e, X (5)=

Xi(s)=
5—S5 5=S5, s

(132)

X(s) X,a(s)
—-s

n
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Prin inmultirea relatiilor (132), rezulta

U(s) _GEU(s)

)= )6 o) by

deci
Y(s)=G(s)U(s)=byX ,(s).
Realizarea seriala (132) isi mentine forma si in cazul polilor multipli.
Daca polii s; s1 s, sunt complex-conjugati, adica
Sip=a*jb,

atunci celulele corespunzatoare din matricele 4 si B pot fi inlocuite astfel:
51 0 2a —a*-b? [1} 1 [1}
— , —— . 133
{1 sj [1 0 } 0| a?+b2%|0 (133)

Observatii 1°. Daci G(s) este o functie de transfer de ordinul »

ireductibild, atunci orice realizare de ordinul n este o realizare minimala (nu

existd o altd realizare de ordin mai mic). Toate realizarile minimale ale
functiei G(s) sunt echivalente I-S-E, iar toate realizdrile functiei G(s) sunt

echivalente I-E (deoarece au aceeasi functie de transfer, deci acelasi raspuns
fortat la o intrare comuna de tip original). Sistemul monovariabil de tip [-S-E
cu ecuatiile

b

X =AX +Bu
y=CX
este minimal dacd si numai daca functia de transfer G(s)=C(sI-4)"'B este
ireductibila.
2°. In cazul unui sistem multivariabil strict propriu cu m intrari si p

iesiri, matricea de transfer poate fi scrisa sub forma (36). Matricei de transfer
G(s) 1 se poate asocia realizarea standard controlabila cu dimensiunea mn

0, 1, 0, 0,, 0,,
0, 0, I, - 0, 0,,
A=| : P b L B=| i |, C=[Ky Ky - K],
0, 0, 0, L, 0,,
oL, —arl, a5, . —a ], L L, |
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cu A, B, C respectivde tipul mnxmn, mnxm, pxmn.
De asemenea, matricei de transfer G(s) 1 se poate asocia realizarea
standard observabila cu dimensiunea pn

0, 0, 0, -al, K,
I, 0, 0, —al, K,

A=|0, I, 0, @l, |, B=| K, |. C=[0,0,-0,1,],
1 0, 0p I, -anl,] L K]

cu A, B, C respectiv de tipul pnxpn, pnxm, pxpn.

Ca si la sistemele monovariabile, toate realizarile matricei de transfer
G(s) sunt echivalente I-E, iar realizarile minimale sunt echivalente I-S-E.

Observatia 3°. In cazul unui sistem multivariabil (MIMO) de tip I-S-E,
matricea
C,=|B 4B --- A"'B] (134)

este matricea de controlabilitate (de tipul nxmn), 1ar matricea

C

0,-|" (135)

cAm

este matricea de obseervabilitate (de tipul pnxn). In conformitate cu
teorema de minimalitate a sistemelor de tip I-S-E, un sistem X(A,B,C,D) de
ordinul n este minimal daca §i numai daca matricele de controlabilitate §i de
observabilitate au rangul n .

Pentru aducerea la forma minimala a unui sistem neminimal
2(4,B,C,D), se poate proceda astfel:

- se verifica faptul ca cel putin una dintre matricele C, si O, are rangul
mai mic decat n;

- se calculeaza functia (matricea) de transfer si se aduce la forma
ireductibila;

- se determina o realizare minimala.
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B In MATLAB, matricele de controlabilitate si de observabilitate se obtin cu functiile
ctrb si obsv astfel:
Cn=ctrb(A,B); Qn=0bsv(A,C);
Rangul » al matricei de controlabilitate (egal cu ordinul maxim al minorilor matricei) se
poate afla cu functia rank(Cn). Partea controlabild X .(A4.,B,.,C.) a sistemului X(4,B,C)

c*sPc o
se obtine cu functia ctrbf aplicata astfel:
[A1,B1,Cl1]=ctrbf(A,B,C);
Sistemul X,(A41, B1,Cl), echivalent I-S-E cu sistemul X(A4,B,C), are parametrii matriceali
sub forma
A, O 0
Al= , Bl= , Cl1=[C; C.].
A21 Ac Bc
Matricele A, Bc i C. se pot obtine respectiv din matricele Al, B1, C1, astfel:
Ac=Al(n-r+1:n, n-r+1:n);
Bce=Bl(n-r+1:m,:);
Cc=CI1(:,n-r+1:n);

Pentru aducerea unui sistem sis la forma minimala sism se utilizeaza functia minreal:

sism=minreal(sis).

5.10. SISTEME CONTINUE MONOTONICE

Conform teoremei fundamentale a sistemelor monotonice (paragraful

3.5), un sistem liniar, invariant si monovariabil este C-monotonic daca si
numai dacd are functia pondere g(#)>0 pentru >0, sau, echivalent, daca si

numai daca are functia indiciald A(f) crescatoare.

In continuare, ne vom referi numai la sistemele continue liniare. In mod
evident, daca un sistem cu functia de transfer G(s) este C-monotonic, atunci

sistemul cu functia de transfer —G(s) este D-monotonic.

Teorema 1 de conservare a monotonicitatii. Un sistem liniar continuu
monotonic isi conserva proprietatea de monotonicitate prin:

a) micsorarea unei constante de timp de avans pozitive®;

. . . . A A .. 3
b) marirea unei constante de timp de intdrziere pozitive’.

> Micsorarea unei constante de timp de avans T, constd in inlocuirea factorului 7is+1 de la

numdratorul functiei de transfer cu T,s+1, unde 0<7, <7, .

* Mirirea unei constante de timp de intarziere 7, constd in inlocuirea factorului Tys+1 de la

numitorul functiei de transfer cu 7js+1, unde 7;>T7,20.
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Pentru demonstrarea teoremei, consideram un sistem X de tip
C-monotonic, cu functia de transfer G(s) si constanta de timp de avans 7,

7,>0. Prin inlocuirea constantei de timp 7, cu 7, (0<7,<T;), obtinem
sistemul X cu functia de transfer

I)s+1

=7

G(s), 0<T,<T,. (136)

Similar, presupundnd ca G(s) are constanta de timp de intarziere 7, (7,20),
prin inlocuirea ei cu 7] (7;>T7,), obtinem sistemul X cu functia de transfer
(136). Astfel, demonstrarea Teoremei 1 de conservare a monotonicitdtii se
reduce la a arata ca sistemul X cu functia de transfer G(s) este monotonic.
Acest lucru este adevarat deoarece sistemul 2 este o conexiune serie de doud
subsisteme C-monotonice: subsistemul de avans-intarziere de ordinul unu cu
functia de transfer

Is+1

Iis+1

Gy(s)=

si subsistemul X cu functia de transfer G(s).

Teorema 2 de conservare a monotonicitatii. Un sistem liniar continuu
monotonic i§i conserva proprietatea de monotonicitate prin:

a) contractarea inversd® a doud constante de timp de avans pozitive ;

b) dispersarea inversd® a doud constante de timp de intirziere pozitive.

Pentru demonstrarea teoremei, consideram un sistem X de tip
C-monotonic, cu functia de transfer G(s). Presupunem ca G(s) are constantele
de timp de avans 7, §i 7, (7,>7,>0). Prin contractarea inversa a celor doua

constante de timp de avans 7, i 7,, obtinem sistemul X cu functia de transfer

(Tis+1)(Tys +1)

Gls)= (rs+1) (1,5 +1)

G(s), (137)

unde

* Prin contractarea inversd a doud numere pozitive a si b (a>b) se intelege inlocuirea acestora cu
numerele pozitive ¢ si d astfel incdt a>c>d>b si a '+b'=c+d 7.

> Prin dispersarea inversd a doua numere pozitive ¢ si d (c¢>d ) se intelege inlocuirea acestora cu
numerele pozitive a si b astfel inct a>c>d>b si a '+b '=c'+d7".
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7, >12T,>71,>0, T7'+0 ' =r1+2350.

De asemenea, presupunand ca G(s) are constantele de timp de intarziere 7, si
T, (T, 2T, >0), prin dispersarea inversa a acestora obtinem sistemul 2 cu

functia de transfer (137). Astfel, demonstrarea Teoremei 2 de conservare a
monotonicitatii se reduce la a ardta ca sistemul X cu functia de transfer G(s)
este monotonic. Acest lucru este adevdrat deoarece sistemul X este o
conexiune serie de doud subsisteme C-monotonice: subsistemul de avans-
intarziere de ordinul doi cu functia de transfer

(Tis+1)(T,s+1)
(rs+D) (7,5 +1)

Gy(s)= (138)

si subsistemul X cu functia de transfer G(s). Primul subsistem este
C-monotonic deoarece

—1p-1_ —1.—1

I'Ty —1 0

T-T71G () = 775! +
UL G =T (r,5 + D)(zo5 + 1)

s
L =o' = T = (T T = D= (0 = (T =7 ) >0.
Observatii 1°. Sistemul cu functia de transfer

(rs+D(zys+1)-- (7,5 +1)
Ts+ ) (Ts ) (D5 +1)

G(s)= (139)

este C-monotonic daca

I,27;20, i=12,...,n.

Aceasta proprietate este adevarata deoarece sistemul poate fi reprezentat ca o
conexiune serie de n subsisteme C-monotonice cu functiile de transfer

7,5+1

G(s)= :
=i

i=L2,...,n.

0 . . . .
2", Sistemul cu functia de transfer (139) si toate constantele de timp

pozitive este un sistem nemonotonic in cazul in care cea mai mare constanta

de timp este una de avans. Pentru a demonstra aceastd proprietate in cazul

constantelor de timp distincte, sa consideram
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., >1,>T,>--->T >0

s1 sa presupunem, prin reducere la absurd, cd sistemul este monotonic. In
conformitate cu Teorema 1 de conservare a monotonicitatii, sistemul cu
functia de transfer

T +1

)= T D s+ (T s +1)

este, de asemenea, C-monotonic. Din descompunerea in fractii simple

G, , LG, ., LG,

G = s
i(8) Iis+1 T,s+1 ITs+1

rezulta ca functia pondere are expresia
/T, /T, /T,
gl(t)zcle 1+C26 2+"'+Cne 71’

care satisface proprietatea

1 T
a4
ﬂ( E)

T T
1-22)...(1=-=2
(=)=

1

<0.

lime""g,(t)=C, =
—0

Deoarece functia pondere nu satisface proprietatea g,(f)=0 pentru orice =0,
sistemul cu functia de transfer G,(s) nu este C-monotonic, ceea ce reprezintd o

contradictie.

0 . e
3". Pe baza Teoremei 2 de conservare a monotonicitatii, putem demonstra
prin metoda inductiei urmatoarea propozitie:

Propozitia 1. Daca
n21,2--27.>0, [205,2---2T >0

si
|
o =217,

il >+

il ek 2 A T e T

atunci sistemul cu functia de transfer
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(715+1)(Z'2S+1)-..(2-rs+1) <
(Tis+D)(Ls+1)---(T,s+1)° r<m,

G(s)= (140)

este C-monotonic.

Propozitia 1 poate fi reformulatd dupa cum urmeaza:

Propozitia 1°. Daca ay,a,,...,a, §i b,b,,...,b. (r<n) sunt numere
reale astfel incat

0<b <b,<--<h

r

si

atunci sistemul cu functia de transfer

(s+b)(s+b,)---(s+b,)
(s+a)(s+a,)(s+a,)’ r<

G(s)= n, (141)

este C-monotonic.

5.11. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 5.1. Sa se calculeze functia de transfer, raspunsul indicial si raspunsul
pondere ale sistemului cu modelul

8y+6y+y=8u+2u.
Este sistemul minimal?
Solutie. Sistemul are functia de transfer

2(4s+1) 2(4s+1) 2
G(S) = 5 = = .
852 +65+1 (2s+D)(@s+1) 2s+1

deci nu este minimal. Sistemul minimal are ecuatia diferentiala
2y+y=2u.
Scriem transformata Laplace a raspunsului indicial sub forma

2 1 2 1 1
=2(--—=)=2(~——
s(2s+1) s 2s5+1 s s+1/2

H(s)=§G<s>= ).

Prin urmare, sistemul are raspunsul indicial
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h(t)=2(1-¢12%), 120

si raspunsul pondere

()= L [Gs)]=¢"2, 120,

¢ Aplicatia 5.2. Sa se calculeze functia de transfer, raspunsul indicial si raspunsul
pondere ale sistemului cu modelul

8y+6y+y=u+u.
Solutie. Sistemul are functia de transfer

s+1 B s+1
8s2+6s+1 (2s+D(4s+1)’

G(s)=

transformata Laplace a functiei indiciale

s+1 :l+ 1 6 :l+ /2 3/2
s2s+D)(4s+1) s 2s+1 4s+1 s s+1/2 s+1/4°

H(s)= %G(s) =

functia indiciala

h() =1+ %e_t/ 2—%5’/ 4420
si functia pondere
g() = h () =—Le 43 >0,

Te
Functia pondere poate fi calculata si astfel:

Ge=t Ly 3y 3
2 25+1 4s+1 4(s+1/2) 8(s+1/4)

deci

-1 3
f)=—-=e 24 Zet/4 >0.
g() 2 2

¢ Aplicatia 5.3. Sa se calculeze functia de transfer, raspunsul indicial si raspunsul
pondere ale sistemului cu modelul

Sy+4y+y=u+tu.
Este sistemul minimal?
Solutie. Sistemul are functia de transfer ireductibila

s+1

G(s)=————,
(s) 552 +4s+1

deci este minimal. Sistemul are transformata Laplace a raspunsului indicial



220 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

1 s+1 1 S5s+3 1 s+3/5
H(s)=—0G(s)=—"73 ) - 2 2
s s(5s“+4s+1) s Sse+4s+1 s (s+2/5)°+(1/5)

1 (s+2/5)+1/5

s (s+2/5)2+(1/5)%

functia indiciala
h(t)=1—e"2t/5(cost/5+sint/5), t>0,
transformata Laplace a functiei pondere

1 s+1 1 s+1
G)=%3 s 2 2
5 s+4/55+1/5 5 (s+2/5)=+(1/5)

1 (5+2/5)+43:(/5)
5 (s+2/52+(1/5)

si functia pondere

g(¢)=§e_2”5(cost/5+3sint/5), t>0.

¢ Aplicatia 5.4. Sa se arate cd sistemul monovariabil cu ecuatia diferentiala
Y'+3y"+3y"+2y=3u"+4u"+4u'+u
nu este minimal. Sa se afle apoi raspunsul indicial.
Solutie. Sistemul are functia de transfer

353 +4s2 +4s5+1

G(s)= .
(s) §34+3s2+3s5+2

Deoarece

§3 4352 435+ 2=(s+2)(s> +5+1)
si

30 +4s% +ds+1=GBs + 1) (s> +s+1),
rezulta

G(s)=3s+1.
s+2

Sistemul initial nu este minimal deoarece forma primara a functiei de transfer (cu
numaratorul i numitorul de gradul trei) este reductibild. Sistemul minimal este de ordinul
unu si are ecuatia diferentiala

V' +2y=3u'+u.

Raspunsul indicial are transformata Laplace
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341 1. 5
s(s+2) 25 2(s+2)’

H(s)= éG(s) =

deci are expresia

I 5 2
ht)==—+= , t20.
O=7+7¢
¢ Aplicatia 5.5. Réspunsul indicial A(¢) al sistemului continuu cu functia de transfer

1

YTy R
are punctul de inflexiune 1. Sa se arate ca intre
constantele de timp 7, si 7, ale sistemului si hiE)

timpii ¢,, 4 si T " ai raspunsului indicial din 1

figura alaturata (definiti prin intermediul tangentei
la grafic in punctul de inflexiune I) exista

g : ol
urmadtoarea relatie de ordonare: B

0<ty<T,<t,<T —t;<T,<T'—t,. 0

Solutie. Fie k=T,/T;<1 si

k

z=klke(@™1).

Din formula (83) a raspunsului indicial,

1 k
1 ot/Tiy K,
h=1-17¢ k-

obtinem urmatoarele relatii care exprima parametrii asociati punctului de inflexiune 1 in
raport cu constantele de timp 7 si 75:

t !
Sejnz, I

r T_1
T T

_ _ fo _jip_1_ _1-
=1+k, =5 T1_1+k e Inz, y=1-(1+k)z.

—_

Tinand seama ca
T'=(1+k)T, =T, +T,,

inegalitatile T'—¢,<T, si T,<T —t, sereduc la T,<t,,respectiv t,<T, . Riméane astfel de
aratat ca

!
to<T,<t,<T —t,.

In acest scop, observam ca functia
f(x)=e*—1-x,

cu derivata f'(x)=e*—1, este strict descrescitoare pe (-, 0] si strict crescitoare pe [0, ).
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1

Inegalitatea 7, <7, este echivalenta cu %>1+ lnE , decicu f(x)>0,unde

x=-Inz, O<x<l.

Deoarece functia f este strict crescatoare pe [0,), rezultd f(x)> f(0)=0.
Inegalitatea 7, <t, este echivalentd cu k>1+Ink, decicu f(x)>0, unde
x=Ink, x<O0.
Deoarece functia f este strict descrescatoare pe (—,0], rezultd f(x)> f(0)=0.

Inegalitatea ¢, <7 —¢,, adici T'>2t, este echivalenti cu %—k +2Ink>0, ke(O)1).

Deoarece functia f(k) =%—k+21nk are derivata fl'(k) =—(%—1)2 <0, f; este strict
descrescatoare pe (0,1], deci f,(k)> f(1)=0.

Observatie. In cazul particular 7,=T,, deci k=1 si z=¢"!
astfel:

, relatia de ordonare devine
! !
to<L=t,=T —t,=T,<T —t,.

¢ Aplicatia 5.6. Fie sistemul monovariabil 2(4,B,C,D) cu

2 1 2
A:{ } B:[ } C=[l 2], D=0.
2 -3 -1

a) transformata Laplace a matricei fundamentale si functia de transfer a sistemului;

Sa se afle:

b) functia pondere si functia indiciala.

Solutie. a) Avem
det(sI— A)=s>+5s5+4,

d)( ) ( I A)71 1 |:S+3 1 :|
S)=(51— = .
s2+55+4] 2 542

G(s):C(sI—A)_lB+D:2—.
s“+5s+4

Deoarece functia de transfer G(s) este ireductibila, sistemul X(4,B,C,D) este minimal.
b) Prin descompunerea in fractii simple a functiei de transfer,

_3 3
G(S)_s+l s+4°

obtinem functia pondere

g)=L [G(s)]=3(e"—e ™)

si functia indiciala
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ZGEIN g(r)drz%(3—4e_’+ e

Functia indiciala poate fi calculata direct astfel:

9 1 3 4 1 3
—_ 4 )=Z(B—-4el+e™),
s2+55+4 s ) 4( )

ht)=L"
® ( s st+1 s+4

3 4
=y

2 (
¢ Aplicatia 5.7. Fie sistemul monovariabil 2(4,B,C,D) cu

0 1
A= o 5=, c=p 1], D=1.
-2 =3 1
Sa se afle:

a) functia de transfer G(s) ;

b) raspunsul sistemului la intrarea u=z-1(¢) ;

¢) raspunsul sistemului la intrarea u =sin3z-1(¢) ;
d) matricea fundamentald @(¢);

5
e) raspunsul liber din starea initiald X, :[2} ;

. : . 5
f) raspunsul la intrarea u=¢ din starea initiala X, :{ } .
2

Solutie. a) Avem

det(sI— A)=s2 +55+4, D(s)=(sI- A)~! S LR
et(sl—A4)=s-+5s+4, §)=(sI- = .
s243s+2| =2
G(s)=CP(s)B+D=—SFL 1 5H3
s2 43542 s+2

Deoarece functia de transfer G(s) este reductibilda la una de ordinul unu, sistemul de
ordinul doi 2(4,B,C,D) nu este minimal. Sistemul minimal are modelul primar I-E

V'4+2y=u"+3u
si modelul secundar
w+2w=u, y=w+3w.
Cu notatia x; = w, obtinem modelul I-S-E
Xy =—2x+u, y=x+u,

cu

. 1 .
b) Tindnd seama ca U(s) = obtinem
s

1

1,854+3 a6 1 1
L (———+—)=—(6t—1+e72),
(s2 K s+2) 4( )

_r eyt
Y=L [GsU()]=L (H2 s2) 1



224 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

¢) Deoarece U(s)= 23 , rezulta
s°+9
-1 -1,54+3 1 1 a1, 1 s—15
H=L [GU()]=L (— =—L -
) [GEUE)] (s+2 s2+9) 13 (s+2 s2+9

=%(e‘2t —cos3¢+5sin3¢) .

In regim sinusoidal permanent, raspunsul sistemului este

yp(t)=%(—cos3t+55in3t) .

d) Avem

2 1 1 1

_ s+3 1 1 s+2 1 s+2

OE)=(-A) = L _| ST osre sEhosEe
ST+3s+2| -2 s -2 N 2 -1 N 2
s+1 s+2 s+1 s+2
()= et —e2 el —e2t |
et +2e7H et e

e) Starea evolueaza liber astfel:

et —e% ef—e2 |5 12e~ —7e~2
XiO=20Xo=| sl — 2 |
e +2e - +2e 2] [-12e7" +14e
Raéspunsul liber al sistemului este
Y@= xy () +x (£)=Te ™ .

f) Avem
yO)=y,(O)+y (),

unde y,(¢)= Te 2 - punctul e), iar y ,(¢)= %(Gt —1+e~2") - punctul b). Rezulta

y(t)=%(6t—1+29e‘2t) )

¢ Aplicatia 5.8. Sa se afle matricea de transfer a sistemului multivariabil cu
parametrii matriciali

 HH I HH I A |

Solutie. Avem



METODA OPERATIONALA LAPLACE 225

O(s)=(s1— A)) 1 {s+3 1 }
S)=(51— = .
s24+4s+1| 2 s+l

1 —s+1 s+1
G(s)=CD(s)B+D= — )
s“+4s+1| s+5 s+3

Matricea de transfer G(s) este de ordinul doi. Ea poate fi scrisd si sub forma:

a1t 5]

s2+4s+1

¢ Aplicatia 5.9. Sa se studieze minimalitatea urmatoarelor sisteme:
-2 1 2
o a2 1] 5 2] con m. e

b) A:[_g _H B:m, c=[l 1, D=1;

Solutie. a) Sistemul este minimal, deoarece functia de transfer

9

s2+55+4

G(s)=C(s1-A)'B+D=
este ireductibild (are doi poli, deci are ordinul 2, egal cu cel al sistemului X(4,B,C,D) de
tip I-S-E).

b) Sistemul nu este minimal, deoarece functia de transfer
s+1 1_(s+1)(s+3)

243542 (s+D(s+2)

G(s)=C(sI-A)'B+D =

+3
este reductibild la G(s) = ::-|-_2 , de ordinul 1.

¢ Aplicatia 5.10. Fie conexiunea serie alaturata, formata din subsistemele:

) N4V=u+tu,

i Vi
()  4y+y=2v. 1 & %2 ;

Sa se afle raspunsul sistemului pentru:
a)u=35)(t); b)u=I1();
)u=t-1(t); d) u=sinz-1(¢) .

Solutie. Avem:

Gl(s)zfs—trll, Gz(s):ﬁ, G(5)=G,(5)G,(s) =

2(s+1)
2s+D(4s+1)°
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2(s+1) 1 ) )
Y(s)= = = /2 t/4.
? © (2s+1D(4s+1) 25+1 ds+1° y()=-0,5¢"""+0,75¢7""*,;
2(s+1) 5 2 12 . )
b Yis) = = - =2 112 q—tl4.
) ) s(2s +1)(4s +1) s T a1l a1 YO2Fe 374,
C) Y(S)_ 2(S+1) _i_m_ 4 48

= = +
s2Q2s+D(4s+1) s s 2s+1 ds+1°
y(t)=2t-10-2¢7"2+12e7/4;

Q) Y(s) = 2(s+1) 4 N 48  26s+2
Qs+D@s+1)(s2+1) 5Q2s+1) 17(4s+1) 85(s2+1)°
2 12 e 26 2
y(t) = 5© +17e 85cost 8551nt.

¢ Aplicatia 5.11. Elementele sistemului de reglare automata de mai jos au urmatoa-
rele functii de transfer:

) : 05 . 1
GR=k>O, GE=2’ szm, . .

-
Gp(s) "%)*};‘

Cris) Gl

Gris)

In ipoteza k=1, sa se afle raspunsul y(#) pentru:
a) r=0,(t),b) r=1(t), c) r=t-1(t),
precum si raspunsul e(?) pentru:
d) v=6,(1), e) v=1(@t), ©) v=t-1(2).

Solutie. Deoarece perturbatia V' este aditiva la iesirea procesului, functia de transfer a
canalului perturbator al procesului este Gy (s)=1. In conformitate cu (45) si (46), obtinem:

G — k(s+1) G — (s+1D)(5s+1)
R 52 vos+h+1 7 552 4654k+1
DG —(5s+)

ER =562 Los+k+1 "V 552 16s5+k+1

a) Avem
s+l (5+0,6)+2-0,2
552+6s+2 5[(s+0,6)2+0,22]°

Y(s)=Gyg(s)=
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Y(t)=0,2e7%%(c0s0,2¢ + 2sin0,2¢) .

b) Avem
1 s+1 1 S5s+4
N s(5s°+65+2) 25 2(55°+65+2)
=£ _0,5(s+0,6)+0,5-0,2
s (s+0,6)> +0,2°
V() =0,5-0,5¢"%(c0s0,2¢ +sin0,2¢).
c) Avem
1 s+1 1 1 10s+7
YS :_G S)= = ——+
(5)="2Or(s) s2(552+65+2) 252 s 2(552+65+2)
05 1 (s+0,6)+0,5-0,2
=+ R
s s (s40,6)2+0,22
(6)=0,5t—1+¢ **/(cos0,2¢ +0,55in 0,27) .
d) Avem
—(5s+1) (s+0,6)—2-0,2
E S =G S)= [ ,
(9)=Gpy (5) 5s2+65+2  (s+0,6)2+0,22
e(t) =—-e%0(c0s0,2t —2sin0,2¢) .
e) Avem
1 —(5s+1) 11 55s—4
E(s)=—Grp(s)=——— 2 = ("
(©) N £ (5) s(532+6s+2) 2°s 55246542
_ 1,1 (540,6)-7-02
275 (5+0,6)2+0,227
e(t)=-0,5+0,5¢"%%(c0s0,2¢t — 7sin0,2¢) .
f) Avem
1 —(55+1) 1.1 2 10s+17
E ) :—G S)= - (— 4 —
<) 52 zr (5) s2(5s%2+6s+2) 2 5% s 552+65+2

_Z05 1 (s+0,6)+550.2

s2 s (s+0,6)24022

e(t)=-0,5t -1+ e %%/(c0s0,2¢ + 5,5s1n0,2¢) .

Remarca. Tinand seama de proprietatea valorii finale, eroarea stationara (finald) pentru

v=I1(¢) este
A pvf -1
ey =lime(t) = limsE(s)=lim sGgy (s)V (s)=lim Ggp (s)=——.
t—0 50 50 50 k+1

De asemenea, pentru r=1(¢) , avem
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T T 1
e, _tlgge(t)_sh_%GER(s)__kﬂ .

In ambele cazuri, eroarea stationara este nenuld, dar cu atat mai micd cu cat factorul de
proportionalitate al regulatorului este mai mare.

¢ Aplicatia 5.12. Sa se arate ca raspunsul indicial A(¢) al sistemului cu functia de
transfer
3 kT?s? +2T s +1

= e

1,>0,

trece printr-un punct fix in raport cu parametrul & real.
Solutie. Raspunsul indicial /() se determina astfel:

L 4 1
Tis+1 (Tis+1)°

HS) = G(5) =+ (kD]

h(t) =1+ (k-1 (1—1/T)e™"'™.

Deoarece h(T})=1, toate raspunsurile indiciale ale sistemului trec prin punctul fix de

coordonate (7;,1) indiferent de valoarea factorului & ( fig. 5.22).

3

Fig. 5.22. Raspunsuri indiciale pentru Ty =5 si diferite valori ale lui k :
k=0; k=0,5; k=15; k=2,5; k=3.

¢ Aplicatia 5.13. Fie sistemul cu functia de transfer

~ |
)= DG DG D)

Utilizand metoda Padé, sa se reduca sistemul la formele

k
a) GVI(S)ZW;

b) G,y (s)=—~

—
a,s +als+1
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Solutie. a) Deoarece functia de transfer redusd are g=2 parametri nedeterminati, functiile
polinomiale f,(s)=T;s+1 si f,(s)=k(2s+1)(3s +1)(5s+1) au ordinul maxim de coincidentd
egal cu g—1, adica cu 1. Prin egalarea coeficientilor termenilor in s° si in s ai functiilor
S1(s) st f,(s) rezulta k=1 si T,=10; asadar,

1
Grl(S):m .

b) Deoarece functia de transfer redusa are ¢ =3 parametri nedeterminati, functiile

polinomiale f|(s)= a2s2 +ais+1 si f,(5)=kQ2s+1)(3s+1)(5s+1) au ordinul maxim de

coincidenta egal cu g —1=2. Prin egalarea coeficientilor termenilor in s°,in s si in s? ai

functiilor fi(s) si f,(s) rezulta k=1, a, =10 si a,=31; asadar,
1

G,(8)=—F75—""
2O os 1
Rezultate identice pot fi obtinute pe baza relatiilor (109) si (110).
Scriind functia de transfer a sistemului dat sub forma
1
G(s)= ,
=05 3157 10541

se observa ca cele doua functii de transfer reduse se obtin prin eliminarea termenilor de
grad superior de la numitorul functiei de transfer G(s) .

1.2
e S S S :
I <ot I S -
1Y SRR /A T e y
b E : :
(7Y SRR ' S Frmmmmmmmees Fremmmmmmes -
(] SV A S SR SR 1
I : : :
2 : :
0 10 20 a0 a0 2

Fig. 5.23. Raspunsurile indiciale ale sistemelor cu functiile de transfer G , Grl si GrZ'

¢ Aplicatia 5.14. Fie sistemul cu functia de transfer

3s+1

G(s) = .
Qs +1)(@ds+1)(6s+1)

Utilizand metoda Padé, sa se reduca sistemul la formele

k
) Gy =77
1

k
b G, () =—s——.
) rz() a2S2+als+1
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Solutie. a) Deoarece functia de transfer redusa are g =2 parametri nedeterminati, functiile
polinomiale
Si®)=Ts+DBs+1),  f,(s)=k(2s+1)(4s+1)(6s +1)

au ordinul maxim de coincidentd egal cu g—1, adicd cu 1. Prin egalarea coeficientilor
termenilor in s° siin s ai functiilor f(s) si f,(s) rezultd k=1 si 7,=9; asadar,
_ 1
O =55 41-

b) Deoarece functia de transfer redusd are ¢ =3 parametri nedeterminati, functiile

polinomiale

fi(5)= (a2s2 +ais+D)Bs+1),  f,(s)=k(2s+1)(4s+1)(6s +1)
au ordinul maxim de coincidentd egal cu ¢ —1=2. Prin egalarea coeficientilor termenilor
in s°,inssiin s? ai functiilor fi(s) si f,(s) rezulta k=1, a,=9 si a,=17; asadar,

1

G (5)=—r .
) 1752 +9s+1

Observatie. Rezultate identice se obtin pe baza relatiilor (115) si (116).

1

[IJF:]) NS [y S e R -
N bommmmeeees bommmmmnoeee bommmnmnes .
iy : : :
o -
0.2 |- f e 1
k : :
kr2 ' '
0 10 20 a0 40t

Fig. 5.24. Raspunsul indicial al sistemelor cu functiile de transfer G , G, si G .,.

¢ Aplicatia 5.15. Utilizand metoda Padé, sa se reduca sistemul cu functia de transfer

6s+1

9= G

Solutie. Procedand ca la problema precedentd, obtinem urmatoarele forme reduse:

1 1 125 +1
G =— G = G =
Vl(s) _S+1 5 VZ(S) 1252 —S+1 s ,-3(S) 11s+1

Formele reduse G,,(s) si G,,(s) sunt instabile, deci inacceptabile pentru aproximarea lui

G(s).
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14 T T T T T

T S SO S NS —

1
n.a
e i L

I R e e e

0.2

1] g 10 15 20 25 e

Fig. 5.25. Raspunsul indicial al sistemelor cu functiile de transfer G $1 G, .

¢ Aplicatia 5.16. Sa se reduca functia de transfer
_ e—TlS
Gls)= (s +1)(To5+1)

la forma

G (s)==_
r(s)_Ts+1 )

Solutie. Punem conditia ca functiile

_ _\2.2
fl(s):(Ts+1)[l+(T “TI)SJT ;1!) Y]

si
) =(Ls+1)(Ts+1),

care au acelasi termen liber (egal cu 1), si aiba si termenii in s si s?

egali. Rezulta
ecuatiile

-1, =0+T,-T,

(r—1)*+2T(r—1,)=2TT,,

— 2 2
T=\T?+T2,
- 2 2
r=1 + T +T,—T? +T} .

De exemplu, functiei de transfer

din care obtinem

ef3s
G)= G55 DEs 1)
ii corespunde forma redusa
G ()=
r S5s+1
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0 5 10 15 20 25 an ¢

Fig. 5.26. Raspunsul indicial al sistemelor cu functiile de transfer G(s) si G,.(s).

¢ Aplicatia 5.17. Utilizand metoda Padé si metoda eliminarii modurilor rapide de tip
serial, sa se reduca sistemul de ordinal trei cu modelul I-S-E:

X, =X,

Xy =X,

X, =-0,005x, —0,155x, —1,15x; +u
»=0,01x,+0,005x ,

la unul de ordinal doi.

Solutie. Sistemul are functia de transfer

-1 s+2
G(s)=C(s1-4) B+D= .
(5)=Cls1=4) (205 + (105 + ) (s +1)
Metoda Padé. Vom reduce sistemul la forma
b
G, ls)=—2 .
n(s) ays? +aps +1

Functiile polinomiale
Sfis)=(s+ 2)(c12s2 +ais+1),  f5(5) =by(20s +1)(10s +1)(s +1)

au ordinul maxim de coincidenta egal cu 2. Prin egalarea coeficientilor termenilor in s°, in
ssiin s? ai functiilor f(s) si f,(s) rezulta by=2, a; =30,5 si a, =214,75; asadar,
2

G.q(s)= .
n(s) 214,7552+30,55+1

Sa reducem acum sistemul la forma
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by

Crals)= ais+1°

Functiile polinomiale fi(s) =(s+2)(@;s+1) si f5(s) =by(20s +1)(10s +1)(s +1) au ordinul
maxim de coincidentd egal cu 1. Prin egalarea coeficientilor termenilor in s si in s ai
functiilor f,(s) si f,(s), rezultd by=2 si @) =30,5; asadar,

2

G =35 5541

Metoda eliminarii modurilor rapide de tip serial. Sistemul are polii p; =-1/20,

pr, =—1/10 si p3 =—1 astfel incat p, > p, > p;. Deoarece p, > p; (p3=10p, <0), prin
eliminarea modului serial asociat polului p; - relatia (119), rezulta

s+2
(20s+D(10s+1)

Gr3 (s)=

¢ Aplicatia 5.18. Sa se studieze minimalitatea sistemului:

R P A AR

Solutie. Sistemul este minimal deoarece matricea de controlabilitate

1 0-1 0
C,=[B AB]_[O 0 2 0}
si matricea de observabilitate
0 1
C 0 0
0=|éa 2 3
0 0

au rangul doi.

¢ Aplicatia 5.19. Sa se aduca sistemul
6y+5y+y=%+4u
la forma I-S-E modala.
Solutie. Scriem functia de transfer a sistemului sub forma

9s+4 1 3

O = oo 2541 3s41°

Tinand seama de (129), obtinem realizarea modala

172 0 1
A= , B=| |, c=[v2 1],
0 -1/3 1
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echivalenta cu

|
X=X tu

Xy==3X%tu

1
, y=§x1+x2

¢ Aplicatia 5.20. Sa se aduca sistemul

RENIRS

la forma modald minimala.

Solutie. Sistemul are functia de transfer simplificata

G(s)=C(sl-A)y'B=—s*t1 __ 1
) ( ) s243s+1 s+2

din care se obtine imediat realizarea modala minimala 2(4, B,C)=2(-2,1,1), adica
X ==2x +u,

yl =X1 .

¢ Aplicatia 5.21. Sa se arate ca sistemul

00 -6 32
A=[1 0 -11|, B=4 3], C =[]0 o 1],
01 -6 11

este neminimal si sa se aduca la o forma minimala.

Solutie. Calculam matricele de controlabilitate si de observabilitate

32 -6 -6 12 18 c 1[0 o0 1
c,=lB 4 4’B]=|4 3 -8 -9 16 27|, Q=|C4 |=[0 1 —6|.
11 -2 -3 4 9 CA*| [1 -6 25

Deoarece rang C;=2<n=3 (ultima linie este egald cu diferenta celorlalte doud) , sistemul

nu este minimal. Matricea de transfer are forma primara

[s2+4s+3 sz+3s+2]

G(s)=C(s- A)'B=
(5)=Ct ) 2 +652+11s+6

reductibila. Prin simplificare, obtinem forma ireductibild de ordinul doi

[s+3 s+2] [1 1]s+[3 2]
G = =
o(s) 2 +55+6 s2+55+6

careia 1i corespunde realizarea standard observabila de ordinul doi:
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Realizarea este minimala deoarece

=2

rang C; =rang [ B AB ] =rang [1 | —2 _3

C 0 1
rang O, = rang cA = rang =2

32 -6 —6}

si

1 -5

De mentionat faptul cd realizarea standard controlabildi a matricei de transfer
ireductibile G(s) are ordinul 4 §i nu este minimala.

¢ Aplicatia 5.22. Sa se afle o realizare minimald a matricei de transfer

25+1
G(s)= (S+1)§s+2) ‘

(s+1D)(s+3)

Solutie. Functia G(s) poate fi scrisa sub forma

- 7Ll le]

2 +6s2+11s+6

Realizarea standard controlabild a functiei G(s) are dimensiunea mn=1-3=3, iar
realizarea standard observabila are dimensiunea pn=2-3=6.

Realizarea standard controlabila are parametrii matriceali

0 1 0 0
A= 0 0o 1|, B=|0|,
6 —11 -6 1

SR

Realizarea este minimala deoarece matricele C; si O, au rangul 3:
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307 2

6 3 0
0 0 1 c

) 12 419 -5

c,=[p 4B a4’B]=|0 1 -6| o-=c4 |- . e s
1 -6 24 ca?

30 43 11

-18 33 12

¢ Aplicatia 5.23. S3 se studieze minimalitatea realizarilor standard ale matricei de transfer

25 +1 1
G(s)= (s+l)1(s+2) s;rl

s+3 (s+1)(s+3)

si sa se determine o realizare modala minimala.

Solutie. Scriem pe G(s) sub forma

B

$3+652+11s+6

Formam realizarea standard controlabila

o 0 1 0 0 0 0 0

. | . o 0 0 1 0 0 N

2 2 2 O 0 0 0 1 0 21 1o o
A=10 0% LoE 0 g o o 1] % T0 ol
“oL AL 6L Sy 1 0 Z6 o AN P
0 -6 0 -11 0 —-6] 0 1]

3 6 7 5 2 1 0 0
C:[Ko K, Kz]= , D=
2 6 3 3 1 0

si realizarea standard observabila

000 0 -6 0 3 6

0 0 6l 000 0 0 -6 K26

2 2 2111 0 0 0 -11 0 ol 17 5

A=|1, 0, -111,|= , B=|K, |= ,
o 1 o 01 0 0 0 -1 K33

2 2 2000001 0 -6 0 2h 12

0 0 0 1 0 —6| 1 0|
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0000 1 0 00
c=[, 0, L]= , 1o ol

0 0 0 0 0 1
Ambele realizari au dimensiunea 6. In MATLAB se poate verifica usor ca in primul caz
avem rang C¢=6 si rang Q¢=4, iar in al doilea caz avem rang Cs=4 si rang Qs=6. Conform
teoremei de minimalitate, ambele reprezentari sunt neminimale. Cu functia minreal se poate

gasi forma minimala, care are dimensiunea 4.
In continuare vom determina o realizare modala minimala a functiei matriceale G(s).

Din forma descompusa in fractii simple a matricei de transfer,

3 1 1

G(S)= S+215+1 3 s+1 3 ,

+3 2(s+1) 2(s+3)

relatiile directe intrare-iesire pot fi scrise astfel

3U,(s) B U,(s) N U,(s) (5)= U,(s) B 3U,(s) N 3U,(s)
s+2 s+l s+l 2 543 2(s+3)  2(s+1)°

K(s)=

Prin alegerea variabilelor de stare

3U -U U
U,(s)-1L5U 15U

obtinem urmatoarea forma modald de reprezentare I-S-E

2 0 0 0 30
.10 4 o0 o0 1 1 1100
X= X+ U, Y=
0 0 3 0 1 -5 001 1
0 0 0 - 0 15

Reprezentarea este minimald, desi are dimensiunea mai mare decat ordinul matricei de
transfer G(s), care este trei, deoarece polinomul polilor P(s)=(s+1)(s+2)(s+3) este de

gradul trei.

¢ Aplicatia 5.24. Si se arate cd un sistem liniar continuu nemonotonic 2 fsi
conserva proprietatea de nemonotonicitate prin:
a) marirea unei constante de timp de avans pozitive;

b) micsorarea unei constante de timp de intarziere pozitive.

Solutie. Vom utiliza metoda reducerii la absurd.
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a) Presupunem ca sistemul )} obtinut prin marirea constante de timp de avans este
monotonic. Prin readucerea (micsorarea) acestei constante de timp la valoarea initiala,
reobtinem sistemul 2 care, conform Teoremei 1 de conservare a monotonicititii — punctul
a), este monotonic, ceea ce este fals.

b) Presupunem ca sistemul bl obtinut prin micsorarea constante de timp de avans este
monotonic. Prin readucerea (marirea) acestei constante de timp la valoarea initiala,
reobtinem sistemul 2 care, conform Teoremei 1 de conservare a monotonicitatii — punctul
b), este monotonic, ceea ce este fals.

¢ Aplicatia 5.25. Fie X, un sistem C-monotonic cu functia de transfer G,(s) si
constanta de timp de intarziere 7} >0, iar X, sistemul C-monotonic cu functia de transfer
G, (s) obtinuta din G;(s) prin inlocuirea constantei de timp 7; cu 7,, 7, >7;. Sa se arate

ca intre functiile indiciale ale celor doua sisteme exista inegalitatea

h()2hy (), t20.

Solutie. Intre functiile de transfer G, (s) si G,(s) ale sistemelor 2, si X, existd corelatia

Tis+1
Gy(s) == Gi(s).
2(5) Tys+1 1(5)
Rezulta
T,
H(s)— H(S)——[G(S) Gy(s)]=(1—-—-
T, T
. , . . . T e 1
Transformatei Laplace P ii corespunde functia original e™'‘2. In consecintd, din
2S+

proprietatea produsului de convolutie, rezulta

Hl(s)—Hz(s)=(1—%) L[[le - Tg, (r)de],

hl(t)—hz(t)z(l—;—;) [ Ote—(’—ﬂ/T 2g,(0)dr .

Deoarece g;(r)=0 pentru 7€[0,7] (din teorema fundamentald a sistemelor monotonice),

rezulta
O -h(®)=0, >0,
¢ Aplicatia 5.26. Sa se arate ca sistemul X cu functia de transfer

B i
()= Ts+DITs+1)2+ 2]

f>0,T>0,7,>0.

este C-monotonic dacd si numai daca 77 =T .
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Solutie. Fie X, sistemul cu functia de transfer

1
(Ts+D)[(Ts+1)>+ /2]

G,(s)=

Suficienta. Trebuie sd aratam ca sistemul X este C-monotonic pentru 7;>7 . Tinand

seama de punctul b) al Teoremei 1 de conservare a monotonicitatii, este suficient sa aratam
ca sistemul X, este C-monotonic, adica sa ardtam ca g,(#)>0 pentru orice />0 (teorema

fundamentala a sistemelor monotonice). Intr-adevar, avem

1 Ts+1
2
G.(s)= - ,
17Gy(®) Ts+1 (Ts+1)2+ 12
deci
1 t
2 —t/T
)=—e I—cos f—)=0.
/&0 () T ( fT)
1
N S— P —
hig) 5
L SRR SRR oo memeo e
YA —
gle) ;
02 b A O —
i 5 1ln 15 ¢

Fig. 5.27. Raspunsul indicial si raspunsul pondere pentru sistemul cu functia de transfer
65

S0 = DG s 021 641

Necesitatea. Trebuie ardtat cd dacd sistemul 2 este C-monotonic, adicad g(¢)>0
pentru orice >0, atunci 7; 2T . Presupunem, prin absurd, c¢d 7; <7 . Avem
Ts+1 T T Gy (s)

Gy(s)=—G,(s)—(—-1 ,
Tis+1 0(s) T, 0(s) (Tl )Tls+1

G(s)=

deci
T 1 T t /T,
I —(—— = — 1
g(?) Tlgo(t) TI(T1 Dg,@), g fogo(t T)e dr.

Deoarece g,(t—7)=0 pentru orice 7€[0,7], avem g;(¢#)>0 pentru #>0. Tinind seama ca

go(#)=0 i T, <T, obtinem

2xT
f

2xT

g( T)<Oa

)= Dg
171
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ceea ce contrazice ipoteza g(¢)=0.

¢ Aplicatia 5.27. Fie

Ts+1 2 2
G(S)ZM’ T,T>0, k20.
(Tis+1)?
Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer G(s) este C-monotonic pentru
T
Ii2—-.
1+k

. . T . T .
Solutie. Cu notatia a=—, conditia T} Zﬁ devine
1 +

l+k>a.
Descompunem functia de transfer 1n fractii simple:
G(s)= 4 + B + ¢ ,
(Tis+1)3  (Tis+1)2  Tis+l1

unde
A=(1-a)?> +k>>0,
B=2a(l1-a),
C=a*>0.

Sistemul are functia pondere

In cazul 0<a<l1, sistemul este C-monotonic deoarece B>0 si deci g(¢#)>0 pentru
orice ¢>0.

In cazul a>1, care implicd 4>0 si B<0, scriem functia pondere sub forma
—t

2T1Ag(t):[($+B)2 +24C-B2]eTi
1

Dacd 24C—B>>0, avem g(1)>0, deci sistemul este C-monotonic. Intr-adevar, avem:
24C—-B? =242 (k+1-a)(k—1+a)>0.

Caz particular. Sistemul cu functia de transfer
C(4s+1)?+1
(T;s+1)3

este C-monotonic pentru 77 22 si este nemonotonic pentru 0<7; <2.

G(s)
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-0.5 i

Fig. 5.28. Raspunsurile indiciale si pondere ale sistemului cu G(s)=

pentrule 175, T1:2 si T1:3

Raspunsurile din fig. 5.28 au fost obtinute cu programul MATLAB:

t1=[1.75 2 3]; t=0:0.1:15;
s=tf('s"); hold on;

for i=1:3

sis=((4*s+ 1) 2+ 1)/(t1 (1) *s+1)3;

step(sis,t);
impulse(sis,t);

end;
grid on

¢ Aplicatia 5.28. Fie sistemul cu functia de transfer

_ K(rys+1)(zys+1)--(7,5+1)

G(s)

(Tys +D)(Tys+1)--(T,s+1)

(4s+1)2+1

(Tis+1)3

unde K>0 si ,>7,>T,>7,>--->T >7 >0. Sase arate cd sistemul inchis cu functia de

transfer

Gy(s)=

este C-monotonic.

Solutie. Cu notatiile

P(s)=(Ts+1)(Trs+1)---(T,s+1),
Z(s)=(r;s+ D) (o5 +1)--+(z,,s+1),

avem

G(s)=K
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deci

G,(5)=28)

O(s)’

unde
o(s)=2Z(s)+ K_lP(s) .

Fie zl.=_—1 radacinile polinomului Z(s), iar pi:_Tl radacinile polinomului P(s). Rezulta
T
1 1

P>z >p,>z,>-->p >z . Pentru orice ie€{l,2,---,n}, avem Q(p)=Z(p,) si
O(z)=K'P(z)), deci Q(p)O(z)=K'Z(p)P(z}). Deoarece (-1)"'Z(p)>0 si
(—l)iP(Zl.) >0, rezultda Z(p,)P(z;)<0, deci Q(p,)0(z;)<0 pentru orice i€{l,2,---,n}. Prin
urmare, toate radacinile p; ale polinomului Q(s), adica toti polii functiei de transfer Gy(s),
sunt numere reale situate intre zerourile si polii functiei de transfer G(s), adica z; < p; < p;
pentru ie{l,2,---,n}. Cu notatiile ]3[:_?1 pentru ie{l,2,---,n}, relatiile z; < p; < p; devin

i

T, <T;<T;.
Deoarece

0(0)=1+K"1,
avem
O0) =1+ K Y (Tis + D)(Dos + 1) (Ts +1) .

Asadar, putem rescrie functia de transfer G(s) sub forma

Gols) =S D@+ D (st ]

A+ K YTs+)(Dos+1)(Ts+1) 1+K7! Gi(5)Ga(s)-Gu(s) ,

unde
75 +1 :
G,»(s)zls—, ie{l,2,...,n}.
Tis+1
Fiind o conexiune serie de subsisteme C-monotonice, sistemul inchis cu functia de transfer
G, (s) este C-monotonic.

¢ Aplicatia 5.29. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

G(s)= (zs+1)" ’
(Tys+1)(Trs+1) - (T, +1)

cu v>0 §i T, >0 pentru i=1,2,---,n, este C-monotonic daca s§i numai daca

m-’l27‘1’1+T2’1+-~+Tn’1 .
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Solutie. Necesitatea rezultd din conditia ca raspunsul indicial sa fie crescator la momentul
t=0+, adica 4'(0+)=0. In conformitate cu (22), avem

n
1

(m'_l—Tl_ —Tz_l—-..—Tn_l),

' b a b T
h(00) = n=l _ “n=1"n _
S R R

n
iar din 4'(0+)>0 obtinem
. I -1
nt 21, +1, +--+1, .
Pentru a demonstra suficienta, in conformitate cu Teorema 1 de conservare a

monotonicitatii, este suficient sa ludm in consideratie cazul
“1_ 1 -l -1
nt =1, +T, +---+T, .

Asadar, trebuie sa ardtdm ca sistemul este C-monotonic. Vom utiliza metoda inductiei.
Pentru n=1, avem G(s)=1, deci sistemul este C-monotonic. De asemenea, pentru
n=2,avem

2 2T T
G(S): (TS+1) 7= 142 ,
(Tys+1)(Trs+1) . +T,

1ar sistemul este C-monotonic deoarece

Nh-t> 5, LT(h -Ty)?

NT,G(s)=72 + =7 .
(Tys+1)(Tos+1) (T} +T5)* (Tys +1)(Tys +1)

In continuare vom presupune proprietatea adevaratd pentru n—1, si vom ardta ca
aceasta ramane adevarata si pentru n. Presupunem, fara a pierde din generalitate, ca
L2T,2---2T,,

Tk+1<T<Tk‘

Fie @(S) functia de transfer obtinuta din G(s) prin contractia inversa a constantelor
de timp de intarziere T} si T}, care constd in inlocuirea produsului

(Tys +1)(Tyays+1)
de la numitorul functiei G(s) cu produsul
(Tys+D(Tas+1).

unde constantele de timp 7, S| T, w41 satisfac conditiile
T >Ty 2T > T »

S0, Tl el -l
Lo +T =T T,
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In conformitate cu Teorema 2 de conservare a monotonicitatii, este suficient sa demonstram
monotonicitatea sistemului cu functia de transfer G(s). Din multimea infinitd de perechi

(YN" k,f w+1) care satisfac conditiile de contractie, alegem perechea in care una dintre
constantele de timp 7, e S1 T, k41 este egald cu 7, caz in care, prin simplificare, numdratorul
si numitorul functiei de transfer G(s) sunt polinoame de gradul »—1. Conform ipotezei de

inductie, sistemul cu functia de transfer é(s) este C-monotonic.

Caz particular. Sistemul cu functia de transfer

G(s)= (rs+1)3
(6s+1)(Bs+D(s+1)

este C-monotonic pentru 0<7<2 si este nemonotonic pentru 7>2 (fig. 5.29).

1.4

a ] 10 14
Fig. 5.29. Raspunsurile indiciale i pondere pentru t=1; 2; 2,5; 3 ale sistemului cu
3
G(s)= (ts+1) ‘
(6s+1)(Bs+1D)(s+1)

5.12. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ CS5.1. Sa se calculeze functia de transfer si raspunsul sistemului cu ecuatia
diferentiald

Ty+y=2u+u
la urmatoarele intrari:

a) u=1(t); b) u=0,(t); c¢) u=t-1(z); d) uzsin%-l(t).

¢ C5.2. Sa se calculeze raspunsul indicial §i raspunsul pondere ale sistemului
6y+5y+y=6u+2u.

Sa se scrie apoi ecuatia sistemului echivalent minimal.
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¢ C5.3. Sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului continuu

3y+4y+2y=3u+u.

¢ C5.4. Fie h(t) raspunsul indicial al sistemului continuu
4y +4y+5y+2y=4ui+3u+u.
Sa se afle:
a) h(0+); b) A'(0+); c) h(»).

¢ C5.5. Fie conexiunea serie formata din subsistemele:

i w
E‘l EZ L}

a) Sa se calculeze functia de transfer G(s) a sistemului;
b) Pentru u=1(¢), sa se afle v(¢) ;
¢) Pentru u=1(¢), sd se afle y(¢);

¢ C5.6. Fie conexiunea cu reactie formata din subsistemele:

X 4y+y=e,
2, V+V=y.
a) Sa se afle functia de transfer G(s) s
ecuatia sistemului; LANNG=-—as ) Y,
b) Pentru u=1(¢), sd se calculeze ;:T Y(s),
apoi y(¢). T
¢ CS5.7. Fie conexiunea cu reactie de la

problema precedenta in care
3y 105+ y=0(4é+e):
1
X, ANHV=2p+y.

Sa se afle raspunsul y(¢) pentru u=1(¢), In cazurile:
a) ,=36;
b) 7,=2.
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¢ C5.8. Fie sistemul 2(4,B,C,D) cu

-2 3 1
A= , B= ,
2 -1 1
c=[2 -p], D=0,
unde peR.
a) Sa se afle functia de transfer G(s) si functia indiciald A(z);

b) Sa se arate ca sistemul nu este minimal.

¢ C5.9. Fie sistemul 2(4,B,C,D) cu

-4 3 1 2 1 2
A= 5 B= ) C= )
1 -2 -1 0 -1 1

a) Sa se afle matricea de transfer G(s) ;

Il
(el

b) Sa se afle raspunsul y,(¢) la intrarea u,(¢)=1(7).

¢ C5.10. Fie sistemul 2(4,B,C,D) cu

A:{—; _PJ, B:B}, c=[1 -1], D=2,

unde peR. Pentru ce valori ale parametrului p sistemul este minimal ?

¢ C5.11. Se da sistemul cu functia de transfer

rs+1
O T DT

. ) 1 . o ) .
Daca 7,17, >0 si _>F+T_’ atunci raspunsul indicial al sistemului are un punct de
LIS )
inflexiune la >0 .

¢ C5.12. Fie A(¢) raspunsul indicial al sistemului cu functia de transfer

b "4 +bs+b,
G(s)=—",
as"++a

, a>0,b 1>0.
s+a n n=

1 0

Sa se arate ca raspunsul indicial are forma convexa in vecinatatea originii dacd si numai
b a
daca b”—‘2>”—‘1. Sa se arate ca din C5.12 reiese imediat C5.11.
a
n—1
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¢ C5.13. Sa se afle raspunsul y(¢) al sistemului cu

2
2s+1

3, t=0
u(t)= .
0, t#0

G(s)=

9

la intrarea de tip original

¢ C5.14. Sa se afle valoarea initiala y(0+) si valoarea finala y(c) ale raspunsului

sistemului cu functia de transfer

s+1
G =Gsnmn: 0
la intrarea de tip original
t+1, 0<¢<5
ut)=4 8, 5<t<9.
0, >9
¢ C5.15. Fie sistemul cu functia de transfer
o (s+D(s+2)
G = 2 DEs 4 DGs 1D

Utilizand metoda Padé, sa se reduca sistemul la formele
k(bys+1)

k. _
a) Grl(S)Zm, b) GrZ(S)—m.
2 1

¢ C5.16. Sa se reducd sistemul cu functia de transfer

G(s)

3 s+3
C (15s+1)(4s+3)’

prin metoda elimindrii modurilor rapide de tip serial.

¢ C5.17. Sa se reduca sistemul cu functia de transfer

G(s)= 2 ,
(165+1)(2s+1)(s +1)

prin metoda eliminarii modurilor rapide de tip serial.

¢ C5.18. Sa se reduca sistemul cu functia de transfer

—Ts

G(s)=

e
, I,7>0,
Ts+1
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la forma

1

T T

¢ C5.19. Sa se reduca sistemul cu functia de transfer

e )
G(s)= , T,7>0
Ts+e™®

la forma

1

T T

¢ C5.20. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

(rs+1)% +k?

G(s)= ,  T,k,T,k>0.
) (Ts+D[(Tys+1)% +k2] P
este C-monotonic pentru
2
k2> g2 (1)

¢ C5.21. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

(s+4)(s+6)(s+7)
(s+3)(s+5)(s+9)

G(s)=

este C-monotonic.
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Acest capitol este axat pe studiul sistemelor liniare discrete de tip
intrare-iesire (I-E) cu ajutorul formalismului operational Z.

Ca s1 in cazul metodei operationale Laplace, caracteristica principald a
metodei operationale Z este data de forma simpla de descriere matematica a
corelatiei dinamice intre marimile de intrare si de iesire ale unui sistem liniar
discret. Modelul operational dinamic al unui sistem discret are aceeasi forma
cu cea a modelului operational dinamic al unui sistem continuu, similard
formei modelului stationar, la care iesirea y se obtine prin multiplicarea

intrarii u# cu un factor constant de proportionalitate K , adica
y=Ku. (D)

Ca si1 in cazul metodei operationale Laplace, simplificarea formalismului
matematic in cadrul procedurilor de analizd si sintezd a sistemelor se
realizeaza prin cresterea gradului de abstractizare, care presupune trecerea de
la studiul sistemului in domeniul timpului la studiul in domeniul complex.
Astfel, obtinerea modelului dinamic de tip I-E al unui sistem cu structura
inchisa din modelele dinamice ale subsistemelor componente este o operatie
relativ complicata in domeniul timpului, care presupune eliminarea tuturor
variabilelor intermediare.

In cazul unui sistem liniar discret monovariabil, cu perioada de
discretizare 7'=1 si cu variabile de tip original (nule pentru timp negativ),
modelul matematic intrare-iesire in domeniul timpului are forma ecuatiei cu
diferente

a,y(t)+a,y(t-1)+-+a,y(t—n)=but)+bu(t-1)+--+bu(t-r), a,#0. (2)
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In regim stationar, modelul dinamic (2) capata forma algebrica (1), unde

b,+b,+ - +b, . 3)

ay+a+ - +a,

K=

Sistemele liniare discrete cu variabile de tip original pot fi descrise si cu
ajutorul modelului de convolutie

HO=3 g(t—iuli). @)
=0

unde functia pondere g(7), egald cu raspunsul sistemului la intrare impuls
unitar, contine toate caracteristicile dinamice ale sistemului. Raspunsul fortat
al sistemului la o intrare datd u(¢) de tip original depinde de toate valorile
semnalului de intrare u(f) si ale functiei pondere g(r) pe intervalul [0,7],
adica la momentele de timp 0,1,...,7. In acest mod, valoarea curenta a iesirii
y(t) cumuleazd efectele produse de semnalul de intrare ¥ la momentele de

timp anterioare.

Modelul de convolutie are o mare relevanta teoretica, deoarece forma sa
simpla sugereaza posibilitatea gasirii unui model dinamic avand forma si mai
simpld, prin Inlocuirea produsului de convolutie cu unul algebric. Acest lucru
este realizabil cu ajutorul transformarii Z, care permite transformarea

modelului de convolutie (4) in varianta algebrica
Y(2)=G(2)-U(2), (5)

unde z este o variabild complexa, iar Y(z), G(z) si U(z) sunt respectiv
transformatele complexe Z ale functiilor de timp y(¢), g(¢) si u(z).

Modelul operational (5) este un model abstract (in domeniul complex),

care exprimd insa intr-o formd algebrica simpla, faptul ca iesirea complexa
Y(z) este produsul dintre functia complexa (G(z) asociatd caracteristicilor

dinamice ale sistemului si intrarea complexa U(z).

Determinarea modelului operational al unui sistem liniar compus din
modelele operationale ale subsistemelor componente este o operatie mult mai
simpld decét cea de obtinere a ecuatiei cu diferente din ecuatiile cu diferente
ale subsistemelor interconectate.
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6.1. TRANSFORMAREA Z

O functie de variabilda discretd f:Z—R sau de variabild continud
f:R—>R este Z-transformabild daca satisface proprietatile:
a) este de tip original, adica f(¢)=0 pentru ¢<0;

b) are un ritm de crestere cel mult exponential, adica 11m| f)] "< s

La sistemele liniare discrete, prima proprietate este satisfacuta in virtutea
conventiei de a considera ca regimul este stationar pentru <0, iar variabilele
sistemice sunt variatiile marimilor respective fatd de valorile lor initiale.
Referitor la proprietatea b), aceasta este satisfacutd de functia exponentiala
f(t)=e" pentru orice a real.

Transformata Z a functiei f(¢) cu perioada (pasul) de discretizare T este

notata si definita astfel:
F(z2)=Z[f ()] Zf(kT)Z => fiz ™", (0)
k=0

unde z este o variabild complexd cu modulul suficient de mare pentru a
asigura convergenta seriei.
Pe baza definitiei, putem determina usor ca functia impuls unitar

50@):{0, teZ\{0}
1, t=0
are transformata
Z[s'(0]=1, (7)
1ar functia treapta unitara

[0, t==1,-2,
()=
1, 1=0,1,2,--

are transformata

Z[1°0 1= Zz —llmZz lim =2 !

n—o n—w |—z~ l—Z_

z|>1. (8)

Dintre proprietatile transformarii Z, mentionam:
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e proprietatea de liniaritate
Zk fO+k, Ok ZLNOFZLHO], ks kyeR;
e proprietatea deplasarii argumentului real
ZIft-kD)=z"Z[f(O)], keZ;
e proprietatea multiplicarii argumentului complex
Z[p™" fO1=F(pz):

e proprietatea derivarii in complex
t '
Z[-fO)=-2F (2);

e proprietatea valorii finale'

lim f(t)=lim(1-z ") F(z),

t—o z—>1

©)

(10)

(11)

(12)

(13)

valabila atunci cand produsul (l—z_l)F (z) are toti polii cu modulul subunitar;

e proprietatea valorii initiale

FO)=limF(z),

valabila atunci cand limita din dreapta semnului egal exista si este finita;

e proprietatea produsului de convolutie®

Z[Z[: g(t=iu@)=G(z)U(z), T=1.
=0

L e YF@=ZU O ZL DY (i fi)=

k=0
n n-1
=lim Y. (fi— fic) z ¥ =lim Y fizF =z N+ f, 27,
n=% k=0 n=% k=0

n—1

lim(1-z"YF(z)=lim im[ Y. fi(z ¥~z %N+ £, 27" = lim f, .

z—1 n—oo z—1 k=0 n—>o0
t 0 s} 0 0 0

2 ZDY. gt-nu@)]=Z[Y. gt—u@)]=>.[D. gl—iu@]z* = u@)Y. glk—i)z™*
=0 i=0 k=0 i=0 =0 k=0

= u(@)z" Y glk—i)z" D= u@z ). g()z1=U(2)G(2) .
i=0

k=0 i=0 =0

(14)

(15)
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In cazul in care pasul de discretizare T are valoarea T'=1, relatiile (10), (11) si
(12) au forma

ZIfe-PI=z7ZLf O, ZIp~ fO]=F(pz), ZIif()]=—2F (2),

In unele cazuri, pentru sugestivitate, transformata Z a functiei de timp
continuu f(¢) cu transformata Laplace F(s) este notatd Z[F'(s)], adica

Z[F($)=Z[f ). (16)

Cu aceste notatii, relatia (10) care exprimd proprietatea deplasarii
argumentului real capatd forma

Z[e TS F(s)|=z*2Z[F(s)].

Transformata Z a unei functii analitice de timp poate fi calculata direct,
cu relatia de definitie (6). In plus, transformata Z a unei functii de timp
continuu f(¢) poate fi determinata si indirect, din transformata Laplace F(s) a
functiei f(¢).

Metoda directd de calcul a transformatei Z a fost deja utilizatd in cazul
functiilor impuls unitar si treapta unitara — relatiile (7) si (8). In continuare,
vom calcula transformatele Z ale functiilor

t
[O=21°0. f0=p""10).
unde p este o constanta reald sau complexa. Astfel pentru |z|>1, avem

ZIA(O1=0+27" 4227243273 4+
-1
—Z

iar pentru |z[>|p|, avem

ZU01=1pz 4z 24 iz e = 1By (R )
1 1

1-P 1-pz
z

-1

Pe baza proprietatii derivarii in complex, din ultima relatie obtinem
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-1

z[ p”T]—(lz—_l)z.
Asadar,
=
25011, 20 Ol e (D)
L 0 1 0 Zﬁ1
Z[pTl (t)]zl—pZ_l ’ [ T (t)]_( _1)2 (18)

Relatiile (18) sunt valide si in cazul in care p este o constantd complexa.

Metoda indirecta de calcul al transformatei Z cu perioada 7' a functiei de
timp continuu f(¢) cu transformata Laplace strict proprie F(s) se efectueaza

cu formula’

F(z)=Z[F(s)]= zrez F(s) (19)

9
eTszfl

unde s,,5,,...,5, sunt polii functier F(s). Intr-adevar, tindnd seama de

formula transformatei inverse Laplace,

f(kT)— j “Ipis)ets ds,

c—joo

avem

F(z):g:) Ty = z jcjij( $)ekTs 2 Hdis

1 C+Joo Ts _—1IN\k
= o O s

1 c+joo F(S) F(S)
2HJL o TgTo —ds= %Vez—l—e“z‘l'

3 Reziduul functiei F(s) relativ la polul p cu ordinul de multiplicitate m , este dat de relatia

1 _\m (m-1)
(m—l)![(s Py E@OIT A

rezF(s)=
P

Pentru m=1, avem

rezF(s) = (s—p)F(s)
) s=p
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In relatia (19), transformata F(z) si transformata Laplace F(s) sunt
functii diferite, atat ca semnificatie, cat si ca expresie. Dacad s; este pol al
functiei F'(s), atunci

Ts.
z;=e"’

este pol al functiei F(z). Prin urmare, daca F(s) are un pol in origine, atunci
F(z) are un pol egal cu 1.
Sa aplicam acum relatia (19) pentru a determina transformata Z cu pasul

T a functiei f(f)=e*sinwt, care are transformata Laplace F (S)=L .
(s—a)*+w*
Avem
F(s) F(s)
F(z2)=Z|F(s)]|=rez————— +rez——-———
B=Z[F)] 1-e™ 2! s=a+j 1-e™ 2! s=a—j@
w 1 | w 1
s—a+jo 1-e" z7soijo SO 1-e" 27 |s=0-jw
_ 1 1 B 1 ]
_2j l_e(a+ja))TZ—1 l_e(a—ja))TZ—l )
L
Mai departe, cu substitutia e*” =p , echivalentd cu e“'=p7 , rezultd
k2 -1
Z[pTsinwi]= b7 , 20)
1-2az '+ p?z72
unde
a=pcoswl , b=psinoT .
Procedand similar, obtinem
t -1
= l-az
ZlpTcosmt]= : 21
o | 1-2az '+ p?z 72 @1
Pentru p=1, rezulta
: -1
Z[sinpr]=_ Snel)z , (22)
1-2(coswT)z ' +2z72
_ -1
Zlcoswi]= ~(cosoT)z (23)

1-2(coswT)z '+z72
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Daca, in plus, @7 =n/3, avem

-1
Zsin®y V3 (227
37 2(1-z'+z7?)
-1
Z[cos ™M= 277 (23)

37 2-z'+z7?%)

Relatiile (20) si (21) pot fi obtinute pe o cale mai simplad observand ca

‘ : o\
Z[,OTcoscot+jPTSin0)f]=Z[(PerT)T]_ le
1-pe’” z
1 B 1—az‘1+jbz_1 _ l-az™! +JbZ—

Cl=(a+jb)z! (—az )4b2? 1-2az 7'+ pPz

Fiind datd transformata Z directd F(z), prin transformarea inversi Z™
se obtine functia discretd f(f) la momentele de timp ¢,=kT, keN.
Transformarea inversa se poate realiza prin metoda dezvoltarii in fractii
simple, prin metoda formulei de inversiune sau prin metoda seriilor de puteri.

Metoda dezvoltarii in fractii simple este similarda celei de la
transformarea Laplace. Utilizdnd notatia k=t¢/T, keN, transformatele Z
inverse ale principalelor fractii simple sunt urmatoarele:

1
1—z7!

Z7 =1, Z [——

- *)21
pz”

ﬁ]_ PT k,O )

R 1 - .
2 et 2

1 t

1—2aZ_1+p22_2] pTcoswt=prcoskaT,

-1 t
= 2aZbZ+p22_2] pTsinwt=p*sin kT,

Z_l[ l—az™

Z7

n . < .. b

unde, in ultimele doui relatii, p=va’+b*, tg T=—.
a

Metoda formulei de inversiune are la baza relatia

FUT)= 2%” §, 2 (2)dz,
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unde y este un cerc ce contine toti polii functiei z*'F(z). Pentru determinarea
valorii f(kT) se utilizeaza relatia practica

FKT)=Y rezz*'F(z), (24)

unde z, sunt polii functiei z*'F(z).
De exemplu, in cazul transformatelor

Z—l Z=m

(—az)(1=bz)" 2= (azy(1=bz 1)

F(2)=

pentru a#b rezulta:

k k bk ak bk
kT oz A a
SikT)=rez = a)(z b G G=a z=b) ab b-a a-b’
k—m+l k—m+1 k—m~+1 __ lHk—m+1
fH(kT)= rez +rez—-= =2 b

=a (z—a)(z—b) z=b (z—a)(z— b) a—b

Metoda seriilor de puteri consta in aducerea functiei F(z) la forma

b,+bz ' +byz 2+ +b 27"

F(z)=—"

—n
Qg+ Az +A,2 72+ +a,Z
si efectuarea impartirii, In vederea dezvoltarii lui F(z) in serie de puteri
negative, adica
— -1 24...
F(2)=cy+cz ' +cz2 +

In conformitate cu relatia (6) de definire a transformatei Z, rezultd
f(kT)=c,, keN.

6.2. FUNCTIA DE TRANSFER

Prin definitie, functia de transfer G(z) a unui sistem liniar discret
monovariabil este transformata Z a functiei pondere g(t) a sistemului.

Daca la intrarea unui sistem liniar discret cu perioada de discretizare 7=1
si functia pondere g(¢f) se aplicd un semnal arbitrar de tip original u(z),

raspunsul sistemului este dat de relatia de convolutie

yO=u(0)g(O)+u()gt=1)+-+u()g(0)= é‘,) gt=1u(). (25)
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Aplicand transformarea Z relatiei de convolutie si tindnd seama de
proprietatea produsului de convolutie (15), se obtine modelul operational
intrare-iesire

Y(2)=G(2)U(2), (26)

unde U(z)este transformata Z a functiei de intrare wu(f), iar Y(z) este
transformata Z a functiei de iesire y(¢). Modelul operational dinamic al unui
sistem liniar discret are o forma simpla, similard modelului stationar, dar este
un model abstract, deoarece opereaza cu transformatele Z complexe ale
marimilor respective. Scriind modelul operational sub forma

Y(2)
U(z)’

G(2)=
rezulta

Teorema functiei de transfer. Functia de transfer a unui sistem liniar
discret monovariabil este egala cu raportul dintre transformata Z a

raspunsului sistemului la o functie de intrare de tip original si transformata Z

a functiei de intrare.

In cazul sistemului discret liniar de tip I-E cu modelul
ayy()+ay(t—-1)+-+a,y(t—n)=bu(t)+bu(t-1)+ - -+bu(t—r), a,z0, (27)

aplicand transformarea Z ambilor membri ai ecuatiei cu diferente si utilizdnd

proprietatea de liniaritate si proprietatea deplasarii argumentului real, obtinem
functia de transfer

_ b0+blz_1+ e +bz 7

ag+aiz 7+ - ra,z

G(z) (28)

Pentru b,#0, sistemul este simplu propriu, iar pentru b,=0 este strict
propriu.
Pentru z=1, functia de transfer este egald cu factorul static de

proportionalitate al sistemului:

by+by+--+b,

G() = =K. (29)

ao +a1 + * '+an
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La sistemele de tip proportional, factorul static de proportionalitate K
este finit si nenul. Prin urmare, un sistem este de tip proportional atunci cand

a,+a,+-+a,#0, by+b+--+b,#0.

La sistemele de tip integral (sau integrator), factorul static de proportiona-
litate K este infinit. Prin urmare, un sistem este de tip integral atunci cand

a,+a+---+a,=0, by+b+---+b,#0,

adicd atunci cand functia de transfer G(z) are polul z=1. Regulatorul de tip PI
(proportional-integral) are ecuatia cu diferente

$O-3E=T) =K )y -ut=T)+ Lu(o)]

si functia de transfer

Ky(l—z'+T/T)
-1

G = PO AT =K ),

1- 1—z7!

unde K, este factorul de proportionalitate, iar 7, constanta de timp integrala.

La sistemelede tip derivativ (sau derivator), factorul static de
proportionalitate K este egal cu zero. Prin urmare, un sistem este de tip
derivativ atunci cand

a,+a,+---+a,#0, by+b+--+b, =0,
adicd atunci cind functia de transfer G(z) are zeroul z=l. Sistemul pur

derivativ cu ecuatia in domeniul timpului

y@O)—-py-T)=K, [u@®)—u@-T)], p=#l

are functia de transfer
K, (1-z7h

1

G-

In cazul sistemului discret de tip I-S-E cu modelul
Xt+)=AX)+BU@), Y(@)=CX(@)+DU(?),

aplicand transformarea Z ambelor ecuatii si utilizand proprietatea de liniaritate
si proprietatea deplasarii argumentului real, obtinem matricea de transfer

G(2)=C(zI-A)'B+D. (30)
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Pe canalul intrare-stare, sistemul are matricea de transfer
G, (2)=(z1-4)"'B. (31)

Observatii. 1°. Deoarece modelele operationale ale sistemelor liniare
continue si discrete au aceeasi forma, regulile si formulele de calcul pentru
functiile de transfer ale sistemelor discrete compuse (serie, paralel, cu reactie,
mixte) sunt similare celor de la sistemele continue. Astfel, functia de transfer
a unei conexiuni serie este egald cu produsul functiilor de transfer ale
subsistemelor componente, functia de transfer a unei conexiuni paralel este

egald cu suma algebrica a functiilor de transfer ale subsistemelor componente,
iar functia de transfer a unei conexiuni cu reactie negativa, cu subsistemul X,

pe calea directd si subsistemul X, pe calea de reactie, are expresia
G
" G
1+G(2)G,(2)
Formulele de calcul al functiilor de transfer ale unui sistem liniar discret

de reglare dupa abatere cu structura celui din fig. 5.4 respecta regula de la

sistemele continue:

- numaratorul este produsul functiilor de transfer ale elementelor de pe
traseul direct intrare-iesire;

- numitorul este acelasi, egal cu suma 1+G,(z), unde

G(2)=Gr(2)G(2)Gp(2)G1(2) (32)
reprezinta functia de transfer a sistemului deschis.
2°. Din ecuatia operationald intrare-iesire Y(z)=G(z)U(z), rezulta ca
transformata Z a raspunsului indicial h(t) al sistemului (pentru intrare treapta
unitard) are expresia
G(2)
1-z7"’

H(2)= (33)

iar din relatia G(z)=H(z)—z 'H(z), regisim ecuatia de corelatie intre functia
indiciala A(¢) si functia pondere g(¢), anume
gO)=h(t)=h(@-T). (34)

3° In cadrul observatiei 2° de la paragraful 3.2, am aratat ca daca
by=b =---=b_=0, atunci raspunsul indicial Ai(¢) si raspunsul pondere g(¢)
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forma
_z7(b4+bz ¥ e b,z

G2) ag+az 7+ - +a,z7" (35)
atunci
hO)=h1)=---=h(i-1)=0, gO)=gD)=---=g(-1)=0.
In plus, avem
h(0)=g(0)= 2—2 =G(0). (36)

La sistemele strict proprii (cu b,=0), avem Ah(0)=0, deci raspunsul
indicial este strict Intarziat in raport cu intrarea. La sistemele simplu proprii
(cu by#0), avem h(0)#0, deci raspunsul sistemului are o componentd care

urmareste fara intarziere (instantaneu) variatia in timp a marimii de intrare.
Din proprietatea valorii finale rezultd cd raspunsul indicial are valoarea
finala

h(0) = lin}(l — z‘l)H (z)= lin} G(z)=G() . (37)
deci

by+by+---+b,

h(o0)= K. (38)
Acest rezultat, valabil numai In cazul unui sistem cu rdspuns indicial
convergent, este in concordantd cu ecuatia y=Ku ce caracterizeaza starea de
regim stationar a sistemului. Intr-adevar, dacd raspunsul indicial este
convergent, atunci putem evidentia doua regimuri stationare, unul trivial
pentru £<0, celalalt pentru —o0; in ultimul caz,
lim y(£)=K limu(t)=K .
t—0 t—>0
4°. Ecuatia operationald intrare-iesire Y (z)=G(z)U(z) confirmd imediat
teorema de echivalenta intrare-iesire, conform careia doua sisteme liniare
monovariabile sunt echivalente intrare-iesire (adicd au raspunsuri identice la
orice intrare original comund) daca $i numai daca au functiile de transfer egale
(reductibile la forme identice).
De asemenea, modelul operational Y(z)=G(z)U(z) permite confirmarea

imediata a teoremei de minimalitate, conform careia un sistem liniar
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monovariabil este minimal (nu existd un alt sistem echivalent intrare-iesire de
ordin mai mic) daca si numai dacd forma primard a functiei de transfer este
ireductibila (are polinoamele de la numarator si numitor coprime, adica fara
radacini comune). Aducerea unui sistem neminimal la forma minimala se face
prin simplificarea functiei de transfer.

5°. In conformitate cu proprietatea deplasarii argumentului real (11), daca
sistemului cu functia de transfer G(z) 1 se adaugd timpul mort 7=kT,

sistemul cu timp mort obtinut are functia de transfer
G, (2)=z7"G(2). (39)

6.3. CALCULUL RASPUNSULUI IN TIMP

Metoda operationala Z permite calculul raspunsului fortat al unui sistem

liniar discret, simplu sau compus, pentru o functie de intrare tip original data,
atunci cand se cunosc ecuatiile cu diferente ale subsistemelor interconectate.
In cazul functiilor de intrare de tip analitic, calculul raspunsului unui sistem
compus se face dupa o metodologie similara celei de la sistemele continue.
Deoarece modelul operational dinamic Y(z)=G(z)U(z) al unui sistem liniar

discret are aceeasi forma cu modelul operational dinamic Y(s)=G(s)U(s) al

unui sistem liniar continuu, formulele de calcul ale functiilor de transfer ale
sistemelor compuse (tip serie, paralel, cu reactie etc.) sunt identice cu cele de
la sistemele continue.

Metodologia de calcul al raspunsului y(¢) la o intrare discreta data u(f)
este urmatoarea:

e se determina functiile de transfer G,(z)ale subsistemelor interconectate;

e se calculeaza functia de transfer G(z) a sistemului compus cu intrarea
U(z) siiesirea Y(z);

e se determina transformata U(z) a marimii de intrare date u();

e se calculeaza transformata Z a raspunsului y(¢) al sistemului, cu relatia

Y(2)=G(2)U(2);

e se calculeazd rispunsul sistemului y(1)=Z7[Y(z)], de obicei prin

metoda descompunerii lui Y(z) in fractii simple.
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Observatie. Consideram un sistem discret cu 7=1, functia de transfer
G(z) st polinomul polilor

P(z)=(z—p)(z—p,)---(z—p,)-

In conformitate cu (33), daca r<n si toti polii sistemului (reali sau complexi)
sunt distincti, atunci transformata Z a raspunsului indicial are forma

descompusa

a a a a
L T e RARE SEE L

—z7 l-pz7 l-p,z l-p,z

H()=

Din expresia raspunsului indicial
_ t t t
h(t)y=a+a,p{ +a,p5+ --- +a,p., 120,

reiese cd acesta este marginit daca si numai dacd toti polii sistemului
(distincti) au modulul mai mic sau egal cu 1 (feorema de marginire a
raspunsului indicial).

6.4. DISCRETIZATUL UNUI SISTEM CONTINUU

Reamintim cd un semnal de timp continuu si un semnal de timp discret cu

perioada T sunt T-echivalente atunci cand cele doua semnale au aceleasi
valori la momentele de timp ¢, = k7 . Daca, in plus, semnalul continuu este de

tip T-scara (constant pe fiecare interval se timp 7'), cele doud semnale sunt

T-echivalente de ordinul zero. Sistemul discret 2° este discretizatul I-E sau
echivalentul discret I-E cu perioada T al sistemului continuu X daci iesirile
celor doua sisteme sunt 7-echivalente pentru orice intrdri de tip original
T-echivalente de ordinul zero.

Deoarece semnalul continuu tip treapta unitard 1(f) si semnalul discret tip
treaptd unitara 1°(¢) sunt T-echivalente de ordinul zero (semnalul continuu 1(¢)
fiind de tip T-scard), raspunsul indicial A(f) al sistemului continuu X si

raspunsul indicial 4°(f) al discretizatului acestuia X° sunt 7-echivalente.
Semnalele de tip rampa ¢-1(z) si ¢-1°(f) sunt T-echivalente, dar nu sunt
T-echivalente de ordinul zero. Prin urmare, raspunsurile la aceste semnale de

intrare ale sistemelor X si £° nu sunt T-echivalente. In general, valorile la
momentele ¢, =kT ale raspunsurilor sistemului continuu X si discretizatului
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2° la semnale T-echivalente sunt cu atit mai apropiate cu cat perioada T de
discretizare a timpului este mai mica. Pe de alta parte, perioada 7' nu trebuie
aleasa nici foarte mica 1n raport cu timpul de stabilizare a raspunsului indicial,
din cauza cresterii considerabile a volumului de calcul si a erorilor cumulate in
urma operatiilor de trunchiere si rotunjire.

Discretizatul X° al unui sistem continuu X se obtine formal prin
conectarea unui convertor numeric-analogic Cn.o la intrarea sistemului
continuu $i a unui convertor analog-numeric C,.n la iesirea acestuia (fig. 6.1).
Convertorul numeric-analogic Cn.o transforma, prin extrapolare de ordinul
zero, semnalul de timp discret (numeric) #° 1n semnalul de timp continuu
(analogic) tip 7-scarda u, iar convertorul analog-numeric C,.n transforma
semnalul de timp continuu (analogic) y in semnalul de timp discret (numeric)
%, cu perioada T.

J"D

oFr2r ot ora2r it

I ) ¥ y*
¥ CNA Z y CA-N

-

b d

Fig. 6.1. Schema discretizatului 2° al sistemului continuu % .

Esantionarea cu perioada T este operatia de conversie a unui semnal
fizic analogic intr-un semnal discret (numeric). Teoretic, operatia de
esantionare este realizatd fard pierdere de informatie de catre convertorul
analog-numeric C,.y numai daca frecventa de esantionare f=1/T este mai

mare decat dublul frecventei maxime f;, a semnalului analogic de esantionat

(teorema de esantionare a lui Shannon). Un exemplu de nerespectare (la
limitd) a teoremei lui Shannon 1l constituie esantionarea cu frecventa f=1/T

a semnalului analogic sinusoidal

y=A+Bsinnt/T,

caracterizat prin frecventa maxima
o n/T 1 f

fmax:

ot 2m 2T 2°



METODA OPERATIONALA Z 265

Prin esantionare, se obtine un semnal discret periodic cu doud valori distincte,
din care nu se poate reconstitui semnalul sinusoidal continuu. In aplicatiile
practice, frecventa de esantionare se alege de cel putin 5---10 ori mai mare
decat frecventa maxima f., a semnalului analogic de esantionat. In plus,
pentru ca semnalul analogic esantionat sd nu fie afectat de perturbatiile cu
frecventa mai mare decat f.., in fata convertorului analog-numeric trebuie
amplasat un filtru trece-jos care sa blocheze semnalele perturbatoare cu
frecventa ridicata.

In continuare, vom demonsta ca functia de transfer G°(z) a

discretizatului de tip I-E cu perioada 7' al sistemului continuu cu functia de
transfer G(s) este datd de relatia

6°@) = 1=z [2Y), (40)
unde, in conformitate cu (19),
G(S) G(s)
Z [ Z r €iZ m ) (41)

s; fiind polii functiei G(s)/s. In acest scop, vom tine seama de faptul ca

functiile indiciale A°(¢) si A(¢) ale celor doua sisteme sunt 7-echivalente, deci
au aceeasi transformata Z:

Z[h°O]=Z[h@)] .

Tinand seama ca

GO
2Ll zi0] = 2190,
rezultd
G- ) 2[C =12 ) res 0

Intre functiile de transfer G°(z) si G(s) ale discretizatului X° si
sistemului continuu X existd urmatoarele corelatii:

G°(1) =G(0), (42)

G°(0) =G(0), (43)

G(s)=0 = G°@E")=0. (44)
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Relatia (42) exprima egalitatea valorilor finale ale raspunsurilor indiciale 4°(¢)

si A(r), deci egalitatea factorilor statici de proportionalitate ai sistemelor X° si
2, iar relatia (43) exprimd egalitatea valorilor initiale ale raspunsurilor
indiciale %°(¢) si A(f). Implicatia (44) exprima faptul ca daca s; este un pol al

sistemului continuu X, atunci z=e™ este pol al sistemului discret X°. Acest

lucru rezultd imediat din relatiile (40) si (41) prin care se determina functia de
transfer G°(z) a discretizatului din functia de transfer G(s) a sistemului
continuu. Implicatia (44) poate fi scrisa si sub forma

G-l/T) =0 = G°(e"M)=w.
Astfel, daca functia de transfer G(s) a sistemului continuu contine la numitor

factorul Tis+1, atunci functia de transfer G°(z) a discretizatului contine la

numitor factorul 1-pz™", unde p=e_T/T1.

Pe baza acestor trei proprietati se poate obtine direct functia de transfer
G°(z) a discretizatului unui sistem continuu de ordinul unu cu functia de
transfer G(s).

In continuare, pentru functia de transfer G°(z) a discretizatului X° al
sistemului continuu X cu functia de transfer G(s) vom utiliza si notatia

(G(s))°, adica (G(s))°=G°(z) . Functiile de transfer in z ale discretizatelor celor
mai uzuale sisteme continue sunt urmatoarele:

| BN z 4 I, 1
(T_S = I—Z_l sau (T_S = 1_2_1 , (45)
1 z7 1 z72
° = , 46
(T2S2) 2(1_2—1)2 ( )
1 (1-p)z"
0= 47
(]]s+1 1-pz '’ (47)
7 7 -1
s+l o Tl+(1_Tl_p)Z
( )= ; ; (43)
Tis+1 l-pz~

“In aplicatiile de reglare numerica, in locul ecuatiei regulatorului de tip integral ck:ck,1+% Ert
i

este preferata ecuatia ¢; =ck,1+% &, unde T; este constanta de timp integrala.
i
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( TdS o_ Td 1 Z_

49
Ts+1 T 1-pz? 49)

Ts o T pz 1(1 z~ )
pz 172 ) 50
[(ns+1>2 T (1—pzly? 0
1 o _ (l_p)z_l _z.pz_l(l_z_l) (51)

(Ts+1? " 1-pz' T (1-pz)

unde p:e_T/ I Relatiile (45), (47), (48) si (49) pot fi obtinute usor pe baza
relatiilor (42), (43) si (44). Relatia (51) rezulta din (47) si (50) tindnd seama ca
1 1 Tis
(Tis +1)? - Tis+1 ) (Tis+1)>°

Pe baza functiilor de transfer (45), (47), (49) si a relatiilor
1 1 1

Tis(Tis+1) T Tis s+l
Tis+1 Tys+1 T7,-T Is
T £s+1 =(1+ d7; 1) (__1)( _7 T11+1
s+l _ ﬂ—r. | +T2—T‘ |
(Ts+1)(Ts+1)  T-T, Tis+1 DL-T Ds+l’
TS T 1 1
(Ts+1 ) (Ts+1)  T—T, Tls+1_Tzs+1)’

rezulta
1 _r 1 _(l—p)z_1

(o)

[ﬂs(T1S+1) L 1-z7' 1-pz!

: (52)

Tis+1 Tds+l
Ts Tis+1

T,-T,. T -1

T )+ T1— (——1)(1—7) l—p

[ 1°=(1+ (53)
[ s+l o Ii—7T .(l—p)z‘ N I-t (l—q)z‘

(Tis+1)(Ds+1)"  T-T, l+pz' DT l-qz’

: (54)

-1

= * 55
[(T1s+1 )(Tos+1 )] T, 1-pz! l—qz_l)’ (55)

unde

p_e—T/T1 q_e—T/Tz
= , = .
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De asemenea, cu ajutorul relatiei (40), obtinem

1 " (1-bp-bcosa)z'+b(b+p—cosa)z™ 56
27 +2¢Ts+1 1-2(bcosa)z '+b°z > ’
7,8 ° B by (z7'—z7?) 57)
252 +2&7s+1 1-2(bcosa)z "' +b2z2
o5+l ) _ (1-b6-bcos@)z" +b(b+5—cos )z 55
252 +2&Ts+] 1-2(bcosa)z ' +b2z2 ’
unde
_er .
b=e T, a=_—y1-&, 0<g<l,
,B:L - 17

@ sina , y—W- - sina, oO= W (5——) sina .

Observatii. 1°. Discretizarea unei conexiuni serie de doud sisteme
continue se poate realiza cu aproximatie prin discretizarea fiecaruia din cele
doua sisteme continue. Astfel,

1 L oyoc ! o_(I=p)z7' (I=p)z”' (1-p)*z”"

T = ~ . (59
De asemenea, avem
-1 _
[t Joa( )= 1, 172 =gzl )

(Tis+1)(Tys+1)"  "Ts+l 2s+1 T —pzt 1-gz?

2°. Asa cum s-a aratat in Cap. 3, o metoda de obtinere a unui discretizat
aproximativ al sistemului continuu descris de modelul primar

any(”) +an_1y(”_1) +-. ._|_a1j;+aoy:bru(r) —|—br_1u(r_1) +-- +b|1/l +b()7/l

constd in inlocuirea functiei de iesire y(¢) cu y;_, a functiei de intrare u(¢) cu
u,y, a derivatei y(t) cu (yr—ya)/T, a derivatei u(t) cu (up—u;y)/T, a
derivatei y(f) cu (Vi —2yia+yio/T?s.a.m.d.

3°. Discretizatul regulatorului continuu cu functia de transfer
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1 TdS
G = Kp(l4+—+—" 61

unde 7; este constanta de timp de intdrziere a componentei derivative, are
functia de transfer

1 1-z1
Gpip(z) = Kp(1+K;——+Ki——), (62)
-z 1-pyz
unde
T Ty —T/T
Kl':—, K =, =€ L. 63
7> Ka=7 pa (63)
Scriind functia de transfer sub forma
1-z7 14K, -z
Gpip(z) = Kp (————+Ka——),
-z l-pyz

rezulta ca regulatorul numeric PID cu intrarea ¢ si iesirea ¢ are urmatoarele
ecuatii in domeniul timpului:
(PD=(P D)1+ Kel( ex—&r-1)+Kix ]
Dy =paDi1+KrKa( gr—&11) : (64)
Cr =(P 1 ) k +Dk

La comutarea MANUAL-AUTOMAT, urmatoarele setari trebuie facute
pentru a avea o comutare fard soc (fara variatie bruscd a semnalului de
comanda c¢), indiferent de valoarea erorii:

(PD)a=co, Da=0, &1=&, (65)

unde ¢y si & sunt respectiv valorile curente ale semnalului de comanda si ale
erorii. Daca se face setarea ¢;,;=0, semnalul de comandia se modifica in
momentul comutdrii ca in cazul modificarii treaptd, cu magnitudinea g, a
marimii de referinta.
Functia de transfer (62) poate fi adusa la forma
Kr(by+bz ' +b,z72)
5

2

Gpip(z) = (66)

l+aiz " +ayz™
unde
a;=—l-pg, ar=pq,
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b0:1+Ki+Kd, blz—l—(Ki+l)p—2Kd, bQZKd+pd. (67)
Astfel, putem scrie ecuatia cu diferente a regulatorului PID sub forma

Ck=—a1Ck—1 —ACk—2+ K g(bock + b1 +brer2) . (68)

4°, In conformitate cu (40), functia de transfer G°(z) a discretizatului
sistemului continuu cu functia de transfer G(s) poate fi scrisa sub forma

G°(2)=Z[Gy(s)G(s)] s (69)
unde
. Ts
Gi(s) = . : : (70)

Sistemul cu functia de transfer G,(s), numit extrapolator de ordinul zero, are
functia pondere g,(¢#) sub forma unui impuls dreptunghiular cu magnitudinea

1 si durata 7':
I, t€[0, T)

. (71)
0, te(-o0, 0)U[T, ©)

go(1) = 10)-1¢-T) = {

Relatia (69) rezulta astfel:

G°(2) = (1= )2 O =z FO o1 2O 7 Oy OOy
1— e—Ts
S

=Z| G(s)]= Z[Gy(5)G(s)].

6.5. SISTEME CU ESANTIONARE

Esantionarea este operatia de discretizare uniforma in timp a unui
semnal continuu. In majoritatea aplicatiilor practice, semnalul de timp discret
obtinut prin esantionare este discretizat si in valoare (cuantificat), fiind deci
semnal de tip numeric. In cazul sistemelor care contin elemente continue cu
dinamicd lentd si cu dinamica rapida, semnalele continue asociate acestor
elemente pot fi discretizate cu perioade de esantionare diferite (esantionare
multipla).
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Sistemele cu esantionare, numite $i sisteme esantionate, sunt sisteme
hibride care contin subsisteme continue (netede, analogice) si subsisteme
discrete (numerice), interconectate prin intermediul convertoarelor analog-
numerice i numeric-analogice. Sistemele cu esantionare pot valorifica intr-un
mod eficient avantajele rezultate din imbinarea caracterului intuitiv §i natural
al conceptului analogic cu flexibilitatea si potentialul de calcul (memorare,
viteza si precizie) specifice sistemelor numerice.

Analiza si sinteza sistemelor cu esantionare se poate face in doua moduri:
a) in varianta discreta, prin inlocuirea subsistemelor continue cu subsisteme
discrete echivalente; b) in varianta continud, urmand ca, in cazul sintezei, sa se
inlocuiasca subsistemele continue proiectate, de obicei cu rol de comanda, cu
echivalentele lor discrete.

Sistemul cu esantionare cel mai reprezentativ este sistemul numeric de
reglare a unui proces continuu cu ajutorul unui regulator numeric (fig. 6.2).
La fiecare moment de esantionare #,=kT , convertorul analog-numeric Cy.n
genereaza semnalul numeric m°(#,) (egal cu valoarea la momentul 7=¢, a
semnalului de timp continuu m(f) generat de traductorul T), regulatorul
numeric RN calculeza valoarea numericd c’(#;) a semnalului de comanda
(prin procesarea convenabild a erorii numerice &°(t;)=r"(t;)—-m°(t,)), iar
convertorul numeric-analogic Cn., genereazd semnalul de timp continuu tip
T-scara c(f) catre elementul de executie E. Pe durata fiecarui interval de
esantionare [#;, #;,1), semnalul de timp continuu c(¢) este mentinut constant, la
valoarea calculatd c°(z;) .

o Pt c

0| T2rar £ 0 rarar ¢ 0] T2raT ¢

po E" a c 7]
() RN -—|Ch E

me Fis
Cﬂ.—N

T

Fig. 6.2. Sistem de reglare cu esantionare.
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Observatii. 1°. Ecuatia polilor unui sistem de reglare cu esantionare are
forma

1+ Gr(2)G(2)=0, (72)

unde
G}OT(Z):(GEGPGT)O(Z) (73)

este functia de transfer a discretizatului partii fixate (formate din convertorul
numeric-analogic Cy_s, elementul de executie E, procesul P, traductorul T si
convertorul analog-numeric Cpn — fig. 6.2). In cazul polilor distincti,
raspunsul sistemului de reglare la referintd sau perturbatie treaptd este
marginit pe intervalul de liniaritate daca si numai daca toti polii sistemului au
modulul mai mic sau egal cu 1 (teorema de marginire a raspunsului indicial).
2°. Pe baza proprietatii valorii finale a transformarii Z si a relatiilor (17),
se poate demonstra usor cd la sistemele de reglare cu esantionare si raspuns

indicial convergent, eroarea stationara (finald, pentru ¢—oo) la referinta
treaptd unitard si rampa unitara este datd respectiv de relatiile

gstzlinilGER(Z): gstzlim 1 'GER(Z)a (74)

-1
£,=1imGy,(2), gs,:limlTZ_l-va(z), (75)
z—>1 z—1 —Z
unde
] . ~G7(2)
G = R G = . 76
£r(2) 1+ Ga(2)G2(2) ev(2) 1+Gr(2)GA(2) (70)

3°. Consideram sistemul deschis din figura 6.3 cu intrarea analogica u,
intrarea numerica V° si iesirea analogica y. Cu notatia (16), studiul acestui
sistem se poate face pe baza schemei discrete echivalente din fig. 6.4 sau pe
baza schemei discrete aproximative din figura 6.5, unde G/(z) si G;(z) sunt

respectiv functiile de transfer ale discretizatelor sistemelor continue cu
functiile de transfer G(s) s1 G;(s) .
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o

F4(2)

B 75y 25 o
a0 Y can ] a0 BSOS ona P o2t

Fig. 6.3. Sistem esantionat deschis.

ye 4N
— Ga(z)
GyS) T o l o =
ZGEOUE) | Gy 2 gy S

Fig. 6.4. Schema echivalenta discreta a sistemului esantionat deschis.

¥e e
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= Gz ] G =20 w Tz ER

Fig. 6.5. Schema discreta aproximativa a sistemului esantionat deschis.

In conformitate cu schema echivalenta din figura 6.4, existd urmatoarea relatie
de corelatie intrare-iesire:

Y(2) = G3(2)[Gy(2)V°(2) + Gy(2)-Z[G(HU ()] (77)

In cazul in care intrarea analogica u este de tip T-scara, cele doud scheme
discrete din fig. 6.4 si fig. 6.5 sunt echivalente deoarece raspunsul sistemului
continuu si raspunsul discretizatului acestuia sunt 7-echivalente, deci au
aceeasi transformata Z:

Z[G(s,()]=GP (@)U, (2). (78)
In acest caz, (77) devine astfel
Y(2) = GSD[Gy(2)V°(2) + Gy(2)G () U, (2)]. (79)

Prin urmare, discretizatul sistemului cu intrarea u §i iesirea y are functia de
transfer

Gyy(2) = G3(2)Gy(2)Gy (2) .- (80)
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B In MATLAB, modelul obiect de tip transfer intrare-iesire ("input-output transfer")
al unui sistem discret liniar se construieste cu ajutorul functiei #f, astfel:
e sisd=tf (num,den,T);

unde num si den sunt vectori linie formati cu coeficientii polinoamelor in z' de la
numardtorul si, respectiv, numitorul functiei de transfer (28), iar 7 este pasul de
discretizare.

Alt mod de a introduce un sistem cu functia de transfer datd este acela de a defini
variabila z astfel

o 7=tf('z');
si de a scrie apoi functia de transfer ca o expresie rationala de variabila z .
Pentru implementarea in mediul MATLAB a conexiunilor serie, paralel si cu reactie
negativa se utilizeaza operatorii “+”, “,” si “/:
s=sisd1*sisd2*sisd3 ;
p=sisd1+sisd2+sisd3;
r=sisd1/(1+sisd1*sisd2);
De asemenea, pentru calculul si reprezentarea grafica a raspunsului sistemului se utilizeaza
functiile cunoscute initial, step, impulse, Isim.
Modelul discretizatului de ordinul zero sisd al sistemului continuu sis se obtine cu

functia
e sisd=c2d(sis,T);

unde T reprezintd perioada de discretizare. Sistemele sis si sisd sunt ambele de acelasi tip,
I-E sau I-S-E.

6.6. SISTEME DISCRETE MONOTONICE

Conform teoremei fundamentale a sistemelor monotonice (paragraful

3.5), un sistem liniar, invariant si monovariabil este C-monotonic daca si
numai daca are functia pondere g(¥)>0 pentru te€Z, sau, echivalent, daca si

numai daca are functia indiciala A(f) crescdtoare. Daca un sistem discret cu
functia de transfer G(z) este C-monotonic, atunci sistemul cu functia de
transfer —G(z) este D-monotonic.

O conexiune serie de subsisteme monotonice este un sistem monotonic.

Teorema 1 de conservare a monotonicititii. Un sistem liniar discret
monotonic isi conserva proprietatea de monotonicitate prin:
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. . . ., 5
a) micsorarea sau eliminarea unui zerou pOthlV )

- . . . ., 6
b) marirea sau introducerea unui pol pozitiv’.

Pentru demonstrarea teoremei, consideram un sistem X de tip
C-monotonic, cu functia de transfer G(z) si zeroul z;, z >0. Prin inlocuirea

zeroului z; cu z,, obtinem sistemul X cu functia de transfer

z

G(z)="—"2G(z), 0<z,<z. (81)

—Z
z—z
Similar, presupundnd ca G(z) are polul z, (z,20), prin inlocuirea lui cu z,
(z,>z,), obtinem sistemul ¥ cu functia de transfer (81). Astfel, demonstrarea
teoremei se reduce la a arita cd sistemul X cu functia de transfer G(z) este
C-monotonic. Acest lucru este adevirat deoarece sistemul X este o conexiune

serie de doua subsisteme C-monotonice: subsistemul cu functia de transfer

Z—1Zy

Gy(2)=

si subsistemul X cu functia de transfer G(z). Primul subsistem este

C-monotonic deoarece

-1 -1
O
deci
go(0)=1
s

20(=(z,—2,)z!>0, ¢>1.

> Micsorarea unui zerou pozitiv z; consta in inlocuirea factorului z—z, de la numaratorul functiei
de transfer cu z—z,, unde 0<z,<z . Eliminarea unui zerou pozitiv z;inseamna inmultirea
functiei de transfer cu 1/(z—z).

6 Mirirea unui pol pozitiv Z, constd in Inlocuirea factorului z—z, de la numitorul functiei de
transfer cu z—z;, unde z,>z,>0. Introducerea unui pol pozitiv z, inseamna inmultirea functiei

de transfer cu 1/(z—z,).
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Prin eliminarea unui zerou pozitiv z, sau prin introducerea unui pol
pozitiv z; obtinem sistemul 2 cu functia de transfer
1

zZ—ZzZ

G(z)= G(z). (82)
Sistemul X este C-monotonic, fiind o conexiune serie de doud subsisteme
C-monotonice: subsistemul cu functia de transfer

1

Gy(2)=

si subsistemul X cu functia de transfer G(z).

Teorema 2 de conservare a monotonicititii. Un sistem liniar discret
monotonic i§i conserva proprietatea de monotonicitate prin:

a) contractarea’ a doud zerouri pozitive ;

b) dispersarea® a doi poli pozitivi.

Pentru demonstrarea teoremei, consideram un sistem X de tip
C-monotonic, cu functia de transfer G(z). Presupunem ca G(z) are zerourile
a si b (a>b>0). Prin contractarea acestora, obtinem sistemul X cu functia
de transfer

= \_(z—0)(z—d)
G(Z)—m G(2), (83)
unde
a>c2d>b>0, a+b=c+d. (84)

De asemenea, presupunand cad G(z) are polii ¢ si d (¢c=d>0), prin
dispersarea acestora obtinem sistemul X cu functia de transfer (83). Sistemul
2 cu functia de transfer G(s) este monotonic, deoarece sistemul X este o
conexiune serie de doua subsisteme C-monotonice: subsistemul cu functia de

transfer

_(z-9(z-d)
A oy (83)

7 Prin contractarea a douid numere pozitive a si b (a>b) se intelege inlocuirea acestora cu
numerele pozitive ¢ si d astfel incat a>c>d>b si a+b=c+d .

¥ Prin dispersarea a doua numere pozitive ¢ si d (c¢>d) se intelege inlocuirea acestora cu
numerele pozitive a si b astfel incat a>c>d>b si a+b=c+d.
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si subsistemul X cu functia de transfer G(z). Subsistemul cu functia de
transfer (85) este C-monotonic deoarece

cd—ab
(z—a)(z-b)’
cd—ab=cd—-a(c+d—-a)=(a—c)(a—d)>0,

Gy(z)=1+

iar subsistemul cu functia de transfer
1
(z—a)(z—b)

este o conexiune serie de doua subsisteme C-monotonice.

G((2)=

Observatii. 1°. Sistemul cu functia de transfer

_ (Z_Zl)(Z_Zz)"’(Z_Zr)
= ey py (86)

este C-monotonic dacd are toti polii pozitivi §1 p; 2z; >0 pentru i=12,...,r.
Aceastd proprietate este adevarata deoarece sistemul poate fi reprezentat ca o
conexiune serie de n subsisteme C-monotonice: subsistemele cu functiile de
transfer

zZ— Zl.

G(s)= ,i=12,..,r

i

si subsistemele cu functiile de transfer

Gi(s)zz%i, i=r+Lr+2,...,n.
2°. Sistemul cu functia de transfer (86) este un sistem nemonotonic in
cazul in care toate zerourile sunt pozitive s1 z,>p, = p,=---=p,>0. Pentru a
demonstra aceasta proprietate in cazul polilor distincti, presupunem, prin
reducere la absurd, ca sistemul este monotonic. In conformitate cu Teorema 1
de conservare a monotonicitatii, sistemul cu functia de transfer

zZ—2z

G.(2)=
() (z—p)(z—py)--(z—-p,)

este, de asemenea, C-monotonic. Din descompunerea in fractii simple

Cl CZ Cn
2t
z=ph 7D Z= Py

G\(2)=
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rezultd ca functia pondere are expresia
BN -1 I
g=Cp, +Cp, +-+Cp, , t21,

care satisface proprietatea

im8@_c-_ P~4 <0.

- p) (pi—p)(p—p,)

Deoarece functia pondere nu satisface proprietatea g,(f)=0 pentru orice >0,
sistemul cu functia de transfer G,(z) nu este C-monotonic, ceea ce reprezinta o
contradictie.

3°. Pe baza Teoremei 2 de conservare a monotonicitatii, putem demonstra
prin metoda inductiei urmatoarea teorema:

Daca
si

D127,

Dt P2zt 2y,

pitpyttp 2zt teetz,,
atunci sistemul cu functia de transfer

_ (Z_Zl)(z_zz)"'(z_zr) r<n
==y =py " (87)

este C-monotonic.

6.7. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 6.1. Se da sistemul discret cu perioada 7'=1 si ecuatia
6y(t)-5y(t-D+y(t-2)=u(t-1)—u(t-3).
Sa se afle functia de transfer, raspunsul pondere §i raspunsul indicial ale sistemului.

Solutie. Sistemul are functia de transfer
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-1_.-3 -1_,-3
G =~ =T
6-5z""+z 2-z7Y)(B-z7")

Transformata Z a raspunsului pondere g(¢) are dezvoltarea in fractii simple

G(z)= Az '+ B+ C_l + D_l ,
2-z 3-z
- 6 24
G(z)=—z"'-5- + ,
) 2-z71 3-z71
G(z)=—z_1—5 3 + 8

1—/2)z =3

Rezulta raspunsul pondere

50— =550 (£)—3+ 8
g(t)y==0"(t-1)-55"(1) 2z+3z’
echivalent cu
2(0)=0-5-3+8=0,
3.8_1
D=—1-0-=+3==
g >*37%6"
—_ 3,8 4,
g(t)= 2t+3t’ t=23,...
Transformata Z a raspunsului indicial A(¢) are expresia
-1_,-3 1 2

_ _ z —z _ z_ tz
B0 = N6 e hr )

Prin descompunere in fractii simple, obtinem

B C
H(z)=A+ + ,
) 2z 3-z7!
6 12
H(z)=1+ - ,
) 2-z71 371
Ho=14—> 4

1-1/2)z7" 1-/3)z7Y
Rezulta raspunsul indicial

_s0 3 4
g(=6"0+ 2~
echivalent cu
g(0)=1+3-4=0,

3 4
g=5755 =12
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Graficele cu raspunsul pondere si raspunsul indicial din fig. 6.6 au fost obtinute in
MATLAB, cu programul

z=tf('z"); x=1/z,
sis=(x-x"3)/(6-5*x+x"2);
t=0:1:10;
g=impulse(sis,t);
plot(t,g,'.-"); hold on;
h=step(sis,t);
plot(t,h,'.-"); grid on

04 T T T T
1) S ST - -
7] S S N A RS-

I SR L — e S R —

01 i
0 2 4 & g 10

Fig. 6.6. Raspunsul pondere g(t) si raspunsul indicial h(r).

¢ Aplicatia 6.2. Fie conexiunea serie de mai jos, formata din subsistemele discrete:

oy T
— I 2 2

Sa se afle functia de transfer, raspunsul indicial si raspunsul pondere ale sistemului.
Solutie. Subsistemele si conexiunea serie au functiile de transfer
0,1+0,7z"" 2,127
1-02z7" 140,527
(0,21+1,47z7")z72
(1-0,2z"N(1+0,5z7")

Gi(2) = Gy(2) =

G(2)=G(2)Gy(2) =

Transformata Z a raspunsului indicial A(¢) are expresia
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(0,21+1,47z 1)z 2

) =G = T (w052 D=z 1)

Prin descompunere in fractii simple, obtinem

054 065 |
1-0,2z7' 140,521 '

1,4
H(2)= (=~

Rezulta raspunsul indicial
h(t) = [1.4-0,54-0,2T > —0,65-(~0,5)T ] 1°(=2T)
care este echivalent cu
ho=h=0si h, =14-0,54-022-0,65(-05¢2, k=2,3,....
Transformata Z a raspunsului pondere g(¢) are dezvoltarea in fractii simple

2,16 1,95 -2
— - )z .
1-0,2z 1+0,5z

G(2)=(
Rezulta raspunsul pondere
€ _ t_
g()=[2,16:02T ~—1,95(~0,5)T " J1°(:-2T),
echivalent cu

2,=g,=0si g =216-02"2-195.(-0,5/72, k=2,3, ....

¢ Aplicatia 6.3. Consideram sistemul cu reactie de mai jos, cu
) a-ca=Ke, K>0
) Y08y 1=cr+vx.

v
+

r £ & + g
T’%_’El i 2o —

Sa se afle raspunsul y(¢) al sistemului in cazurile:

t
a) K=0,01si r=1°0); b) K=0.2si r=1°0); ¢) K=02 si v=(1-0,57)-1°¢).

Solutie. Avem

K z!
G(z)=—>—, Gy(z)=—2——,
&= 2O g
G1G2 _ I(Z_l

Gyr(z) = = ,
r(2) 1+G\G;  1-(1,8-K)z '+0,8z 2

1 1-z"hH1-08z7""
Gy, (2)= = .
(@ =13 GGy, 1-(18-K)z +08272
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a) Pentru K=0,01 si r=1°(), obtinem

0,01z 0,01z
Y(Z):GYR(Z)R(Z) = 1 z 1 N 1 Z_1 —1
(1-zH)1-1,79z"+0,8z7") (A-z )(1-pz )(1—gz")
- 1—1 + 4 Tt 5 -
1-z 1-pz 1-gz

unde p =~ 0,927 si ¢ = 0,863 sunt radacinile ecuatiei z2 —1,79z+0,8 =0, deci satisfac
p+q=179, rq=0,8,
iar
0,01 ~1 B 0,01

R ~0,98.
d-p H)p—-9)

C(U-¢Ng-p)

9 b

Rezulta
yi=l+Ap*+Bg*~1 - 1,98-0,927°+ 0,980,863, k=0,1, ....

b) Pentru K =0,2 si »=1°(), avem

0,2z 1 1-0,8z 7!

Y(2)=Gywr(2)R(z) = = -
(2)=Gr(2)R() (-z H(1-L,6z7"'+0,827%) 1-z7' 1-1,6z'+0,82 >

1 l-az !

-1

-z ' 1-2az '+ p*z7 2’

unde a=08 si p=+/0,8~0.894. Tinand seama de (21), avem
t
y(t)=1-pT coswt, t=0,
sau
yi=1-pleoskal, k=0,1,

unde @T = arccos% =arccosv 0,8 20,4636 .

In fig. 6.7 este reprezentat raspunsul indicial al sistemului pentru K =0,01 si K=0,2.
Graficele au fost obtinute in MATLAB, cu programul

t=0:1:60; K=[0.01 0.2];

z=tf('z"); x=1/z;

for i=1:2
s1=K(@1)/(1-x);
$2=x/(1-0.8*x);
s=s1*s2/(1+s1*s2);
y=step(s,t);
plot(t,y,".-"); hold on; grid on;

end
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1.8 : : : ' :
=02
Thoadomae e e M
1% SR St SRS SRS AUUUU SR ]
£=0,01! §
0 10 20 a0 40 a0 g0 ¢

Fig. 6.7. Raspunsul y(t) al sistemului la referinta treapta unitard.

z
¢) Pentru K =0,2 si v=(1-0,57)-1°(r), avem

Vet L _ 05z
1-z7' 1-05z7" (1-zHa-05z"YH’
0,5z -0,4z72

Y(2) =Gy (2)V(2) = (1-0,5z7)(1-1,62"1+0,8272)

__ 06 0,6-016z"  -06 +0,6(1—O,82_1)+O,322_1
1-0,5z7"  1-1,6z"'+082z72 1-0,5z"" 1-1,6z7 40,8272

06 +0,6(1—az*1)+0,8bz*1
1-0,5z"" 1-2az7' + p?z 72 ’

unde p=+0,8~0.894, a=0,8 si b=+ p2 —a?>=0,4. In conformitate cu relatiile (20) si
(21), avem

12 t
y(t)=-0,6-0,5T + pT (0,6cosart +0,8sinawt), >0,
sau

¥, =—0,6-0,5 — p*(0,6coskwT +08sinkwT), k=0,1, -

unde wT are aceleeasi valoare ca la punctul b), adica

T =arccosL =arccos 0.8 _ arccosv 0,8 ~0,4636.
P 0,8

¢ Aplicatia 6.4. Sa se scrie ecuatiile cu diferente ale discretizatul propriu-zis si
aproximativ al regulatorului continuu cu functia de transfer

Tis+1 Tys+1

Gpip(s) = Kg- Ts Tstl
1
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Solutie. Scriem functia de transfer a regulatorului continuu sub forma

_ B _Ts
Gpip(s) = KR(a+]}s+7/ T1s+1)’

unde
T, -T
=1+ L
« T

1

1 yedepna-b
A=l oy =G b=

Discretizatul propriu-zis are functia de transfer

T 1 -z
Gpip(z) = Kp(a +++ +y-
Pip(2) R( T 11— Y l—deA

)

“T/Ti | Regulatorul numeric are ecuatiile

unde p;=¢
(PD = (PDics + Kl (8- 81) + 7 2]
Dy = paDyy + Ky (&x— &x1)

Cp = Pk + Dk
Regulatorul continuu cu intrarea ¢ si iesirea ¢ este descris de ecuatia diferentiala
. . Kp . .
T1c+c:T[T,-Tde+(T,- +T)e+e] .

1

Prin urmare, discretizatul aproximativ are ecuatia cu diferente

cr —2¢Ck1+Crs cp—cry K & =281 +Ep
& kt +Ch2 | Gk —Ch _ R[ETdk k-1 T Er—2

T;
: T T T; T’

+(T +T; )@Jﬁ?ﬂ 1,

echivalenta cu

(kl +1)Ck —(Zkl +1)Ck_1 +k10k_2 =KR [(kd +771—d+1)€k —(de +77:—d+1)8k_1 +kd€k_2],

1 1

unde k]ZTi/T, deTd/T.

¢ Aplicatia 6.5. Se considera sistemul de reglare cu esantionare din fig. 6.2, in care
perioda de esantionare este 7 =2,77 si

G (=K, G(s)=G,(s)=1, GP(s):ﬁ.

a) Sa se afle raspunsul indicial £(¢) pentru r=1(¢).
b) Sa se calculeze eroarea stationara la referinta treapta unitara si la perturbatie treapta
unitara.
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Solutie. a) Avem

-G1(2)
o _ T
unde
Gi(z)=1+G (z)-(GEGpGT)°=1+K'(L)O = 1+K.(1—P)z—1
R 4s+1 1-pz7!’
p:e—T/4z0,5’ G;(Z):l,
Rezulta
2+(K-1)z"! 1 2-z"
G == G = = s
@) =———"= ER(2) Gi(z)  2+(K-1)z"!
2-z"! 1 4 B
E(2)=Ggr(2)R(2) = : = + ’
(2)=GEr(2)R(2) 2+(K-1)z' 1-z7' 1-z7' 24K -1)z7!
(kT)= A+§ (i)
__1 p_2K
unde A_K+1’ B=%"1

b) Pentru K e(-1, 3), raspunsul &(k7T) al sistemului (determinat la punctul anterior)

este convergent si are valoarea finala (de regim stationar)

1
| T=A=——
kl—zlog(k )= K+1'

Acelasi rezultat se obtine cu relatiile (74) si (76) (pentru raspuns convergent):

-1
gst—llmGER(z) 11m 2=z ! .
—>124+(K-1)z7" K+1

In conformitate cu (75) si (76), eroarea stationard la perturbatie treaptd unitard pentru
Ke(-1,3) este:

el _
£, ~limGy, (9)=lim r@_ -1
s —1 G(Z) K+1

¢ Aplicatia 6.6. Se considerad sistemul de reglare cu esantionare din fig. 6.2, in care
T=277, Gp(2)=K,
_1 __ 1 _
Gp(s)= P Gp(s)= Aol G(s)=1.

Sa se determine functiile de transfer Gz (2) s1 Gy (2).

Solutie. Avem
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Gp(2)-(GeGp)°

GER (Z) Gl (Z) s

G() , Gyr(z)=

cu

1 1°
s(4s+1)

11 41=p)
1-z1 1-pz1 7

G](Z)Z 1+GR(Z)'(GEGPGT)O = 1+K[

4
4s+1

=1+K(%— ) =1+ K[

T/4

Tinand seama ca p=e~''* =1/2, obtinem

277z—1 4271 2+(1,54K -3)z " 14+(1, 23K +1)z 2

Gi(z) = 1+K - = ,
@)= Ko P -z H2—z 1
1 2,77z71 4771 1,54z 141,232
G G o _— 0 _ ) _ — 2 ,
(GeGP) [s(4s+1)] 1-z7! 2—z1 (1-z7hHQ2-z7hH
deci
1-z7H(2-z71
G = (
) = 3 154K =)z 1 (123K +1)22
K(1,54z71+1,23272
GYR(Z)= ( )

2+(1,54K =3)z 7' +(1,23K +1)z 72

¢ Aplicatia 6.7. Se considera sistemul de reglare cu esantionare din fig. 6.2, in care

_ __K _ _ 1 _
T=277, Ge@)="» Ge®)=1, GpW=g 7, Gr=1.

1
Zl

a) Sa se determine functiile de transfer G (z) si Gy(2);
b) Sa se afle raspunsul indicial g(¢) pentru K=1/6 si r=1(¢);
¢) Sa se afle raspunsul indicial &(¢) pentru K=6 si r=1(¢).

d) Sa se arate ca raspunsul indicial &(¢) este marginit pentru 0<K <6.

Solutie. a) Avem

GR(Z) : (GEGP)O

GER (Z) G](Z) ’

G() , Gyr(2)=

cu
G](Z) =1+ GR(Z) . (GEGPGT)O ,

unde

o_ 1l o (=p2z! _T/4
(GEGP) (GEGPGT) [4S+1] - l—pZ_l ) p_e .

Tinand seama ca p=1/2, obtinem
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-1

-1

(GeGp)° = (GgGpGr)°= > Z

Kz} _2+(K-3)z 4z
1-z"he-z'  1-z"he-z7h

G(z2)= 1+

deci
1-z"H2-z7
2+(K-3)z"'+z7%°

£r(2) =

Kz}
2+4(K-3)z"1+z72°

Gyg(2)=

b) Avem
6(1-z HR-z"h _ 6(1-z"H2-z7h

G = = ,
)= 7 62~ (3-22 Dd—32 )
62-z"
EQ=Gr@Re) = —22 ) 12 6 3 2
(B3-2z)(4-3z") 4-3z 3-2z 1_12—1 1_§Z—1
—3.(3) _2.(2)k
ekT)=3 (4) 2 (3) .
Raspunsul sistemului este convergent si are valoarea finala
lim e(kT)=0.
k—
c) Avem
S N S N
Gpn(2)= (1-z )(12 22):(1 z 1)(2 z 1)’
243z +z" (1+z7HQ2+z7)
2-z7! 3 4 3 2

E(2)=GEr(2)R(2) = = - = - ,
A+zH2+z7h 1+z7t 24270 147! 1%2—1
e(kT)=3-(~1)F —2-(%)’“ .
Raspunsul sistemului este marginit, dar nu este convergent.

d) In conformitate cu teorema de marginire a raspunsului indicial, raspunsul indicial
&(?) este marginit daca polii sistemului de reglare au modulul mai mic sau egal cu unu. Din

ecuatia polilor G,(z)=0, unde
2+(K-3)z" ' +272
(1-z"He-z7

5

Gi(2) =

rezulta ca polii sistemului sunt radacinile ecuatiei

222 —(3-K)z+1=0.



288 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

Pentru 3—2v2 <K <3+2+/2, avem polii complex-conjugati

3-K+jN-k?>+6K-1

4

Z1p =

care satisfac

NGB=k)? +(—k2 +6 K1) 2,
4 2

Pentru K e(0, 3—2v/2)U(3+2+/2, 6], avem polii reali

3-K+VK?-6K+1

212 = :

4

|Zl,2 |=

Pentru K (0, 3-2+/2), avem

0<3—K—\/K2 —6K+1 <3—K+\/K2 —6K+1 _
. <

4

1,

iar pentru K e(3+2+/2, 6], avem

0>3—K+\/K2 —6K+1 >3—K—\/K2 —6K+1,
4 4 -

¢ Aplicatia 6.8. Un sistem de reglare cu esantionare (fig. 6.2) cu perioada de
esantionare 7'=1 are functiile de transfer

=S

Gp()=K, Gp(9)=1, Gp9)=5=, Gyls)=1.

a) Pentru K =1, sa se calculeze raspunsul y(¢) la referinta treapta unitara.

b) Pentru K =4, sa se calculeze raspunsul y(¢) la referinta treapta unitara.

c) Raspunsul yp(r) la referintd treaptd unitard este marginit pentru 0<K <4 si
nemarginit pentru K >4 .

d) Sa se reprezinte grafic, in Matlab, raspunsul indicial y(¢) pentru K=0,5; K=I;
K=3, K=4si K=4.1.

Solutie. Avem

—S -1 -2
(GG = (50" =) () =="— :

M-z 40—z’

-2
Gi(2) = 1+ G(2)-(GpGpGr)° = 1+ Gp(z)-(GpGp)® =1 +—BZ
41-z)
Gr(2)-(GEGp)° Kz
G = = N
7R(Z) Gi(2) 4-4z7 V4 K22
Kz 2 1

Y(z) = Gyp(s) -R(z) = . .
m(s) - R(2) 4-4z' vk 1=
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a) Pentru K =1, avem:

-2 -1
1 1 4 1 0,5z
Y(z)= —= - = -~ = — 2z —>2%
@) Q-z" 1-z' 1-z' @2-zYH 1=z (1-0,5z71?
1 4 1 0,5z7!

T Ry s R e (I (e N

deci, din proprietatea deplasarii argumentului real si a doua relatie (18), rezulta:
yr =1-2(k+1)-0,55 =1—(k+1)-0,5*.

Raéspunsul sistemului este convergent si are valoarea finala

k—o0
b) Pentru K =4, avem:
2
1
Y(z)= z .
@ l-z7'+2z72 1-z7!
1 1 2 V327!

= — = Zc— .
1-z70 1—z7l4z2 1-z71 37 20-z1+4272)

deci, din proprietatea deplasarii argumentului real si (22), rezulta:

y(t)zl—isin n(Hl):l—isin n(i+1) .

3 3T g3 3

Raspunsul sistemului este oscilant intretinut.

¢) In conformitate cu teoremei de marginire a raspunsului indicial, trebuie sa aratam
ca ecuatia polilor sistemului, anume G(z)= 0, unde

2
Gl(z)=4—4z‘1+Kz‘2:w,
z
are polii
S
1,2 B

cu modulul mai mic sau egal cu 1 pentru 0<K <4. Intr-adevar, pentru 0<K <1 (cazul
polilor reali pozitivi), avem

1+V1-K
2

_1#VI-K _1+V1-K _
2 2

L,

iar pentru K >1 (cazul polilor complex-conjugati), avem

|ZL2 |=

2 5

1+ VK -1 ‘_\/H(K—l) JK
2 2

deci |212|S1 pentu 1<K <4.Pentru K >4, avem evident |le|>1'
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d) In fig. 6.8 este reprezentat raspunsul indicial al sistemului de reglare pentru diferite
valori ale lui K . Graficele au fost obtinute in MATLAB, cu programul

K=[0.51344.1];

T=1; t=0:T:40;

7z=tf('z"); x=1/z;

hold on; grid on;

for i=1:5
s1=K(i); s2=T*x"2/4/(1-x);
sis=s1*s2/(1+s1*s2);
y=step(sis,t);

plot(t,y,".-");
end

Raspunsul indicial al sistemului de reglare este periodic pentru K =4 si nemarginit pentru
K=4].

-1

i

Fig. 6.8. Raspunsul indicial pentru K=0,5; K=1; K=3, K=4 si K=4.1.

40

¢ Aplicatia 6.9. Pentru v°=1°(¢), sa se afle raspunsul indicial al sistemului cu esanti-

onare din figura 6.3, stiind ca
(X,) v(kT)+av ((k=DT) = bv((k-1T),
(X;) Ty +y@) =kw(t-mT), meN.

Solutie. Avem

B bZ_l B k3e—mTS
G4(Z)_ 1+CZZ_1 s G3(S) - m 9

k.(1— —m—1 _r
(Gﬁoz%, py=¢ L

1- p3z‘1
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Y(2)= Gy (2)V (2)=(G5)°G,4(2) -V (2)

k(= pyzmt bz 1

1—p3z‘1 l+az ! 1-z1
:bk32""( [ WS U Cr B )
l+a ‘1-z71 a+ p, l+az! a+ p, 1—;732_l ’
deci
_ ka 1_p3 k—m l+a k—m 0
y(k)—1+a[1+rp3 (-a) m py "1 Uk —m).

¢ Aplicatia 6.10. Sa se arate ca un sistem liniar discret nemonotonic X isi conserva
proprietatea de nemonotonicitate prin:

a) marirea unui zerou pozitiv;

b) micsorarea unui pol pozitiv.

Solutie. Vom utiliza metoda reducerii la absurd.

a) Presupunem ca sistemul X obtinut prin marirea zeroului este monotonic. Prin
readucerea (micsorarea) acestuia la valoarea initiald, reobtinem sistemul X care, conform
Teoremei 1 de conservare a monotonicitatii — punctul a), este monotonic, ceea ce este fals.

b) Presupunem ca sistemul X obtinut prin micsorarea polului este monotonic.. Prin
readucerea (mdrirea) acestuia la valoarea initiald, reobtinem sistemul 2 care, conform
Teoremei 1 de conservare a monotonicitatii — punctul b), este monotonic, ceea ce este fals.

¢ Aplicatia 6.11. Fie 2, un sistem C-monotonic cu functia de transfer Gy(z) si
polul p, >0, iar 2, sistemul C-monotonic cu functia de transfer G,(z) obtinuta din G,(z)
prin inlocuirea polului p, cu p,, p,>p,>0. Sé se arate cd intre functiile pondere ale celor

doua sisteme existd inegalitatea

g0)2g,(), tel.

Solutie. Este suficient sa aratam ca sistemul 212 cu functia de transfer G,(z)—G,(z) este

C-monotonic. Intre functiile de transfer Gy(z) si G,(z) ale sistemelor X, si X, existd

corelatia
.

Py
G,(2)= G,(2).
O= TG

Din

G(2)=Go2) == G2
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rezultd ca sistemul X, este o conexiune serie de doud subsisteme: subsistemul cu functia

de transfer
1

zZ=py

Gy(2)=

si subsistemul cu functia de transfer (p;—p,)G,(z). Este suficient sd aratam ca cele doud
subsisteme sunt C-monotonice. Primul subsistem este C-monotonic deoarece

80(0)=Gy(0)=1
si
go(t)zpé_1 >0, =1,

iar al doilea este C-monotonic deoarece p;—p,>0.

¢ Aplicatia 6.12. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

1
G =T . o s b R s
O caen “*
este C-monotonic daca si numai daca
a+b=0.

Solutie. Deoarece

72
G(2)= - 5
1—(a+b)z" ' +abz2
avem
g(0)=g(1)=0,
iar din
1 (1 1
G(Z)_a—b\z—a z—b)’
rezulta
at—l_bt—l
g)="———=a"+aPb+ -t ab D 4b 2, 122,

Necesitatea conditiei a+b>0 reiese din expresia g(3)=a+b. Pe de alta parte, suficienta
conditiei a+b>0 este evidentd in cazul a,b>0, deoarece

g)=a""2+a"3b++ab 3 +b7220.

Din motive de simetrie, rimane de aratat cd analizat suficienta in cazul

a>0>b, a+b20.
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Trebuie si aritim cd g(f)>0, adici a’'-b""'>0 pentru ¢>2. Pentru ¢ par avem
a7 —pt =g 1y (=p)"1>0, jar pentru ¢ impar avem a'l-bl=g!Tl—(-p)1>0
(deoarece a>-b).

¢ Aplicatia 6.13. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

z—c
G(Z)—m, a,b,c>0,
este C-monotonic daca si numai daca
max{a,b}>c.
Solutie. Avem
8(0)=G(»)=0,
iar din
a-c 1 b—c 1
G(z)= .
S S——
rezulta
_a-c¢ 11 b—c .11 >1
g() AL +b b, 21,
deci
g()=4=¢127C

Pentru ¢>2, avem

al —p! at—l _bt—l
)= —c-
40 a-b ¢ a->b

=a M4 a2b++ab 2+ = (a2 + @ B3b+- -+ ab! 3+ b2
Daca a=b, cand

g)=ta' ' —c(t-Dal "2 =a' " (a—c)t+c]

trebuie sa aratam cd g(¢)>0 pentru r>2 daca si numai dacd a>c, ceea ce este evident
adevarat.

Mai departe, din considerente de simetrie, putem considera a>b, caz in care conditia
max {a,b}>c este echivalentd cu a>c. Aceasta conditie este necesara pentru ca sistemul

sa fie C-monotonic deoarece

g _ a-c b—c by-1_a-c
-1 oo[a—b+b—a(a) “a-b’

Conditia a>c este si suficientd, deoarece
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b—c.
b—a

b

a—c¢ _
gt

g0=

€ ptlopt-lsy.
—d

>l

N

¢ Aplicatia 6.14. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

2,72
G(z)z% , ab,c,d>0,
este C-monotonic daca si numai daca
a+b>2c.
Solutie. Deoarece
g(l)y=a+b-2c,

conditia a+bh>2c este necesara. Deoarece a+b>2c>0, sistemul cu functia de transfer

G —dz
@)= (z—a)(z-b)
este C-monotonic (vezi aplicatia 6.12). Ramane sa aratam ca sistemul cu functia de transfer
(z—0)?
G (2)=—""——
= e=p)
este C-monotonic. Din considerente de simetrie, putem considera a>b. Pentru a>b, avem
A B (a—c)? (b—c)?
G,(2)=1+———— A=~—="—, B="—"—"—
= a—b ’ a—b ’

deci

2,(0=8%0)+4a" = Bb' ™ > Ab — Bb' T =(a+b-2c)p! 7 20.

Pentru a=b, avem
(z—0)

G,(2)= o)y

Este suficient sa aratam ca sistemul cu functia de transfer

z—cC

Gy(2)=

zZ—a

este C-monotonic pentru a=c. Avem g5(0)=1, iar din

Gy(2)=1+2=5,

zZ—a

rezulta
g, =(a —c)al1>0

pentru £>1.
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¢ Aplicatia 6.15. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

1
(z—a)(z+b)(z+c)’

G(2)= a,b,c>0,

este C-monotonic daca
azb+c.

Solutie. Fara a pierde din generalitate, presupunem b2>c . Deoarece
-3

B z
G(Z)_1—(a—b—c)z’1—(arb+ac—bc)z’2—abcz’3 ’
avem
g(0)=g()=g(2)=0,
iar din
Gz)= 1 1 N 1 1 1 1
(a+b)(a+c) z—a (a+b)(b—-c) z+b (a+c)(b—c) z+c’
rezulta
(t):;_at—l_}_;,(_b)t—l_;,(_c)t—l
& (a+b)(a+c) (a+b)(b—c) (a+c)(b—c) ’
(a+b)(a+0)g(t)=a'1 +5C . (py-1_9FD oy
b-c b—c
IR o G e )
=a'l+a - -bc - ,
deci
(a+b)(a+c)g(t)=a''—aE+bcF, >3,
unde

E= (b 2+ (b)Y 0+ (b)) P+ () 2,
F=(=b) 3+ 4 0) - (B () (o).
Pentru ¢ impar (¢=3,5,7,...), avem
E=—(b"2+b"3c++bct 3 +¢72)<0,

F=b"3+bct - +bc™*+c73>0,
deci
(a+b)(a+c)gt)>0, t>3.

Pentru ¢ par (1=4,6,8,...), avem
E=b"24b"3c+-+bc! 347250,

F=—b'3+b"c++bc ™ +c73)<0.
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Trebuie sa aratam cd f(a)>0 pentru ¢=3,5,7,..., unde

f@)=a''—aE+bcF .
Deoarece

f(@)=t-Da'2—E=(a"2-b"2)+(a 2 =b"3c)++(@ 2 =bc3)+(a"*-c"2)>0,

functia f(a) este crescatoare, deci
f@)=f(b+c).
Rémane sd ardtdm ca f(b+c)=0, adica

(b+c) ' =(b+c)E+bcF>0.

Aceasta inegalitate poate fi demonstrata prin aducere la forma evidenta

(C!=3)bc! 2 +(C?, =3)b%c! > +---+(CIF=3)p' 2 20.

6.7. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C6.1. Se da sistemul discret cu perioada 7 =1 si ecuatia
6y(t)=-5y(t-D)+y(t-2)=u(t-1)—u(t-3).

Sa se afle raspunsul pondere al sistemului.

¢ C6.2. Fie conexiunea serie alaturata, formata din subsistemele discrete:
(Z]) Vk +O’4Vk—1 =1,5uk_1 N

(22) yk + O,Syk_l = 0’3Vk—l .

u+} E‘l v 22 Y

Sa se afle functia de transfer, raspunsul indicial si rdspunsul pondere al sistemului.

¢ C6.3. Sa se afle functia de transfer si raspunsul indicial al sistemului discret cu
ecuatia

16y()—10y(t 1)+ y(t —2)=3u(t-1)+du(t-2), tel..

¢ C 6.4. Consideram sistemul numeric cu

reactie alaturat, in care: i & & ¥
: - S1 S
(S)) c¢,=Ke,, -
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(S2) 2y =Via — Vi =Cia-

a) Sa se afle raspunsul indicial y(¢) al sistemului pentru K =%.

b) Sa se arate ca raspunsul indicial y(¢) este marginit pentru 0< K <3.

¢ C6.5. Pentru sistemul continuu cu functia de transfer

2s+1
G(s) = ,
(s) 2552 +1

sd se scrie ecuatiile cu diferente ale discretizatului propriu-zis si discretizatului aproximativ.

¢ C6.6. Se considera sistemul de reglare cu esantionare din fig. 6.2, in care

— :—K = — = e_S
T_l 9 GR(Z) l—Z_l > GE(S) GT(S) 15 GP(S) 12S+1 .
a) Sa se determine functia de transfer G, (z) .
b) Sa se afle raspunsul indicial £(¢) pentru K=3/200 si r=1(¢).
c) Sa se afle raspunsul indicial &(¢) pentru K=1 si r=1(¢).

d) Sa se arate ca raspunsul indicial £(¢) este marginit pentru 0< K <1.

¢ C6.7. Sa se arate cd sistemul cu functia de transfer

z—c
G = N 5 ba >0 s
= aeen “>¢
este C-monotonic daca si numai daca
az>b+c.

¢ C6.8. Sa se arate ca sistemul cu functia de transfer

(z—c)(z—d)
= 2 b,c,d>0
=G PP
este C-monotonic daca si numai daca

a>b+c+d.

¢ C6.9. Sa se arate cd sistemul cu functia de transfer

1

I Y Sy

a,b,c>0,

este C-monotonic daca

max {a,b}>c.
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FUNCTIA
DE
FRECVENTA

7.1. DEFINITIE SI PROPRIETATI

Consideram un sistem liniar continuu cu functia de transfer G(s). Prin

definitie, functia de frecventa (sau de pulsatie) a sistemului este functia
complexa G(jw),unde weR (variabila s apartine axei imaginare) sau, mai

restrictiv, @€ R, (variabila s apartine semiaxei imaginare pozitive).
In cazul sistemelor fard timp mort, cu functia de transfer

b,s"+b,_s" 1+ .. +bys+b,

G(s)= . , r<n, (1)

a,S"+a, 1S"'+...+a15+a

avem
. b (jo) +byy (jo) T+ by (jew)+by
= : 2
TUO= 4, j0) i Gy Te-.+aro)ray @
Functia de frecventa poate fi scrisa sub forma

G(jw)=M (@)™, (3)

unde M (w) reprezinta modulul functiei de frecventa, iar @(w) - argumentul

functiei de frecventa. In acest fel, functia de frecventd este o functie
complexa de variabila reala @. De asemenea, functia de frecventd poate fi
scrisd sub forma

G(jo)=U(w)+ V(@) , 4
unde U(w) este partea reala a functiei de frecventa, iar V(w) partea

imaginara a functiei de frecventa. Intre cele patru componente reale ale
functiei complexe de frecventa exista relatiile:
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Uw)=M(w)cosP(w), V(w)=M(w)sin®(w), (5)
M(@) =T @)+ 7 @), tgd(@)=2 ©)
U(w)

Deoarece functia de transfer este analiticd, ea satisface urmatoarea
proprietate:

G(5)=G(s), (7)
unde s este conjugata variabileia complexe s, iar G conjugata functiei G.
Prin urmare, avem

G(-jw)=G(j),
iar din
G(-jo)=U(-0)+jV(-w),
G(jw)=U(@)~jV(@),

rezulta

U-w)=U(), V(w)=-V(o), ®)

adicd U(w) este functie para, iar V(w) functie impara. Din relatiile (6)
rezultd ca M(w) este para s1 D(w) impara, adica

M(-0)=M(®), DI(-0)=-D(w), )
Daca functiile impare V(@) si @(@) sunt continue in punctul @ =0, atunci
V(0)=0 si @(0)=0.
In cazul unei conexiuni serie de doua subsisteme liniare, avem
G(s)=Gi(s)Gy(s)

deci

G(jo)=G(jo)Ga(jo)=M ()M (e )e! 1@+ P2, (10)

Prin urmare, modulul functiei de frecventd a conexiunii este egal cu
produsul modulelor functiilor de transfer ale subsistemelor componente, iar
argumentul functiei de frecventd a conexiunii este egal cu suma
argumentelor functiilor de transfer ale subsistemelor componente.
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7.2. INTERPRETARE FIZICA

Interpretarea fizica a functiei de frecventd a unui sistem liniar continuu
rezultd imediat din teorema filtrarii (numita si teorema de interpretare fizica
a functiei de frecventd), enuntatd si demonstrata in cele ce urmeaza.

Teorema filtrarii. Pentru un sistem liniar continuu cu toti polii situati

in semiplanul stang si aflat in regim sinusoidal permanent cu pulsatia o,
modulul si argumentul functiei de frecventa G(jw) reprezinta factorul de

amplificare §i, respectiv, defazajul iesirii in raport cu intrarea.

Demonstratie. Consideram cad la intrarea sistemului cu functia de
transfer G(s) se aplica semnalul sinusoidal

u(t)=sinwt-1(¢).
Trebuie sa aratam ca raspunsul sistemului in regim permanent are expresia
V,(t)=M(w)sin[wt+P(w)]. (11)
Transformata Laplace a raspunsului sistemului este

As+B
V)= 57y 5700 = a7 + 1,9,

unde Y, (s) este o functie rationala strict proprie avand aceiasi poli ca G(s),
deci cu partea reald negativa. Rezulta
y(E)=Acoswt+Bsinwt+y, (1),

unde lim y,,.(t)=0. Prin urmare, raspunsul y(¢) al sistemului are componenta
t— 0

armonica permanentd
y,(t)=Acoswt+Bsinwt.

In relatia de identificare
wG(s)=As+Ba+(s* +w?)Y, (s),
inlocuind pe s cu jw (pentru a anula suma de pitrate s*+@?), rezultd
oG(jw)=A4jw+ Bw,

M(w)e/®@ = A4j+B,
deci
A=M(w)sind(w), B=oM(w)cosd(w).
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Prin urmare, raspunsul y(¢) al sistemului are componenta armonica

permanenta
y,(t)=M(w)[sinP(w)cos vt +cos P(w)sin wt]
=M (w)sin[wt+D(w)]

Asadar, pentru intrarea  sinusoidala u(¢f)=sinwt, forma raspunsului
permanent y,(¢) al sistemului evidentiaza faptul ca functia de frecventa

G(jw)=M(w)e/ @

este factorul complex de amplificare in regim armonic permanent.

7.3. CARACTERISTICI DE FRECVENTA

Caracteristicile de frecventd cele mai utilizate sunt caracteristica
amplificare-pulsatie M (w) si caracteristica defazaj-pulsatie ®(w). In
conformitate cu relatia (11), daca intrarea sinusoidald u(f) are amplitudinea
egald cu 1 si faza 0, adicd u(f)=sinw¢, atunci raspunsul y (f) in regim
permanent are amplitudinea M(w) si faza D(w). Din acest motiv,
caracteristicile amplificare-pulsatie M (w) si defazaj-pulsatie @(w) sunt

frecvent utlizate sub denumirile de caracteristica amplitudine-pulsatie si
caracteristica faza-pulsatie.

In reprezentarea grafica a celor doua caracteristici, pulsatia @ este
exprimatd frecvent in scara logaritmica, amplificarea M 1in decibeli
([M]gg =201g M , unde lg este logaritmul zecimal), iar faza @ in radiani.
Sub aceastda forma, caracteristicile de frecventd sunt cunoscute §i sub
denumirea de caracteristici Bode.

In cazul sistemelor strict proprii (cu mai multi poli decat zerouri, deci

cu gradul de inertie mai mare sau egal cu unu), din relatia evidenta

lim G(s)=0 rezulta conditia
S —> 0

lim M(w)=0, (12)
@ —> O
care exprima faptul ca factorul de amplificare in regim sinusoidal permanent
al sistemelor strict proprii tinde la zero atunci cand frecventa de oscilatie
tinde la infinit. Deoarece toate sistemele fizice au aceastd proprietate,
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acestea trebuie considerate strict proprii in domeniul frecventelor foarte
inalte.

La sistemele simplu proprii (cu b, #0 si gradul de inertie zero), relatia
lim G(s)=b,/a, implica

§—>0

: b
lim M(w)=-"#0. (13)
W—>© a,
Valoarea nenuld a factorului de amplificare la pulsatii @ — o se datoreaza
faptului cd marimea de iesire a sistemelor simplu proprii au o componenta
care urmdreste instantaneu variatiile marimii de intrare.

In cazul sistemelor continue fizic realizabile, caracteristica amplificare-
pulsatie M(w) trebuie sa satisfaca conditia Paley-Wiener:

er dw <o . (14)
“ lt+e?

Conditia nu este satisfacuta atunci cand amplificarea M (@) are valoarea
nuld pe un interval de variatie a pulsatiei @. In particular, un filtru continuu
ideal de tip trece-jos, trece-banda sau trece-sus (caracterizat printr-o
amplificare nuld in afara benzii de trecere) nu este fizic realizabil. Teoretic,
se pot obtine Insa caracteristici amplificare-pulsatie oricat de apropiate de
cele ale unui filtru ideal.

Banda de trecere sau largimea de banda a unui filtru trece-jos
reprezintd intervalul (0, @) in care factorul de amplificare M (@) in regim
sinusoidal permanent nu scade mai mult de V2 ori (cu mai mult de 3 dB) in
raport cu valoarea sa maximd. O metoda de obtinere a celor mai bune filtre
trece-jos de ordinul n si cu pulsatia de banda (de taiere) w, (fig. 7.1) este
metoda aproximatiei tip Taylor, care presupune satisfacerea urmatoarelor
conditii:

1
5

Filtrul trece-jos de ordinul » obtinut cu aproximatia Taylor are functia de

M©O)=1, M(w,)= MD0)=0, i=1,n. (15)

transfer
1

(Lis+)(Trs+]1) -+ (T,s+1) °

G (s)= (16)

unde
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2i-)=w
2n

2i-)=m
2n

@, T =sin +jcos i=1,2,...,n. (17)

Pentru a)b:l st n=1, n=2, n=3, avem (fig. 7.2):

T
Gy(s) =~ (18)
T
1
O = e (19)
~ 1
Gls)= (Ts+1)(T2s2+Ts+1) 20)

M ()
caract. ideala

0707 — caract. reala

i
I
I
i
I
i
I
]
2 "\

£t

Fig. 7.1. Caracteristica amplitudine-pulsatie a unui filtru trece-jos.

0.4

) T T T s
1] 05 1 1.5 2 25 3w

Fig. 7.2. Caracteristicile amplificare-pulsatie ale filtrelor de ordinul 1, 2 si 3.

Graficul functiei de frecventa construit pentru @ >0 se numeste /oc de
transfer, 1ar graficul functiei de frecventd construit pentru @€ R se numeste

locul lui Nyquist sau hodograful functiei de frecventa. Prin urmare, locul de
transfer reprezintd graficul functiei de transfer G(s) atunci cand variabila
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complexd s parcurge in sens crescator semiaxa imaginard pozitivd (cu

exceptia eventualilor poli situati pe semiaxd). De regula, trasarea analitica a
locului de transfer se face pe baza tabelelor de variatie ale functiilor U(w)

si V(w).

Locul lui Nyquist reprezinta graficul functiei de transfer G(s) atunci
cand variabila complexd s parcurge intreaga axa imaginara (cu exceptia
eventualilor poli situati pe axd). Din relatile U(-o)=U(®) si
V(-w)=-V(w) rezulta ca locul lui Nyquist este simetric fata de axa reala,
deci poate fi obtinut din locul de transfer prin adaugarea simetricului
acestuia fatd de axa reala. Deoarece semiaxa imaginara pozitivd si axa
imaginara sunt contururi deschise, locul de transfer si locul lui Nyquist sunt
curbe deschise .

Sistemul pur integral are functia de transfer

G(s):%, T >0

1
si functia de frecventa

K
G(]w)—m,
cu
_ _ -1
M@)=7—, B)=-"
T’ 2

In regim sinusoidal permanent, defazajul @(w) este negativ si constant
in raport cu pulsatia @, iar factorul de amplificare M(w) este strict

descrescator spre 0 in raport cu @ si tinde la «© pentru w—0. Ultima
proprietate a factorului de amplificare este irelevantd sub aspect practic,
deoarece pulsatia @ tinde la zero numai atunci cand perioada de oscilatie
tinde la infinit.

Locul de transfer coincide cu semiaxa imaginara negativa, parcursa de

jos in sus (fig. 7.3, a).
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7
=- 1
=0 o) |
5= —=—
A GI: ) '_]"'1 5'2
M=-a a=+[ 1=+
=+ o — =t
A ﬂJ:—D = U
er=+0
a b

Fig. 7.3. Locul de transfer (linie continua) si locul Nyquist (linie intrerupta si continud)
ale sistemului simplu integral, respectiv dublu integral.

Sistemul dublu integral are cu functia de transfer

G(s)= T,>0

2,27
Ii“s

st functia de frecventa
G(jo)=-1/(lF»?),

cu
-1
U(w):—ﬂzwz’ V(0)=0,
|
M(a))zm, <D(a))=—n.

Locul de transfer coincide cu semiaxa reald negativa, parcursa de la stanga
spre dreapta (fig. 7.3, b).
Sistemul de intirziere de ordinul unu are functia de transfer
K
G(S) = m , K, T> 0

st functia de frecventa

. K
G(JCO)—W,

cu
K KT w

Uw)=———, V(w)=——F—, 21

@) lea)2+1 (@) lea)2+1 @D

M(w)= K D(w)=—arctg Tiw. (22)

JPa?+1°
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Amplificarea M este strict descrescatoare in raport cu @ (de la
valoarea K la zero). Din caracteristica amplificare-pulsatie M (w)

reprezentatd in fig. 7.4, rezulta ca sistemul este un filtru trece-jos cu pulsatia
de banda w,=1/T,.

A
v

NS

0 @, =1iT} @

Fig. 7.4. Caracteristica amplificare-pulsatie
a sistemului de intarziere de ordinul unu.

Defazajul @(w) este negativ si strict descrescator in raport cu pulsatia

@ (de la valoarea 0 la valoarea —n/2 ), avand valoarea —n/4 pentru pulsatia
de bandad w,,.

Prin eliminarea produsului 7w intre U(w) s1 V(w), obtinem
urmatoarea ecuatie a locului de transfer:
U-K/2?+V?*=(K/2)?, V<0.
Locul de transfer al sistemului este semicercul inferior (din cadranul IV),
care trece prin origine, are centrul in punctul (K/2,0) si este reprezentat cu

linie continua in fig. 7.5.

(= —0 K,."IE 'I{d:—D
£z 400 & = +[]
A * Y

Fig. 7.5. Locul de transfer si locul Nyquist ale sistemului de intdrziere de ordinul unu.



308 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si aplicatii

Pentru w=w,, M, este factorul de amplificare, iar @, - defazajul

iesiril in raport cu intrarea. Locul lui Nyquist, care cuprinde si semicercul
superior (din cadranul I), este o curba deschisa care nu contine originea.

Sistemul derivativ de ordinul unu are functia de transfer

G(s)= a5 T,,7,>0
Iis+1
st functia de frecventa
G(jw)=—2I2
T,jo+1
cu
2
U(a)):r]T—la) ’ (23)
Tio*+1
7,0
Viw)=—"—, (24)
T’o* +1
T,0
M(w)=—==—, (25)
JTo*+1
@(w):g—arctg To. (26)

Defazajul @ este pozitiv si strict descrescator in raport cu pulsatia @

(de la w/2 la zero), iar amplificarea M este strict crescdtoare cu @ (de la
valoarea zero la 7,/T;). Sistemul este un filtru trece-sus cu pulsatia inferioard

de bandd w,=1/T; (fig. 7.6).

M
TI.I'ITI ————————————————————

Tl.l" Tl
V2

o

0 @,=1iT, @

Fig. 7.6. Caracteristica amplitudine-pulsatie a sistemului derivativ de ordinul unu.
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Prin eliminarea variabilei @ intre U(w) s1 V(w), rezultd urmatoarea
ecuatie a locului de transfer (fig. 7.7):

T T
U-Ly 112 =(11), V>0, 27)
27 27

{d:—I:I-E_l liru'_',:;l:—l:lj U
I\.\ 2?1 /

\"'H-.. -~
——

-

Fig. 7.7. Locul de transfer si locul Nyquist ale sistemului derivativ de ordinul unu.

Sistemul de avans-intirziere de ordinul unu are functia de transfer

G)=K k1 250

Iis+1

st functia de frecventa
. K(r, jo+1
Glje)=2 02D,
T jo+1
deci

_K(@ho’+1) _K T,—1,

U(w) (7 + )s (28)
T20*+1 T TPo*+l
-K(T,—1)w
Viw)=—+1—-1=, (29)
T’w* +1

]\/I(Q)):K—\/7126‘)2'|'1 (30)
JT2?+1

dD(w)=arctg rw—arctg T,o. (31)

Defazajul @ este negativ atunci cand efectul de intarziere este
dominant (7; > 7, ) s1 pozitiv - cand efectul de avans este dominant (z7,>7}).

Din caracteristica amplificare-pulsatie M (w), rezulta ca:
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T . ) ) .
a) pentru 7,<—-, sistemul este un filtru trece-jos cu pulsatia superioard
p < /5 ] pulsat p
2
1

Ji=2s

(b) pentru %quﬁ]} , sistemul este un filtru trece-tot;

de bandd w,=

(c) pentru 7,>V/2T;, sistemul este un filtru trece-sus cu pulsatia

2 72
NI (o 7).

inferioara de banda w,=

ol
A
Kflle ————————————————— _
KTlle | _ _
v I
K I
I
|
|
I
!
] & Gt

b

Fig. 7.8. Caracteristica amplificare-pulsatie a sistemului de
avans-intdrziere de ordinul unu cu v, >\/§T1 (filtru trece-sus).

Prin eliminarea variabilei w intre U(w) si V(w), rezultd urmatoarea

ecuatie a locului de transfer si locului lui Nyquist:

U2—K(1+3)U+V2+K2%:0. (32)
1 1

In cazul in care efectul de avans este dominant (7,>7;), locul de transfer
al sistemului este semicercul superior (din cadranul 1), care intersecteaza axa

reald in punctele (K, 0) si (K % , 0) - fig. 7.9. Locul lui Nyquist cuprinde si
1

semicercul inferior (din cadranul IV), dar nu contine punctul (K ul ,0).
1
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Fig. 7.9. Locul de transfer si locul Nyquist ale sistemului de avans-intdrziere
de ordinul unu cu v, >1,.

Sistemul de intarziere de ordinul doi de tip oscilant amortizat are
functia de transfer

2
@
G(s)= 1 , 0«1, w,>0
©) s*+28w,5+w? :
si functia de frecventa
2
@
w? - 0* +2¢0,(jo)
deci
1-x2 —2&x
Ux)= , V(x)= , (33)
(1-x%)* +4&%%2 ) (1-x%)2 +4&%%°
1 2&x
M(w)= N t ¢(CO): 5 (34)
(@) JA=x2)? +48252 © x2-1

unde x=w/®, este pulsatia relativa.

1 . < .
In cazul Esf <1, amplificarea M este descrescatoare in raport cu x,

deci cu pulsatia @ (fig. 7.10).
In cazul 0<é< % , amplificarea M atinge valoarea maxima
1 2 s = 2

———— pentru x=+/1-2&° <1, adica pentru o=w /1-25° <@, .

25 /1_52 n n

In cazul =0, amplificarea M tinde la co atunci cand pulsatia @ tinde
spre valoarea @, (fenomen de rezonanta).
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3 @iy

Fig. 7.10. Caracteristica amplitudine-pulsatie a sistemului oscilant de ordinul doi.

Defazajul @ este negativ si strict descrescator in raport cu pulsatia @
(de la zero la —= ), fiind egal cu —n/2 pentru w=w, (fig. 7.11).

=co =0
1

-0.5 u

Fig. 7.11. Locul de transfer al sistemului de intdrziere de ordinul doi.

Sistemul timp mort pur are functia de transfer
G,(s)=e" (35)
si functia de frecventa
G (joy=e/7?, (36)
cu modulul unitar si argumentul liniar descrescator in raport cu @:
M ()=l , D (w)=—w. (37)
Prin urmare, in cazul sistemului cu timp mort cu functia de transfer

Gp(5)=G(s)e™™,
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unde G(s) este functia de transfer a sistemului fara timp mort, avem
M, (0)=M (@), D,(0)=PD(@)-T0 . (38)

Rezulta ca locul de transfer al sistemului cu timp mort poate fi obtinut prin
»spiralizarea” in sens orar a locului de transfer al sistemului fara timp mort,
adica prin rotirea in sens orar, in jurul originii, cu unghiul 7@ (exprimat in
radiani), a fiecarui punct al locului de transfer fara timp mort.

Sistemul pur integral cu timp mort are functia de transfer

Gm(s):ée_” (39)

s1 functia de frecventa

. 1 _ i —sintw- jcostw

1)
din care rezulta
_1 __T_
Mm(a)) - ) s czsm(a)) 2 Tw > (40)

—sin 7@ —COS TW

Um(a)):T , Vi(o)= (41)

Din ecuatia @, (w) =—(2k+1)n, obtinem pulsatiile punctelor de intersectie a

locului de transfer cu semiaxa reala negativa (fig. 7.12):

_(4k+D)n

= k=0,1,2,. (42)

Ve

e 5 o)
N

,1\

Fig. 7.12. Locul de transfer al sistemului pur integral cu timp mort.
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Deoarece sinw,z=1, punctele de intersectie cu semiaxa reald negativd au

partea reala
-1 2z

deci
=27 =27
Up=—F, U=%—, - (44)

Sistemul de intirziere de ordinul unu cu timp mort, cu functia de
transfer

1 -7s
n(s) T1s+1e ’ (45)

are functia de frecventa

1 o-7j _ COS TW—jsinz® _ (1-Twj)(costw— jsintw)
Twj+1 Toj+l T w* +1

G,(jo)=

b

din care rezulta

M, (a)):+ , @ (w)=-arctglo -10, (46)
1”0 +
cos o — Twsintw
U, (0)="""2"" , (47)
I +1
—sintw — T,wcos T
V(@)= — . (48)
I +1
Ve

Fig. 7.13. Locul de transfer al sistemului de intdarziere de ordinul unu cu timp mort.
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Prima intersectie a locului de transfer cu semiaxa reald negativa (fig. 7.13)
are partea reala U, =cos r®@,,, unde pulsatia o, este data de relatia

T @, +tgra, =0, g<w)0 <. (49)

Sisteme de faza minima si neminima

Un sistem liniar este de faza minima atunci cind, pentru o caracteristica
amplificare-pulsatie M (w) data, defazajul &(w) in regim sinusoidal
permanent Intre marimea de iesire si marimea de intrare este minim (in

modul). De exemplu, sistemele cu functiile de transfer

2s+1 —-2s5+1
G1(S):m, G, (s)= 5o11

au aceeasi amplificare in frecventa, anume

M (@)=M,(0)=—22 4o’ +1
N T
250° +1

dar defazaje diferite:

& (w)=arctg2w—arctgSw, D,(w)=-arctg2w—arctgdw,

Primul sistem este de faza minima, iar al doilea de faza neminima, deoarece

Py (0)|<|Py(w)|, @>0.

Sistemele de faza minima au toate zerourile functiei de transfer cu partea
reala negativa sau nuld, iar sistemele cu fazd neminima au cel putin un zerou
cu partea reala pozitiva.

B In MATLAB, pentru reprezentarea locului lui Nyguist al unui sistem sis se
utilizeaza functia nyquist, sub una din formele
e nyquist(sis) ;
® nyquist(sis,w) ;
¢ [Re,Im,w]= nyquist(sis,w) .
Daca functia myquist este apelatd cu argumentele de iesire [Re,Im,w], in locul
reprezentarii grafice a locului de transfer sunt returnate valorile partii reale Re si ale partii

imaginare /m in raport cu valorile vectorului pulsatie w.



316 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si aplicatii

7.4. FUNCTIA DE FRECVENTA A SISTEMELOR DISCRETE

Consideram sistemul liniar discret cu functia de transfer G(z) si pasul
T. Prin definitie, functia de frecventa a sistemului este functia complexa

G(e'T), unde we[0, %]. Ca si la sistemele continue, functia de frecventa

poate fi scrisa sub forma
G =M(w)e®@, (50)

unde M(w) si @(w) reprezintd respectiv modulul si argumentul functiei de

frecventd. De asemenea, functia de frecventd poate fi scrisa sub forma
GeN=U(0)+jV (@), (51)
unde U(w) este partea reala a functiei de frecventa, iar V(w) este partea
imaginara.
Teorema filtrarii. Pentru un sistem liniar discret avand toti polii cu

modulul subunitar, aflat in regim sinusoidal permanent cu pulsatia o,
modulul si argumentul functiei de frecventa G(elT) reprezintd factorul de
amplificare si, respectiv, defazajul iesirii in raport cu intrarea.

Pentru demonstrarea teoremei, consideram ca la intrarea sistemului cu
functia de transfer G(z) se aplica semnalul discret sinusoidal u(f)=sinwt, cu

perioada de discretizare 7. Trebuie sd aratam cad raspunsul sistemului in
regim permanent are expresia

VY, (t)=M (w)sin[wt +DP(w)]. (52)

Transformata Z a raspunsului sistemului este

(sinwl)z™!

Y(z) =
@ 1-2(cos@l)z ' +z~

5 G(2)

_ A(sinwT)z '+ B[I~(coswT)z"]
1-2(cos@T)z 14+272

+1,(2) (33)

unde Y,.(z) are aceeasi poli ca G(z), deci poli cu modulul subunitar. Din

proprietatea valorii finale, rezulta

limy, ()= lim(1-z"")Y, (z) = 0.
t—>00 z—l1
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In consecinta, raspunsul y(f) al sistemului are componenta sinusoidalad
prmanenta

A(sinwT)z +B[l1—(coswT)z"']

1-2(cos Tz '+272 |]=Asin wt+Bcos ot .

0=z

Pentru determinarea constantelor 4 si B , scriem relatia (53) sub forma
G(z)sinwT = AsinwT +B(z—coswTl) + (Z—ZCosa)T+z_1)Ytr(z),
apoi inlocuim pe z cu e/*" . Deoarece z—2coswT+z =0, obtinem
G(el“T) = 4+jB,
M(w)el®@=A4+jB,
deci
A=M(w)cosD(w), B=M(w)sin®@(w),
apoi
Y ,(t) =Asin ot +Bcos ot
=M (w)[cosD(w)sin wt+sin D(w)cos wt]

=M (w)sin[ot+P(o)].

Relatia obtinutd pune in evidentd faptul cd functia de frecventd G(e'*T)

reprezinta factorul complex de amplificare in regim armonic permanent.

7.5. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 7.1. Se da sistemul cu ecuatia
]11)'74‘)/:471 14 s
unde 7} =10 s si 7; =3 5. Sa se afle:

(a) valoarea maxima a amplificarii in regim sinusoidal permanent;
(b) pulsatia inferioara de banda «wy, ;

(c) amplitudinea 4 si faza o a raspunsului permanent al sistemului la intrarea

.t
u=3sin—.

Solutie. (a) Sistemul are functia de transfer
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4
G(s)= 0s _ 12s
Tis+1 10s+1
si functia de frecventa
. 12jw
G(jo)=—"2
10jw+1

Amplificarea sistemului este egald cu modulul functiei de frecventa (teorema filtrarii),
care este egal cu raportul dintre modulul numaratorului si cel al numitorului:

M(0)= 20 6 }1_ 1
N100w2 +1 S 1002 +1°

Deoarece functia M (w) este crescitoare, sistemul este un filtru trece sus, cu amplificarea

M (w)< lim M(a))zé.
w—0 5

(b) Pulsatia inferioara de banda este data de relatia

M
M(wp)=—""2%.
NG

Rezulta ecuatia

120, 6

J10002 +1 5V2°

din care obtinem

@, =0,1 rad/s.

(c) Raspunsul permanent al sistemului la intrarea

u=3sin£
2
are forma
.t
=A4sin(—+a),
Yp (2 )
unde
18
A=M (1/2)-3=——.

Faza raspunsului permanent este egald cu defazajul dintre semnalul de iesire si cel de
intrare, deci cu argumentul functiei de frecventd (teorema filtrarii), egal cu diferenta
dintre argumentul numaratorului si cel al numitorului functiei de frecventa:

@(a)):g—arctg (10w).

. . . T
Prin urmare, faza raspunsului permanent este o= E—arctg 5>0.
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¢ Aplicatia 7.2. Sa se determine parametrii a, b sic astfel incat

- b+es
e—25 ~

l+as

Solutie. Scriem relatia de aproximatie sub forma
1 _b+ces
2s (25)* I+as
( ) +...

1+22
1' 2!

(2S)

si impunem conditia ca dezvoltarile A(s)=l+as si B(s)=(b+cs) 1+1 +-——+...] sd aiba

coeficientii primelor puteri ale lui s egali. Deoarece
B(s)=b+(2b+¢)s+(2b+2¢)s%+ -+,

formam ecutiile 1=b, a=2b+c, 0=2b+2c, de unde rezultd b=1, c=—1, a=1, deci

Remarca. O solutie similard este urmatoarea. Scriem relatia de aproximatie sub
forma
2s (25 b+es

11— R
1! 2! 1+as

si impunem conditia ca dezvoltarile

A(s)=(1+as)[1-—

[a—

2s (2s)
11 21
si B(s)=b+cs sa aiba coeficientii primelor puteri ale lui s egali. Deoarece

A(s)=1+(a—2)s+(-2a+2)s%+ -+~ ,

formam ecutiile 1=b, a—-2=c, —2a+2=0, de unde rezultd b=1, a=1, c=—1, deci

¢ Aplicatia 7.3. Consideram sistemele cu functiile de transfer

1( )— Gz(s): T1>0.

_1s
Tys+1° 3T, s+1°

Pentru ce valoare pozitiva a pulsatiei @ factorii de amplificare ai celor doud sisteme in
regim sinusoidal permanent sunt egali?

Solutie. Avem
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) T, jw
, G,(jw) 1/

G ] = =,
1(je) 3T, joot]

T, jo+1

o
5> o D) MZ(a))_

1
o’ +1 ST 41

M (@)=

Din ecuatia
Ml (a))zMZ (C()),
rezulta
(T2w?)? 8T w?-1=0,

N4+17

¢ Aplicatia 7.4. Consideram sistemul numeric cu pasul 7 si functia de transfer

by+bz™!
G(z) = 10 1_1 .
+az

Sa se afle factorul de amplificare si defazajul iesirii in raport cu intrarea in regim
sinusoidal permanent.

Solutie. Sistemul are functia de frecventa

GleioT) = by+b e 1T by+b cos @l —jb sin ol
l+a, e /T l+a,cosol—ja;sinol

Rezulta (fig. 7.14)

_ J(by+b cos@T)> +b2sin? @l \[b3+2byb, cos T +b?

M(w)
J(1+a, cos oT)?+a? sin? T J1+24, cos oT +a?
si
D(w) = Dy(w) -D,(w),
unde
tg B (@)= —b, sin T . tg dy(@)= —a, sin T ‘
by+b, cosoT 1+a,coswT

In cazul particular by =0, rezulta

[
M(w) = ;
J14+24, cos oT +a?

iar in cazul particular b, =0, rezulta

M(w) = 0]

J14+24, cos oT +a?
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A ()

3 AR S

] S ——

e 1 |

Y R e U U,

1
2

3 35 @l

b2
i

Fig. 7.14. Modulul functiei de frecventa in cazurile:
a) a;=—0,7; by=015; b;=0,15; b) a,=-0,7; by=0; b =03;
c) 4,=0,7; by=0385; b;=085; d) 4,=0,7; b,=1; b,=0,7;
e) ,=0,7; by=0,6; b=11;

7.6. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C7.1. Se da sistemul cu ecuatia 7y +y=u, unde 7,=10s. Sa se afle:
(a) pulsatia de banda @, ;
(b) amplitudinea 4 si defazajul & al raspunsului y, =4sin(¢/4+a) al sistemului

in regim sinusoidal permanent pentru u=2sin¢/4 .

¢ C7.2. Fie conexiunea serie formata din subsistemele:

X0 ANAHV=3utu, 2y 5p+y=2v.

i o v %, ¥

a) Pentru u= Zsin% , sa se afle raspunsul permanent vp(t) = Asin(%+ a);

b) Pentru u =sin§ , sd se afle raspunsul permanent Y, ®) =Asin(% +a).
¢ (C7.3. Se da sistemul

{2)&1 =X,
. , y=06x;.
2x2 = —2x1 — 3x2 +u

Sa se afle banda de trecere si amplificarea Tn regim permanent sinusoidal cu pulsatia
o=1 rad/sec.
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STABILITATEA
SISTEMELOR LINTARE

Conceptul de stabilitate a fost introdus pentru a ilustra caracterul marginit
sau nemarginit al marimilor de stare si/sau de iesire, in conditiile in care
marimile de intrare sunt marginite.

In domeniul stabilitatii sistemelor liniare se utilizeazd doud concepte:
conceptul de stabilitate interna (referitoare la marginirea starii sistemului) si
conceptul de stabilitate externa (referitoare la marginirea iesirii sistemului).
Deoarece iesirea curenta a unui sistem liniar este o functie liniara in raport cu
starea acestuia, daca starea este marginita (sistemul este intern stabil), atunci si
lesirea este marginitd (sistemul este extern stabil). Reciproca acestei afirmatii
nu este adevarata, deoarece un sistem poate avea iesirea marginita in conditiile
in care starea este nemarginitd. Un exemplu in acest sens este reprezentat de
sistemele monovariabile de ordinul doi cu variabila de stare x, marginita,
variabila de stare x, nemarginitad si marimea de iesire dependentd numai de
starea x,.

Deoarece sistemele fizice sunt liniare cel mult Intr-un domeniu limitat de
variatie a marimilor de stare si de iesire, conceptele si teoremele generale de
stabilitate internd si externa trebuie aplicate numai in interiorul domeniului de
liniaritate. In plus, toate sistemele fizice liniare pe un anumit domeniu au
caracteristici neliniare de tip saturatie si blocare in exteriorul domeniului de
liniaritate. De exemplu, nivelul de lichid intr-un rezervor nu poate depasi
inaltimea rezervorului si nici nu poate scddea sub valoarea zero indiferent de
modul in care variazd debitele de admisie si de evacuare. In consecinta,
marimile de stare si de iesire ale sistemelor fizice instabile raman totusi
marginite, stabilizdndu-se la valori situate in domeniul de neliniaritate sau
osciland intre zona de saturatie si zona de blocare. In cele ce urmeaza, vom
considera cazul teoretic al sistemelor cu domeniu de liniaritate nemarginit. In
practicd, rezultatele obtinute in aceasta ipoteza trebuie adaptate si corectate in
conformitate cu cele prezentate mai sus.



324 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

8.1. STABILITATEA INTERNA

Prin definitie, un sistem liniar este intern strict (asimptotic) stabil daca
starea sistemului evolueaza liber in spatiul starilor spre origine, adica
limX,(¢)=0, (1)
t—0
oricare ar fi starea initiala. Un sistem liniar este intern simplu (la limita) stabil
daca starea acestuia evolueaza liber spre o curba inchisa, parcursa la nesfarsit.
In consecinta, un sistem liniar este intern stabil (strict sau simplu) daca starea
sistemului evolueaza liber intr-un domeniu marginit al spatiului starilor,
oricare ar fi starea initiala. Un sistem care nu este intern stabil se numeste
intern instabil. In regim liber, traiectoriile de stare ale unui sistem instabil sunt
divergente.

Starea libera are expresia
X, (0)=P(1)X,, ()

unde @(¢) este matricea fundamentald sau de tranzitie a starii, egald cu e’

(teR+) la sistemele liniare continue, respectiv cu A’ (teN) la sistemele
liniare discrete. Din (1) s1 (2) obtinem imediat

Lema stabilitatii interne stricte. Un sistem liniar este intern strict stabil
daca §i numai daca matricea de tranzitie a starii tinde spre zero, adica

lim @ (¢)=0. 3)

.....

liniar (continuu sau discret) este o proprietate asociatd exclusiv matricei 4,
deci o proprietate interna a sistemului.

intern strict stabil daca si numai daca toate radacinile polinomului
caracteristic au partea reala negativa (sunt situate in semiplanul complex
stang).

b) Un sistem liniar discret este intern strict stabil daca §i numai daca

toate radacinile polinomului caracteristic au modulul subunitar (sunt situate
in interiorul discului unitar cu centrul in originea planului complex).

Pentru demonstratie, reamintim ca radacinile polinomului caracteristic
®(s) sunt valorile proprii ale matricei 4, adica

®(s)=det(sI-4), 4)
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Pentru un sistem liniar continuu cu valorile proprii s, s,,...,s, distincte,

matricea de tranzitie a sistemului poate fi scrisd sub forma
eAt :VeAt V—l ,

unde V' este matricea patratd a vectorilor proprii, iar

A . st st
ed! =diag (&', ™, ..., e%").

Deoarece matricea V' este nesingulara, avem

lime! =0 < lime?’=0 < lime%' =0 Vi & Res, <0 Vi.
t—>0 1—>0 t—>00

Similar, in cazul unui sistem liniar discret cu valorile proprii z,, z,, ...,z
distincte, matricea de tranzitie a stdrii poate fi scrisd sub forma

A'=vAv,
cu

f— d; { ot ry.
A" =diag(z{, z5,...,2});

prin urmare, avem

limA'=0 < lim4’'=0 < limz/ =0 Vi & |z|<1 Vi.
t—0 —0 {—o0
Aceste rezultate sunt valabile si la sistemele continue si discrete cu valori
proprii multiple.

Referitor la stabilitatea generald (strictd sau simpld), din (2) rezultd ca un
sistem liniar este intern stabil daca si numai daca matricea de tranzitie a
starii este finitd, adica exista M >0 astfel incat

@) |[<M Vi=0. (5)

In cazul unui sistem continuu cu valori proprii distincte, matricea @(t) este

mirginitd daca si numai daci matricea diagonala e’

este marginitd. Conditia
este satisficutd atunci cind toate functiile €%’ sunt marginite, adicd atunci

cand Res; <0 pentru ie{l,2,...,n}. Dacd matricea 4 are o valoare proprie

dubla, de exemplu s, =s,, atunci matricea bloc diagonala el contine blocul
diagonal

NU st

. el te
e 2t _

0 %
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< = . Ayt . e A
Se observa ca matricea €12 nu este marginitd in cazul Res;, =0. Acest

rezultat poate fi extins prin

Teorema stabilitatii interne. a) Un sistem continuu este intern stabil daca
toate raddacinile polinomului caracteristic au partea reala negativa sau nuld,
cele cu partea reala nula fiind radacini simple.

b) Un sistem discret este intern stabil daca toate radacinile polinomului
caracteristic au modulul subunitar sau unitar, cele cu modulul unitar fiind
raddacini simple.

Observatii. 1°. Din dezvoltarea

det(sI-A)=s"—(a,, +a,,+--+a,, )s" " +---

nn
reiese ca suma radacinilor polinomului caracteristic al matricei A4 este egala
cu suma elementelor diagonale ale matricei 4, adica
S1+S2+"'+Sn :a11+a22+"'+ann . (6)
Pentru un sistem continuu, deoarece
Res,+Res, +---+Res, =s;+s,+:-+s, =a,, +a,, +--+a,,,

rezulta ca daca
a,,+ay,+-+a, >0, (7)

atunci existd o raddcind s; astfel incat Res, >0, deci sistemul este intern

instabil.
Pentru un sistem discret, deoarece

|81 +] 8yt [2] 5 45, 048, [=]ay Fag, + oy,

rezulta ca daca
@ +ay, +--+a,,|>n, (8)

atunci existd o radacind s, astfel incat |s,|>1, deci sistemul este intern instabil.

2°, Conceptul de stabilitate internd este specific sistemelor de tip I-S-E,
dar poate fi extins si la sistemele de tip I-E pe baza conceptului de polinom
caracteristic, comun ambelor tipuri de sisteme. Din acest motiv, In teorema
stabilitatii interne apare expresia “raddcinile polinomului caracteristic* in

locul expresiei “valorile proprii ale matricei 4. La sistemele multivariabile
cu m intrari $i p iesiri, polinomul caracteristic al sistemului este c.m.m.m.c.

al polinoamelor caracteristice asociate celor m- p canale intrare-iesire.
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8.2. STABILITATEA EXTERNA

Prin definitie, un sistem liniar este extern strict stabil daca pentru orice
intrare de tip original marginitd, iesirea sistemului este, de asemenea,
marginitd. Matematic, un sistem liniar multivariabil este extern strict stabil
daca oricare ar fi intrarea de tip original cu proprietatea

U®] <1,
existd M >0 astfel incat
[Y@l<m .

La sistemele monovariabile liniare, cu functia pondere g(¢), din relatia

de convolutie a sistemelor continue

y()=[sg(t-n)u(r)dr, ©)
respectiv relatia de convolutie a sistemelor discrete
t
y(f)=kZ g(t=k)u(k), (10)
0

rezulta

Lema 1 a stabilitatii externe stricte. a) Un sistem monovariabil continuu
este extern strict stabil daca §i numai daca integrala

I=]|g(n)dt (11)
este finita.

b) Un sistem liniar monovariabil discret este extern strict stabil daca si
numai daca suma

s=§0|g(r)| (12)

este finita.

1 continue, necesitatea, a a
La sistemele t entru a demonstra tatea, vom ardta ca
integrala I este finita daca sistemul este extern strict stabil. Avem

1=["|g(t)dt=1im [, |g(H\dt =lim [, |g(T~7)|dz
T— T—0

=lim [, g(T-7)-sgn(g(T—7))dr,
T—0
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Prin urmare, pentru intrarea marginita u(z)=sgn(g(7-7)), avem
I=lim [, g(T-7)u(r)dr=1lim y(T),
T—x T—0

unde y(7') este valoarea iesirii la momentul 7'. Deoarece sistemul este extern
strict stabil, iesirea y este marginitd, deci integrala I este finita.

Pentru a demonstra suficienta, vom considera integrala I finitd si vom
ardta ca sistemul este strict stabil, adicd iesirea y(¢z) este marginitd pentru

orice intrare u(¢) de tip original cu |u(¢) <1. Intr-adevar, avem
y(t)zjég(t—r)u(r)dr Sjé |g(t—r)||u(z‘)|dr§j(t) \g(t=7)dz
=[o le()dx<[] [g(x)dx=1.

La sistemele discrete, demonstratia este similara.

O conditie necesara ca integrala I si suma S sd fie finite este ca functia
pondere g(¢) sa tinda la O pentru t—oo. La sistemele liniare, ca urmare a

caracterului exponential al functiei pondere, aceasta conditie este si suficienta.
Rezulta astfel:

Lema 2 a stabilititii externe stricte. Un sistem liniar monovariabil
(continuu sau discret) este extern strict stabil daca si numai daca

lim g(£)=0. (13)

t—

Functia de transfer a unui sistem liniar continuu propriu si cu polii simpli

Py Dys ---» P, POate fi scrisd sub forma
C C C
G(S)=C0+ L4 2 Lt ", (14)
S=pr S—D; S=Py

unde C; sunt constante reale sau complexe. Din expresia functiei pondere,
g2(0)=Cy,()+CieP" +CyeP? +---+C ePr' (15)
reiese cd limg(#)=0 daca si numai daca Re p, <0 pentru orice i € {l, 2, ...,n}.
{—>0

Similar, deoarece functia pondere a unui sistem liniar discret cu r<n si
cu polit simpli p,, p,, ..., p, are forma

g1)=Cy" ()+Cipi+Cyp5++++C, ., (16)
avem limg(#)=0 dacd si numai dacd |p,<l pentru orice ief{l,?2,...,n}.
{—00

Aceste rezultate, valabile si la sistemele cu poli multipli, conduc la
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Teorema stabilitatii externe stricte. a) Un sistem liniar monovariabil
continuu este extern strict stabil daca §i numai daca toti polii functiei de
transfer a sistemului au partea reald negativa.

b) Un sistem liniar monovariabil discret este extern strict stabil daca si

numai daca toti polii functiei de transfer a sistemului au modulul subunitar.

Prin relaxarea conditiei de stabilitatea stricta (13) de la Lema 2, se

considera ca un sistem liniar monovariabil este extern stabil daca functia
pondere g este marginita pentru t>0.

In cazul sistemelor continue cu poli distincti, din expresia (15) a functiei
pondere g reiese cd aceasta este marginitd pentru />0 dacd si numai daca

Rep, <0 pentruie{l,2,...,n}. In cazul p, = p,, cand

C C C C
1o 2 - 3

s=p (s=p)° s—p3 S— Pn

G(s)=Cy+

g() = CyS,(1) +(C, + Cyp) e+ CyeP 4+ C, e

functia pondere g(¢) este marginitd pentru >0 daca si numai dacd Re p; <0
s1 Re p; <0 pentru i € {3, 4,...,n}. Acest rezultat poate fi extins prin

Teorema stabilitatii externe. a) Un sistem liniar continuu este extern
stabil daca si numai daca polii functiei de transfer a sistemului au partea
reala negativa sau nula, polii cu partea reala nula fiind poli simpli.

b) Un sistem liniar discret este extern stabil daca si numai daca polii
functiei de transfer a sistemului au modulul subunitar sau unitar, polii cu
modulul unitar fiind poli simpli.

Un sistem multivariabil este extern stabil daca si numai daca toate
canalele intrare-iesire ale sistemului sunt extern stabile.

Observatii. 1°. Problema stabilitatii unui sistem liniar se reduce la
problema pozitiondrii in planul complex a radacinilor polinomului
polilor - in cazul stabilitatii externe. In cazul unui sistem monovariabil
minimal, polinomul caracteristic coincide cu polinomul polilor si, in
consecinta, sistemul este intern stabil daca si numai daca este extern stabil. Un
sistem intern stabil este si extern stabil, dar implicatia inversa nu este valabila
(de exemplu, atunci cand polinomul caracteristic are o radacind care nu este
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pol, cu partea reald pozitiva - la sistemele continue, respectiv cu modulul
supraunitar - la sistemele discrete).
2°. In cazul conexiunilor serie si paralel, daca sistemele componente

sunt strict stabile, atunci sistemul rezultant este strict stabil. Teoretic, sistemul
rezultant poate fi strict stabil si in conditiile in care sistemele componente nu

sunt toate strict stabile. De exemplu, conexiunea serie continud cu G, (s):S—:
S
st G, (s):ﬁ , precum si conexiunea paralel cu G, (s):s_—l1 st G, (s)=ﬁ ,

sunt extern strict stabile. In aplicatiile practice se considera insa inacceptabila
solutia stabilizarii externe a sistemului prin simplificarea sau reducerea
partilor instabile. In schimb, solutia stabilizarii externe prin reactie negativa
este posibild si acceptabild in practica. De exemplu, sistemul continuu avand

pe calea directd subsistemul instabil cu G, (S):ﬁ si pe calea de reactie

subsistemul cu G, (s)=2 este extern strict stabil.

3°. In cazul sistemului de reglare continuu din fig. 1.8 sau fig. 5.4, daca
elementele componente sunt de tip minimal (cu forma primard a functiilor de
transfer ireductibild) si, in plus, produsul G,G.G,G, este ireductibil, atunci
polinomul caracteristic si polinomul polilor coincid, fiind egale cu
numaratorul rationalei

1+G ()G (5)Gp(5)Gy (5). (17)

In acest caz, sistemul este intern stabil daca si numai daca este extern stabil.
Aceasta proprietate se pastreaza si in cazul mai general in care elementele
componente sunt de tip minimal si produsul G,G.G,G; se simplifica printr-

un polinom hurwitzian (care are toate radacinile cu partea realda negativa),
precum si atunci cand toate elementele componente sunt intern stabile. In
proiectarea regulatorului unui sistem de reglare a unui proces instabil trebuie
evitatd solutia simplificarii polului instabil al procesului cu un zerou al
regulatorului, deoarece o simplificare perfecta este posibild numai teoretic.

La sistemele de reglare cu esantionare (fig. 6.2), ecuatia polilor sistemului
discretizat are forma

1+ G, (2)(G,G,G;)° (2)=0. (18)

In cazul unuwi sistem de reglare liniar instabil, raspunsul teoretic la
referinta sau perturbatie treaptd este nemarginit, de tip oscilant sau aperiodic
(fara oscilatii). In practica, deoarece domeniul de liniaritate este marginit,
marimea reglatd rdmane totusi marginitd, stabilizdndu-se in zona de
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neliniaritate (de regula, atunci cand K, are semnul gresit) sau osciland intre
zona de saturatie si zona de blocare (de regula, atunci cdnd K, are semnul
corect si valoarea ridicata).

8.3. CRITERIUL DE STABILITATE HURWITZ

Criteriul lui Hurwitz permite rezolvarea efectivd a problemei stabilitétii
pornind de la conditiilor formulate in cadrul teoremelor de stabilitate interna si
externd. Criteriul are la baza ideea conform careia rezolvarea problemei
locatiei radacinilor unui polinom in raport cu axa imaginard sau cu cercul
unitar cu centrul in origine nu necesitd calculul efectiv al radacinilor
polinomului. Stabilitatea internd este studiatd pe baza polinomului
caracteristic, iar stabilitatea externa pe baza polinomului polilor.

Criteriul lui Hurwitz. Polinomul
p,(s)=a,s"+a, s" "+ +as+a,,  a,>0

este hurwitzian, adica are toate raddacinile cu partea reala negativa, daca §i
numai daca toti coeficientii polinomului §i minorii principali

a a
_ —_|%n-1 n-3|_ _
A] _an—l ’ AZ - a a _an—lan—Z _anan—3 > *ec An _aOAn—l
n n-2
ai matricei Hurwitz
a1 4p-3 0 0
@ Gy e 00
H,=| : : : : (19)
% % Cll O
L * % 612 ClO_

sunt pozitivi.

Constructia matricei Hurwitz se face astfel: se completeazd mai intéi
diagonala principald si apoi coloanele, tindnd seama ca indicii coeficientilor
cresc cu cate o unitate la deplasarea pe fiecare coloana, de sus in jos, iar
coeficientii cu indici mai mari ca » sunt nuli.

Observatii. 1°. Tinand seama de expresiile minorilor A, si A, , conditia
de pozitivitate a acestora nu este necesara.

2°. Pentru n =2, din criteriul lui Hurwitz rezulta ca ambele radacini ale
polinomului
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p(S)=a,s’ +a;s+a,, a,>0
au partea reald negativa daca si numai daca toti coeficientii sunt strict pozitivi.
Pentru n =3, matricea Hurwitz are forma
a, a, 0
Hy=\a; a 0],
0 a, g,
iar polinomul
pi(S)=as’ +a,s’ +as+a,, a;>0,
are radacinile cu partea reald negativa daca si numai daca toti coeficientii sunt
strict pozitivi si
A, =a,a,—aya,>0. (20)

Pentru n =4, matricea Hurwitz are forma

a, a4 0 0
la, a, a, 0
Hiel g a, a 07

0 a, a, a,
1ar radacinile polinomului
_ A 3 2 0
piS)=a,8" +ays” +a,s +as+a,, a,>0,

au partea reala negativa daca si numai daca toti coeficientii sunt strict pozitivi
sl
2

In mod evident, conditia A4, >0 rezultd implicit din conditia 4; >0.

3°. Polinomul p,(s) are raddcinile cu partea reald mai mica decat « e R,
adica situate in stanga dreptei s =« , dacd s1 numai daca polinomul p, (s + a)
este hurwitzian. Aceastd remarcd poate fi utilizatd la pozitionarea radacinilor
polinomului caracteristic sau polinomului polilor in stdnga dreptei s=«,
a <0, in vederea obtinerii unor performante dinamice convenabile.

4°, In analiza stabilitatii sistemelor discrete se tine seama de faptul ca
transformarea omografica
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_s+1
z=111, (22)

. < z+1 C e o .
echivalentd cu s = e aplicd biunivoc interiorul cercului unitar cu centrul
Z F—
in origine din planul variabilei z in semiplanul Re s <0 din planul variabilei

s . In consecinta, polinomul

P(2)=a,z"+a, 2" +-+az+ay, a,>0,

are toate radacinile cu modulul subunitar daca §i numai daca ecuatia

2,1 =0 (23)

are toate radacinile cu partea reala negativa, ceea ce poate fi analizat cu
criteriul Hurwitz.

8.5. CRITERIILE DE STABILITATE NYQUIST

Criteriul algebric de stabilitate Hurwitz poate fi aplicat in studiul
stabilitatii sistemelor liniare continue si discrete de ordin finit, deci fara timp
mort. Criteriile de stabilitate Nyquist sunt de tip frecvential si aplicate, de
reguld, in studiul stabilitatii sistemelor de reglare dupa abatere (eroare), cu si
fara timp mort. Reamintim c¢a un sistem liniar continuu de reglare dupa abatere
este extern strict stabil daca si numai daca ecuatia polilor

1+G,(s)=0 (24)

are toate radacinile cu partea reala negativa.

Primul criteriu Nyquist. Consideram un sistem liniar continuu de reglare
dupa abatere, cu functia de transfer a sistemului deschis

G, = GrGGpG,
avind n, poli pe axa imaginara §i n, poli in dreapta axei imaginare. Sistemul
de reglare este extern strict stabil daca si numai daca
Aargv, = n, g +n, (25)

unde AargV, este variafia totala a argumentului vectorului vV, cu originea in
punctul critic s,=-1 si varful mobil pe ramurile continue ale locului de

transfer al sistemului deschis.
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Demonstratie. Daca G,(s) este o functie rationald proprie de ordinul #,

atunci
1+@@:%%, (26)

unde
P(s)=(s—p)(s—py)--(s—p,), (27)
R(s)=(s—s)(s—55) (s —5,) (28)

P(s) fiind polinomul polilor sistemului inchis, iar R(s) polinomul polilor
sistemului deschis. Dintre polii s; ai lut G,(s), n, sunt situati pe axa
imaginard, n, in dreapta axei imaginare i n —n,—n, In stdnga axei imaginare.
Conform teoremei stabilitatii stricte, sistemul de reglare este strict stabil daca
s1 numai daca polinomul P(s) al polilor sistemului inchis este hurwitzian,
adica are toate raddcinile p, situate in stinga axei imaginare.

Atunci cand variabila s parcurge semiaxa imaginara pozitiva, variatia
totald a argumentului functiei 1+ G,(s), egald cu unghiul descris de vectorul

cu punctul de aplicatie in originea axelor si varful pe locul de transfer al
functiei, este data de relatia

Aarg(1+G,) =3 Aarg(s — p.) > Aarg(s —s,). (29)
inl i=1

Asa cum reiese imediat din fig. 8.1, daca s, este un numadr real dat, atunci

avem:
n/2, s5,<0
Aarg(s —s,) = 0, 5,=0. (30)
—n/2, s5,>0

T Planul Planul Planul 1+

i Fy F 5 :

i 5—Sp AS 15 Rs—5p i

1 - k3

H parg-§  aago o Aarg=-3 i
—

Ty ] 0|50 o o
a. b. C.

Fig. 8.1. Variatia argumentului factorului s —s, .
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Consideram, pentru inceput, ca toate radacinile p, si s; ale polinoamelor
P(s) si R(s) sunt reale.

Necesitatea. Daca sistemul de reglare este stabil, adicda P(s) are toate
radacinile p, situate in stinga axei imaginare, atunci avem

n ni
;Aarg(s—pi)=7- (3D
Deoarece
> darg(s-s)=(n-m-m) 3 +n, 0tm(F)=(n-n)-nz . (32)

din (29), (31) s1 (32) rezultd
Aarg(1+G,)=n, %+n1n .
Prin urmare, variatia vectorului V cu centrul in origine si varful mobil pe

ramurile locului de transfer 1+ G,(s) este egala cu n, % +n,m. Deoarece locul

de transfer al functiei G,(s) se obtine din locul de transfer al functiei 1+ G,(s)

prin translatarea acestuia spre stdnga cu o unitate (operatie ce transforma
originea 0+j0 in punctul critic s,=—1+j0), rezulta ca variatia vectorului v,

cu centrul in punctul critic —1+j0 si varful mobil pe ramurile locului de

transfer G,(s) este, de asemenea, nogﬂzln:
Aargv  =Aarg( 1+Gd):n072[—|—n11t.

Suficienta. Daca Aargvozn0%+nln , atunci Aarg( 1+Gd):n0%+n17; , 1ar
din (29) si (32) obtinem
iAarg(s—pl.):Aarg(l+Gd)+iAarg(s—si)
i=1 i=1

T T T
=(n0§+n1n)+(n—n0)§—nln=n§ ,

de unde rezultd cad toate radacinile p, ale polinomului polilor P(s) al

sistemului de reglare sunt negative, deci sistemul este stabil.

Demonstratia poate fi extinsd la cazul general, In care nu toate rddacinile
p; st s, sunt reale, pe baza urmatoarelor doua observatii:
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a) radacinile complexe ale polinoamelor cu coeficienti reali P(s) si R(s)

sunt conjugate doud cate doud;
b) dacd s,,=a=xjb sunt doud radacini complex conjugate, atunci

n, a<0
Aarg(s —s,)(s —s,) = darg(s —s,) + darg(s—s) =7 0, a=0. (33)
-, a>0

Remarca. In particular, din primul criteriu Nyquist se obtine imediat
urmatoarea variantd simplificatd: In cazul in care functia de transfer G,(s)
este stabila §i de faza minima, sistemul inchis este strict stabil daca §i numai
daca la parcurgerea locului de transfer al functiei G ,(s) in sensul cresterii lui
o, punctul critic s, =—1 ramdne in stdnga acestuia.

In continuare, vom considera ca variabila

- A . jl
complexd s parcurge in sens orar asa numitul ] Planul s
contur Nyquist (fig. 8.2), format din axa imaginara

st semicercul din dreapta, cu centrul in origine si 4
derazd R — . Dacd G,(s) are poli situati pe axa R-+o00

imaginard, acestia vor ramane 1in exteriorul
conturul inchis Nyquist, care i1 va ocoli prin
semicercuri de razd » — 0 parcurse in sens pozitiv r~0

( trigonometric). Atunci cand variabila s parcurge
conturul inchis Nyquist, functia de transfer G,(s)

enereaza o curba inchisa, cu sens continuu . .
& ’ > Fig. 8.2. Conturul  Nyquist.

numitd diagrama Nyquist.

Al doilea criteriu Nyquist. Consideram un sistem sistem liniar continuu
de reglare dupa abatere, cu functia de transfer a sistemului deschis
G, = GpG;G,G, avind n, poli in dreapta axei imaginare. Sistemul de reglare

este strict stabil daca si numai daca diagrama Nyquist a sistemului deschis
inconjoara punctul critic s, =—1 de n, ori in sens trigonometric.
Demonstratie. Se tine seama de principiul argumentului: Cand variabila

s parcurge 1n sens orar un contur inchis C care contine in interior z zerouri si
p poli ai unei functii analitice F'(s), functia F(s) va descrie o curbd inchisa

ce inconjoara originea de p —z ori in sens trigonometric.
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Necesitatea. Daca sistemul de reglare este stabil, atunci functia
F(s)=1+G,(s) nu are zerouri in interiorul conturului Nyquist. Pe de alta

parte, functia F(s), ca si functia G,(s), are n, poli In dreapta axei imaginare,
adica in interiorul conturului Nyquist. Din principiul argumentului, rezulta ca
diagrama Nyquist a functier F(s) Inconjoard originea de n, ori in sens
trigonometric, deci diagrama Nyquist a functiet G, (s) Inconjoard punctul
critic s, =—1de n, ori.

Suficienta. Daca diagrama Nyquist a functiei G,(s) inconjoara de n, ori
punctul critic s,=-1, atunci diagrama Nyquist a functier F(s)=1+G,(s)
inconjoard originea de n,; ori. Din principiul argumentului rezulta ca F(s) nu
are zerouri 1n interiorul conturului Nyquist, deci sistemul de reglare este strict
stabil.

Observatii 1°. Cazul cel mai frecvent intalnit in practici este acela in

care sistemul deschis este stabil, adica functia de transfer G,(s) nu are poli in
dreapta axei imaginare, deci in interiorul conturului Nyquist (n#,=0). In acest

caz, sistemul de reglare este stabil daca §i numai daca diagrama Nyquist a
functiei G ,(s) nu inconjoara punctul critic s,=—1. Daca diagrama trece chiar

prin punctul s, atunci sistemul inchis este stabil la limita.

2°. Ambele criterii Nyquist sunt valabile si in cazul sistemelor cu timp
mort (deoarece functia de transfer a sistemului deschis cu timp mort poate fi
oricat de bine aproximata printr-o functie rationald).

3°. Referitor la constructia diagramei Nyquist, urmitoarele observatii sunt
utile.

a) Dacd functia de transfer G,(s) este o rationald proprie, atunci

semicercul de razda R— oo al conturului Nyquist se transforma intr-un punct
de pe axa reala (chiar in origine, in cazul practic in care G, este strict

proprie).

b) Polii simpli de pe axa imaginard ai functiei G,(s) sunt transformati in
"semicercuri” de razd R —» oo, parcurse in sens orar.

c) Deoarece functia G,(jw) are partea reald pard si partea imaginara
impara, diagrama Nyquist este simetrica fata de axa reala.

d) Diagrama Nyquist este o curba inchisa, cu sensul de parcurgere
continuu.
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8.4. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 8.1. Sa se studieze stabilitatea sistemului cu ecuatia

2y-3y—-2y=u—2u.

Solutie. Sistemul are polinomul caracteristic

P(s)=25%-35—2=(s—2)(2s+1)
si functia de transfer
s—2 1

=507 3522 2541

Deoarece polinomul caracteristic are raddcina s, =2 pozitiva, sistemul este intern instabil.

Deoarece polinomul polilor
P(s)=2s+1

are o singura radacind si aceasta este negativa (egala cu —1/2), sistemul este extern strict
stabil.

¢ Aplicatia 8.2. Sa se studieze stabilitatea sistemului cu ecuatia

$+8y+(16—k?)y=—ii+u, k>0.

Solutie. Formdm polinomul caracteristic
P(s)=5>+8s+16—k*=(s+4+k)(s +4—k)
si functia de transfer

—s+1 _ —(s=1)
s2+8s+16-k2 (s+4+k)(s+4-k)"

G(s)=

Polinomul caracteristic are radacina s, =—4—k negativa si radacina s, =—4+k negativa

pentru k <4, nuld pentru k=4 si pozitivd pentru k£ >4. In consecintd, sistemul este intern

strict stabil pentru k <4, intern simplu stabil pentru & =4 si intern instabil pentru £ >4.
Sistemul are doi poli pentru k#5 (s,=-4-k<0 si s,=—4+k) si un singur pol

pentru k=5, anume s, =—9 . Rezulta ca sistemul este extern strict stabil pentru k£ <4 (cand
§,<0) s1 k=5, extern simplu stabil pentru k=4 (cand s,=0) si extern instabil pentru
k>4, k#5 (cand s,>0).

¢ Aplicatia 8.3. Sa se studieze stabilitatea sistemului continuu 2(4,B,C,D) cu
01 -1 0
A=|0 0 1|, B=|0|, C=[-10 0], D=0.
6 5 -4 1
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Solutie. Polinomul caracteristic al sistemului
P(s)=det(sI- A)=s> + 45> +5s—6=(s—1)(s +2)(s +3)
are o radacina reald pozitiva (s, =1), deci sistemul este intern instabil.

Functia de transfer a sistemului
s—1 _ 1
s’ +4s?+5-6  (s+2)(s+3)’

are polii s, =-2 si s, =-3, ambii negativi; in consecinta, sistemul este extern strict stabil.

G(s)=C(sI-A)'B+D =

¢ Aplicatia 8.4. Elementele componente ale sistemului de reglare automata de mai
jos au urmatoarele modele dinamice:

R: c=ke, =r—-m;
E 2utu=2c;
P: Sy+y=u-0,25v;
T m+m=y.
lrf
Gyls)
' [ 4 ¥
GRI:S) GE(S:I GPI:S:I *
CriE)

a) Sa se studieze stabilitatea sistemului.
b) Sa se determine parametrul real & astfel incat polii sistemului de reglare sa fie
situati 1n stanga dreptei s=-0,3.

Solutie. Elementele sistemului de reglare au functiile de transfer

~0,25
2 1 _025 1

G = k , = N G =" s -_— s —_ .
R E7 25+1 P 55+1 V' se+1 T s+1
a) Deoarece functiile de transfer ale elementelor componente si functia de transfer

primara a sistemului deschis

) ~ 2k
G,=GrG GGy = 2s+D(5s+D(s+1)

.....

rezultat. Polinomul caracteristic si polinomul polilor sistemului coincid cu numératorul
P(s) al functiei rationale 1+ G ,(s) , unde

P(s)=2s+1)(5s + D)(s +1)+ 2k =10s> +17s% + 8s + 1+ 2k .



340 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

Coeficientii lui P(s) sunt pozitivi pentru k > - , iar minorul Hurwitz

A, =a,a,~aya,=8-17-10(1+2k)=2(63~10k)

este pozitiv pentru k< % . Prin urmare, sistemul de reglare este strict stabil daca si numai

daca factorul de proportionalitate al regulatorului apartine intervalului (—% , %) .

In figura 8.3 este prezentat raspunsul y(¢) al sistemului de reglare la referinta treapta

unitard pentru diferite valori ale factorului de proportionalitate £ al regulatorului. Pentru
k=6,3, raspunsul este oscilant intretinut, deci sistemul de reglare este simplu stabil.

Raspunsurile au fost obtinut in MATLAB, cu urmétorul program:

k=[-0.1 0.5 2 6.3]; t=0:0.1:30;
s=tf('s");
sis E=2/(2*s+1); sis_ P=1/(5*s+1);
sis T=1/(s+1);
fori=1:4
sis1=k(i)*sis_E*sis P;
sis=sis1/(1+sis1*sis_T);
step(sis,t); hold on; grid on

end;
25 : : : : :
2l e S SO S .
k=63 :
LT e e ) -
V=20 i .
1 BN A g : g
s VARV ERVIEERY
Ol —— W & M
0.5 H H i i i
0 5 10 15 20 25 |

Fig. 8.3. Raspunsul y(t) la referinta treapta unitara.

b) Impunem conditia ca polinomul
P(s—0,3)=10(s—0,3)> +17(s—0,3)> +8(s—0,3)+1+2k
=105 +8s%+0,55 +2k - 0,14
sd fie hurwitzian. Din conditia de pozitivitate a coeficientilor rezultd £>0,07, iar din
conditia A, >0, unde
A, =aja,—aya,=0,5-8—10(2k-0,14)=5,4-20k ,

rezultd k£<0,27. In concluzie, sistemul de reglare are toti polii cu partea reala mai mica
decat —0,3 pentru 0,07<k<0,27.
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¢ Aplicatia 8.5. Sa se studieze stabilitatea externa a sistemului de reglare cu functiile
de transfer

ke L -2
Cr=hlt79): Cr=g31>
1 1
Cr=55a1r OrTeaT

Solutie. Din
G = k(4s+1)
d= 2s(2s+1)(5s+1)(s+1)’

G 205 +3453 +1652+2Qk +D)s+k
d= 25(2s+1)(5s+1)(s+1) ’

rezultd polinomul polilor

P(s)=20s*+34s> +165> + 22k +)s+k .
Avem
Ay =a,ay—a,a,=8(63-10k),
Ay=ajA,—aya? =4(—80k>+175k+252).

Coeficientii polinomului P(s) sunt pozitivi pentru k>0. In plus, determinantul A, este
pozitiv pentru 0<k<k,, unde k,~3,178. Conform criteriului Hurwitz, sistemul de
reglare este extern strict stabil pentru O0<k<k;. In acest exemplu, ca de altfel in

majoritatea cazurilor practice, asigurarea stabilitatii sistemului de reglare se realizeaza prin

limitarea superioard a factorului de proportionalitate al regulatorului.
In fig. 8.4 este prezentat raspunsul y(¢) al sistemului de reglare la referinta treapta

unitard pentru diferite valori ale factorului de proportionalitate & al regulatorului.

25

Fig. 8.4. Raspunsul y(t) la referintd treapta unitard.
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Raéspunsul a fost obtinut in MATLAB, cu urmatorul program:

k=[0.2 0.4 1 3.17]; t=0:0.1:40;

s=tf('s");

sis E=2/(2*s+1);

sis P=1/(5%*s+1);

sis T=1/(st1);

fori=1:4
sis1=k(i)*(1+1/4/s)*sis_E*sis_P;
sis=sis1/(1+sis1*sis_T);
step(sis,t); hold on; grid on

end;

¢ Aplicatia 8.6. Sa se studieze stabilitatea externd a sistemului de reglare cu functiile

de transfer

1
GR:1+T_.S, ]—;->0, GE

1

1
3s+1°
-1 -
GP_6S+1’ Or=yii
Solutie. Avem
G.— s+1/T;
47 sBs+1)(6s+1)(s+1)

Pentru 7; ¢ {1, 3,6}, polinomul polilor are expresia

P(s)=18s% +275° +105> +2s+% .
i
Avem
Ay=a,ay—a,a,=234
A= ’_ 81
s=a,4,—aya; —9(52—T) .
Coeficientii polinomului P(s) si determinantul A, sunt pozitivi pentru 7, > % . Conform

o . . . . 81
criteriului Hurwitz, sistemul de reglare este extern strict stabil pentru 7; >5—2 ~1,55.

8

Pentru 7; :%, sistemul este simplu stabil, iar pentru 0<7}<5—; este instabil. Acest
rezultat este valabil si In cazurile 7;€{l,3,6}, cand polinomul polilor are gradul trei,

deoarece functia G ,(s) se simplifica printr-un polinom hurwitzian.

In fig. 8.5 este reprezentat raspunsul y(¢) al sistemului de reglare la referinta treapta

unitard pentru diferite valori ale constantei de timp integrale a regulatorului.
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Fig. 8.5. Raspunsul y(t) la referintd treapta unitard.

¢ Aplicatia 8.7. Fie sistemul de reglare automata ale carui elemente au functiile de
transfer

Gp =k(1+i), k>0,
T:s

1

21’ G.= s+1 GTZI-

G P s(4s+1)°

E
Sa se studieze stabilitatea externa a sistemului pentru: a) 7; =1; b) T;=3.

Solutie. a) Avem
k(s+1)%

Gd(S)=m,

iar polinomul polilor are expresia
P(s)=4s> + (k+1)s> + 2ks + k .
Deoarece coeficientii lui P(s) sunt pozitivi, sistemul este strict stabil numai atunci cand

Ay =aa,—ayay,=2k(k-1)>0,

adica pentru £>1. In marea majoritate a aplicatiilor practice, sistemele de reglare sunt
stabile pentru valori mici ale factorului de proportionalitate al regulatorului, cand comanda
generatd de regulator este relativ slaba. Sistemul de reglare studiat este insd unul de
exceptie, in care sistemul deschis este dublu integral, iar componenta integrald a
regulatorului (cu 7; =1) este foarte puternica.

In fig. 8.6 este prezentat raspunsul y(¢) al sistemului de reglare la referinta treapta
unitard pentru diferite valori ale factorului de proportionalitate £ al regulatorului. Pentru
k=1, sistemul este stabil la limita, iar raspunsul la referinta treapta este oscilant Intretinut.
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Fig. 8.6. Raspunsul la referintd treaptd unitard pentru G =k(1 +%) .

b) In cazul regulatorului cu GR:k(l+%), avand componenta integrald mai slaba,

avem
k(3s+1)(s +1)

G = 2 s )

si
P(s)=125> +3(k +1)s® + dks +k .
Deoarece coeficientii lui P(s) sunt pozitivi si

A, =a,a,—aya, =12k*>0 ,

sistemul este strict stabil pentru orice £>0 (fig. 8.7).

15 &

Fig. 8.7. Raspunsul la referinta treaptd unitard pentru G =k(1 +31—S)
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¢ Aplicatia 8.8. Fie sistemul de reglare automata cu

k(e L - I S _
Gp=kll470). Gp=l. Gp=pogogy s Grel.

Sa se arate cd sistemul este strict stabil pentru 7, >7,>0, oricare ar fi £>0.
Solutie. Avem
k(Ts+1
G,(9)= _MIs+D 5 )

TTs“(Tis+1)

si polinomul polilor
P(s)=TT,%s> + TT,s* + kT;s+k .
Pentru k>0, sistemul este strict stabil deoarece coeficientii polinomului polilor sunt
pozitivi si
Ay =ajay—agay =kT; Ti(T, = 7)) >0.

¢ Aplicatia 8.9. Sa se studieze stabilitatea sistemului discret cu ecuatia

3p(0)+hy(t=1)+2y(t=2)=u(t-1)-2u(t-2), keR.

Solutie. Sistemul are polinomul caracteristic
P(2)=32>+kz+2.
Radacinile polinomului caracteristic au modulul subunitar atunci cand ecuatia
1
PETH =0
(S _ 1) b
echivalentd cu
(k+5)s> +2s+5—-k=0,
are toate radacinile cu partea reald negativa, adica atunci cand are toti coeficientii pozitivi
(criteriul Hurwitz). Prin urmare, sistemul este intern strict stabil pentru ke(-5,5), intern
simplu stabil pentru ke{-5,5} si intern instabil pentru ke(—o0,—5)U(5,0). Pentru
k=-5,cand
P(2)=(z-D(3z-2),
precum si pentru k=5, cand
P(2)=(z+1)(3z+2),
sistemul este simplu stabil, deoarece ecuatia caracteristici are o radacind cu modulul

subunitar si o radacina cu modulul unitar.
Pentru studiul stabilitatii externe formam functia de transfer

z 12772 _ z—2
3+hkz 42272 322 +4kz+2

G(2)=
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Pentru k=-7, functia de transfer este ireductibild, iar polinomul polilor coincide cu
polinomul caracteristic. Pentru k=-7, rezulta

1
G@)=3_7

iar sistemul este extern strict stabil deoarece polul 212% are modulul subunitar. In

concluzie, sistemul este extern strict stabil pentru ke{-7}U(-5,5), extern simplu stabil
pentru ke{-5,5} si extern instabil pentru ke(—o0,—-7)U(-7,-5)U(5,2). Pentru k=-7,
sistemul este intern instabil, dar extern strict stabil.

In figurile 8.8 si 8.9 sunt reprezentate grafic raspunsurile indiciale ale sistemului
pentru cazurile de stabilitate externd simpld k=-5 si k=5, respectiv pentru cazurile de
stabilitate externa strictd k=-7 si k=0.

A AANEA A A
\/ .

0 e e e m e e The -

-12

0

0.6

0.4

0.2

sl

n
-0.2

-0.4

-0.6
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-0.8

0 5

—_
=

14

Fig. 8.9. Raspunsul indicial al sistemului (extern strict stabil) pentru k=-7 si k=0.
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¢ Aplicatia 8.10. Sa se studieze stabilitatea sistemului discret X ,(4,8,C,D) cu

-1 o 1
Az{ }, Bz[}, C=[1 0], D=0.
1 2a-05 1

unde « este un parametru real.
Solutie. Sistemul are polinomul caracteristic
P(z)=det(zI-A)=z2+QRa+1,5)z+a+0,5=(z+0,5)(z+2a +1),

curddacinile z=-0,5 si z,=-2a-1. Sistemul este intern strict stabil pentru a (-1, 0),
intern simplu stabil pentru  €{—1, 0} si intern instabil pentru ¢ €(—o0, —1)\U (0, ).

Deoarece

e 1 z+2a+0,5 «
(z1=4) T (10,5 (z+2a+1) 1 ek

sistemul are functia de transfer

_ n-1 _ z+3a+0,5
G@)=CEI=ATB+D =65 a1

Pentru a#0 si a#1/2, functia de transfer este ireductibild, iar polinomul polilor coincide
cu polinomul caracteristic. Pentru =0, avem

1

G(Z) = m s
iar sistemul este extern simplu stabil deoarece polul z =-1 are modulul egal cu 1. Pentru

a=1/2,avem
1

“&=7o5°

iar sistemul este extern strict stabil deoarece polul z,=-1/2 are modulul subunitar. In
concluzie, sistemul este extern strict stabil pentru ez e(—1, 0)uU{1/2}, extern simplu stabil
pentru ae{-1, 0} si extern instabil pentru ae(—w, -1)U(0, 1/2)U(1/2, ©). Pentru

a=1/2, sistemul este intern instabil, dar extern strict stabil.

¢ Aplicatia 8.11. Sa se studieze stabilitatea internd a sistemului discret avand
0 a 0
A=| 0 0 1 |, aeR.
-0,1 -0,8 -1,7
Solutie. Polinomul caracteristic al matricei 4 este
P(z)=det(zI- A)=2>+1,7z> +0,8z+0,lcx .

Mai departe, formam ecuatia
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s+1,
P(S—l)_o’

care are forma

B35+ a)s® +(39-3a)s> +(5+3a)s +1—-a =0.

Coeficientii ecuatiei sunt pozitivi pentru —%< a <1. Impunand si conditia 4, >0, unde

Ay =(5+3a)(39-3a)—(35+a)(1-a) =—8a > +136a +160,

rezultd o, <a <1, unde a;,~—-1,1047. In conformitate cu criteriul Hurwitz, sistemul discret

este intern strict stabil atunci cand o, <a<1.

¢ Aplicatia 8.12. Sa se analizeze stabilitatea conexiunii cu reactie din figura

alaturata, unde y
.

(Zl) Ck_ck—lngk’ K>O %{f’i’ E]_ C\ EE 3 ly_}
) ¥i—0,8y, 1 =c; 1 +2v.

Solutie. Subsistemele au functiile de transfer

G=—E =K G ()=

1-z7! Tz

z

|
1-0,8z71 z-0,8

Ecuatia polilor
1+ G(2)G,(2)=0
are forma
22-(18-K)z+08=0.

In urma efectudrii substitutiei
s+l
s—1’
obtinem ecuatia
(s+1)>—(1L8—K)(s+1)(s—1)+0,8(s—1)*> =0,
adica

Ks?+0,45+3,6-K =0.

Conform criteriului Hurwitz, ecuatia are ambele radacini cu partea reald negativa daca si
numai daca coeficientii trinomului

Ks?+04s+3,6—K
sunt strict pozitivi. In consecinta, sistemul de reglare este strict stabil pentru 0<K <3,6. In
cazul K =3,6, sistemul este simplu stabil (are polii z =-1 si z,=-08). Pentru K=3,6,

raspunsul sistemului la intrare treapta unitara are forma din fig. 8.10.



STABILITATEA SISTEMELOR LINIARE 349

-10

0 4 10 18 20 25 30
Fig. 8.10. Raspunsul sistemului la referinta treapta unitara pentru K =3,6 .

¢ Aplicatia 8.13. Elementele unui sistem de reglare discret au urmatoarele functii de
transfer

IR |
Gr=K>0, Gy(2)=Gp(2)=Gpl(z) = %, pe(,1).
Sa se studieze stabilitatea sistemului in raport cu parametrul K ;

Solutie. Ecuatia polilor

1+Gr(2)G ((2)G p(2)Gr(2) =0,

are forma
(z-py+K(1-p)’ =0.
In urma efectudrii substitutiei z =§—j , obtinem ecuatia

[(1=p)s+1+ pP’ + K(1- py’(s 1)’ =0,
echivalenta cu
ass +ays?+ais+ay =0,

unde
ay=(K+1)(1-p)*, a,=3(1-p)Y1+p-K(1-p)],
a,=3(1-pK(1-pY+(1+p)*], ay=(1+p)-K(1-p).

Conform criteriului Hurwitz, ecuatia are toate radacinile cu partea reald negativa dacd si
numai dacd coeficientii polinomului a3s3 +a2s2 +a;s+a, sunt strict pozitivi  si
a,a,—agyasy>0. Ultima conditie este echivalenta cu
352 2 3
(I-py K=+ p(3-2p7)K~(1+p)” <0,

adica
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o<k < “PB=2pD)+p’(B-2p) +4(-p?)’
21-p)’

Conditia este verificatd de toate punctele (p, K) din zona situatd sub curba din fig. 8.11.
Aceasta este chiar zona de stabilitate a sistemului, deoarece coeficientii a; sunt pozitivi

pentru toate punctele zonei. Pentru demonstrarea acestei afirmatii este suficient sa aratim
cd a,>0, adica

K <1+_p .
I-p
Intr-adevar, putem arata usor in MATLAB ca functia i-i-_p are graficul situat deasupra
4

curbei de stabilitate. Ambele grafice au fost realizate cu programul MATLAB:

p=0:.01:0.99;

a=p.*(3-2*p."2);
K=(-atsqrt(a."2+4*(1-p."2)."3))/2./(1-p)."3;
plot(p.K);

hold on;

p=0:.01:0.77;

plot(p,(1+p)./(1-p), '--);

grid on;

0 0.2 04 06 03 1 7

Fig. 8.11. Domeniul de stabilitate al sistemului de reglare.

¢ Aplicatia 8.14. Se considera sistemul de reglare cu esantionare din fig. 6.2, in care
1
Gp(2)=K, G (9)=G,(s)=1, GP(S)=m .
Sa se studieze stabilitatea sistemului 1n raport cu perioada de esantionare 7>0 si K€R.

Solutie. Sistemul are ecuatia polilor P(z)=0, unde
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1— -1
P(2)= 14 GR(2)-(GeGpGr)® =1+ K ()" = ”K‘%a

cu p=e ™. Sistemul de reglare are polul z =p—(1-p)K . Sistemul este extern strict
stabil pentru —1<z, <1, adica —1<K<i+—p.
—-P

¢ Aplicatia 8.15. Se considera sistemul de reglare cu esantionare din fig. 6.2, in care

T
T=277, Gp@)=——r
-z

Sa se studieze stabilitatea sistemului pentru 7;>0.

. Gp9)=Grs)=1, Gpl)=gir

Solutie. Sistemul de reglare discretizat are ecuatia polilor P(z)=0, unde

T 1 T 1-p)z~!
— ( ) =1+ — ( p)_l )
T(1-z7") 4s+1 T(1-z7) 1-pz

P(2)=1+G 4(2)(G;GpG )° =1+

Pentru 7=2,77,avem p=e¢ '*~0,5 si

2,77 !
T(-z7Y 2-z71

P(z)=1+

Ecuatia polilor P(z)=0 este echivalenta cu

222+(2’Tl—3)z+1=0.

1

s+1 . .
Pentru z= 1 ecuatia devine

2,772 +2T.:s+6T;—2,77=0.

Sistemul este extern strict stabil atunci cand coeficientii trinomului de gradul doi in s sunt
strict pozitivi, adica atunci cand 7, >0,4613.

Pentru 7,=0,4613 si T,=0,8, raspunsurile sistemului la intrare treaptd unitard au forma

din fig. 8.12. Graficele au fost realizate cu programul MATLAB:

Ti=[0.8 0.4613];

T=2.77,

t=0:T:30;

s=tf('s"); z=tf('z');

for i=1:2
R=T/Ti(1)/(1-1/z);
P=1/(4*s+1); Pd=c2d(P,T);
sis=R*Pd/(1+R*Pd);
step(sis,t);
hold on; grid on

end;
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Fig. 8.12. Raspunsurile sistemului de reglare la referintd treapta unitara:
A—pentru T; =4.613; B - pentru T;=0.8.

1
¢ Aplicatia 8.16. Fie un sistem de reglare cu esantionare avand perioada 7 si
=S
Gp(2)=K, Gp(s)=1, GP(S)=e4—S ., Gr@s)=1.

Sa se studieze stabilitatea sistemului:

a) pentru K >0 si T'=1;
b) pentru K >0 si 7=0,5.

Solutie. a) Sistemul discretizat are ecuatia polilor P(z)=0, unde

—S -1
P(2)= 14+ G o(2)-(G;GpGp)° = 1+ K(S—)° = 1+ K2 (Lyo
4s 4 s
1t KTz72 :4—42_1+KZ_2
4(1—271) 4(1—271)

Ecuatia P(S—-i_i) =0 este echivalenta cu
S —_—
Ks?+2(4-K)s+8+K =0.

Din conditia de pozitivitate a coeficientilor rezultd ca sistemul este strict stabil pentru
0<K<4.

b) Sistemul are ecuatia polilor P(z)=0, unde

o - o K - 1 o
P@)=14Gy(2)(GrGGp)® = 1+ K(-)° = 1+ 52— ()

14 KTz73 _8—82’1—1-1(273
4(1—2_1) 8(1—2_1)

Ecuatia P(S—+i) =0 este echivalenta cu
§—
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ass®+a,s’ +as+ay = 0,
unde

a;=K, a,=16-3K,
a,=32+3K, a,=16-K.

Conform criteriului Hurwitz, ecuatia are toate radacinile cu partea reald negativa daca si
numai dacd coeficientii a; sunt strict pozitivi §i aja,—agaz>0. Ultima conditie este

echivalenti cu K ?+8K —64<0 . Sistemul este strict stabil pentru

0<K <4(/5-1).

¢ Aplicatia 8.17. Sa se studieze stabilitatea sistemului de reglare automatd avand
Gp=k, k>0,
-1 S -1

GE_ISS ’ GP_12s+l ’ GT_3S+1 ’
aplicand

a) primul criteriu Nyquist;

b) al doilea criteriu Nyquist;

¢) criteriul Hurwitz.

Solutie. a) Intrucat functia de transfer a sistemului deschis

k

G4 ) = 155125+ D@5 + 1)

are un pol pe axa imaginara (n,=1) si zero poli in dreapta axei imaginare (7, =0), avem

Kl

T
tm ==
5T

n .
0 2

Conform primului criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul Tnchis este stabil atunci variatia

argumentului vectorului V, cu originea in punctul critic —1 si varful pe ramurile locului de

transfer este
AargV, =L
gVo )

Cu
—k
(14407 +1D(90? +1)

Ud (w)=

k(36* -1)

V. (w)= ,
a(@) 150(1440% +1)(90® +1)

construim tabelul de variatie
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@ |0 116
Dglah| -k (=) -4kf25 (<) 0
G -m 0 (9

g

[}

si locul de transfer (fig. 8.13).

In cazul O<k<27r5 (fig. 8.13,a), argumentul vectorului V, variazd in total, in sens

pozitiv (trigonometric), de la “T 1a 0, deci

2
AargV,=0-E=T
gVo )
iar din primul criteriu Nyquist rezulta ca sistemul inchis este strict stabil.

% (fig. 8.13,b), argumentul vectorului V, variaza in total, in sens
negativ (orar), de la 3n/2 la 0, deci
AargVy=0-3n/2#n/2;

prin urmare, sistemul inchis este instabil.

In cazul k>

Vd | Ccazul » Ya | cazul
l=k=25/4 k = 25/4
=+00 @=+00
|
a. b.
Fig. 8.13. Locul de transfer al functiei G ;(s)= k .
’ 155125 +1)(3s+1)

b) Deoarece functia de transfer a sistemului deschis G,(s) nu are poli in dreapta axei

imaginare, sistemul inchis este stabil cand diagrama Nyquist nu Inconjoara punctul —1.

La trasarea diagramei (fig. 8.14), s-a tinut seama de faptul cid polul din origine al
functiei G,(s) se transformd fintr-un “semicerc” de raza infinita, parcurs in sens orar. Se
observa ca:

- in cazul 0<k<25/4 (fig. 8.14, a), diagrama Nyquist nu Inconjoard punctul critic
—1, deci sistemul inchis este strict stabil;

- in cazul k>25/4 (fig. 8.14, b), diagrama Nyquist inconjoara punctul critic —1 de
doua ori, in sens orar, deci sistemul Inchis este instabil;

- in cazul k=25/4, diagrama Nyquist trece prin punctul critic —1, deci sistemul
inchis este simplu stabil (stabil la limita);
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Va Va
vt'.r.'l=l]_I vt'.r.'l=l]_I
Cazul Cazul
k < 254 k= 25/
. H=+00 O=+00
ki -1 AR+ |@=-c0 Uy ki AK-e@=-0 Ug
25 25
=0+ =0+
a. b.
Fig. 8.14. Diagrama Nyquist a functiei G (s)= k
g o 1%, Hag e He ) =S5 2s 1) Bs +1)

¢) Ecuatia polilor 1+ G, (s)=0 are forma

3653 +1552 +5+-K=0.

15
In conformitate cu criteriul Hurwitz (cazul n=3), sistemul de reglare este strict stabil daca
si numai daca coeficientii ecuatiei polilor sunt pozitivi (ceea ce este adevarat) si A, >0,

unde

A2=15-1—36-£=M,
15 5

Prin urmare, sistemul de reglare este strict stabil numai pentru 0<k<25/4. Pentru
k=25/4, sistemul este simplu stabil deoarece are polul s;=-5/12 1n stanga axei

imaginare si polii s, ==j/6 chiar pe axa imaginara.
Observatie. In acest exemplu, ca de altfel In majoritatea cazurilor practice, asigurarea

stabilitatii sistemului de reglare se realizeazd prin limitarea superioara a factorului de
proportionalitate al regulatorului.

¢ Aplicatia 8.18. Sa se studieze stabilitatea sistemului cu reactie negativa avand

Gd(s)=’;8f8, k>0,

si aplicand
a) primul criteriu Nyquist;
b) al doilea criteriu Nyquist;
¢) criteriul Hurwitz.
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Solutie. a) Functia de transfer a sistemului deschis G,(s) are un pol pe axa imaginara
(s;=0) siun pol in dreapta axei imaginare (s, =1); prin urmare, n,=1 si n, =1, deci

3n

n0£+n1ﬂ::_.
2 2

Conform primului criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul inchis este stabil atunci cind
variatia argumentului vectorului V,, cu originea in punctul critic —1 si varful pe ramurile

locului de transfer este

- _3m
A ==
argV >
Cu
. 2k . k(-
U,(w)=ReG,(jo)=—=", V(0)=ImG,(jo)=————",
d( ) d(] ) 1+ o d( ) d(] ) a)(1+a)2)

realizam tabelul de variatie de mai jos:

i I} 1 oo
Uglan|2k (= -k (= 0
paile ) 00 ) D

si, pe baza lui, trasam locul de transfer din fig. 8.15.
Pentru 0<k<l1 (fig. 8.15, a), argumentul vectorului V,, variazd in total, in sens

negativ (orar), de la n/2 la 0, deci dargV, =0T, 3—“. In conformitate cu primul criteriu
2 2

Nyquist, sistemul inchis este instabil;
Pentru k>1 (fig. 8.15, b), argumentul vectorului Vvariazd in total, in sens pozitiv

(trigonometric),de la n/2 la 2w, deci AargV,, :2n—§:37n ; prin urmare, sistemul inchis

este strict stabil.

Cazul Cazul
k<1 k>1
E=00 =00
a h.
k(s+1)

Fig. 8.15. Locul de transfer al functiei G ;(s)=

s(s=1)°
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b) Deoarece functia de transfer a sistemului deschis G,(s) are un singur pol (s, =1)
in dreapta axei imaginare, avem n; =1, iar din al doilea criteriu Nyquist rezulta ca sistemul

inchis este stabil atunci cand diagrama Nyquist inconjoard o singura datd, in sens
trigonometric, punctul critic —1.

entru trasarea diagramei uist (fig.8.16), s-a tinut seama ca polul din origine a
Pentru t d Nyquist (fig.8.16 tinut lul d 1
functiei G,(s) se transformd fintr-un “semicerc” de raza infinita, parcurs in sens orar, iar

sensul de parcurgere a diagramei Nyquist este continuu.

‘-.r‘d ""‘d
'l’t-'l=l]+ ft]=l]+
Cazul Cazul
k=1 k>1
i =-00 - |@g=-c0
2ki 1 K @=+00 |, -2K S T
&=0_ H=0_
a h.
k(s+1)

Fig. 8.16. Diagrama Nyquist a functiei G,(s)=

s(s=1) "

In cazul k<1 (fig.8.16, a), diagrama Nyquist inconjoara punctul critic —1+ ;0 o
singurd datd, in sens orar, deci sistemul inchis este instabil, iar in cazul k>1 (fig.8.16, b),
diagrama inconjoard punctul critic o singurd data, in sens trigonometric, deci sistemul este
strict stabil. Pentru k=1, diagrama Nyquist trece prin punctul critic —1, deci sistemul
inchis este simplu stabil.

c¢) Ecuatia polilor 1+G,(s)=0 are forma s2+(k—1)s+k>0. In conformitate cu

criteriul Hurwitz (cazul n=2), sistemul de reglare este strict stabil dacd si numai daca

coeficientii ecuatiei polilor sunt pozitivi, adicd k>1. Pentru k=1, sistemul este stabil la
limita deoarece are polii s, =] situati pe axa imaginara.

¢ Aplicatia 8.19. Sa se studieze stabilitatea sistemului cu reactie negativa avand

-2
G (s)==
a®) s2+1

b
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a) cu primul criteriu Nyquist;
b) cu al doilea criteriu Nyquist;
¢) cu criteriul Hurwitz.
Solutie. a) Functia de transfer G,(s) are doi poli pe axa imaginara (s, =%]j) si niciun pol

in dreapta axei imaginare, deci
n0£+n1n:2£+0-n:n.
2 2

In conformitate cu primul criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul inchis este stabil atunci
cand variatia totald a argumentului vectorului V,, cu originea in punctul critic —1 si vérful

pe ramurile locului de transfer este

AargVgy=m.
Din
2
U (0)=—"—,
d( ) (()2 _1
Vo (0)=—2-,
d( ) a)z _1
realizam tabelul de variatie de mai jos
& 1] 1 o

Ugi@lz () e (¢ O
o ) w|-ee ) g

w+1’
devine U, +2V,=-1 pentru @—>1, rezultd ca locul de transfer este asimptotic la dreapta

U, +2V,=-1.

si trasam locul de transfer corespunzator (fig. 8.17). Din relatia U, +2V, = care

Fig. 8.17. Locul de transfer al functiei G ;(s)= s2— 21 .
ST+
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Pentru we[0,1), argumentul vectorului V, variaza in sens negativ (orar), de la 7 la
. . 1 .
n— arctg% , deci are variatia A4;=(n—arctg E) —m=—arctg 5> lar pentruwe(l,),

argumentul vectorului V, variaza in sens pozitiv (trigonometric) de la —arctg% la 0, deci

oy 1 1 oy < . .
are variatia 4, =0—(—arctg E) =arctg 5 Asadar, variatia totala a argumentului vectorului
V, este AargVy=A4,+4,=0=#m, iar din primul criteriu Nyquist rezultd cd sistemul inchis

este instabil.

b) Deoarece functia de transfer a sistemului deschis G,(s) nu are poli in dreapta axei

imaginare, sistemul inchis este stabil atunci cand diagrama Nyquist nu inconjoara punctul
—1+ /0. Pentru trasarea diagramei Nyquist (fig. 8.18), s-a tinut seama ca polii s;,=1%j ai

functiei G,(s) situati pe axa imaginard se transforma in “semicercuri” de razd infinita,

parcurse in sens orar, iar sensul de parcurgere a diagramei Nyquist este continuu. Se
observa ca diagrama Nyquist inconjoara punctul critic —1+j0 o singura data, in sens orar;

in consecintd, sistemul inchis este instabil.

Fig. 8.18. Diagrama Nyquist a
§—2
s?+1

Sfunctiei G 4(s)=

~1+/5

2
pozitiva, deci sistemul este instabil Acest rezultat reiese imediat si din criteriul Hurwitz
(cazul n=2), deoarece coeficientii ecuatiei polilor nu au toti acelasi semn.

2

¢) Ecuatia polilor 1+G,(s)=0, echivalentd cu s*+s—1=0, are rddacina s, =

¢ Aplicatia 8.20. Sa se studieze stabilitatea sistemului cu reactie negativa avand

e—TS
Gy(s)= T >0, 7.>0.

1

Solutie. Utilizam primul criteriu de stabilitate Nyquist. Avem n,=1, n,=0, deci
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n0£+nln:£
2

In conformitate cu primul criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul inchis este stabil daca
variatia argumentului vectorului V, cu originea in punctul critic —1 si varful pe ramurile

locului de transfer este

Aarg\?ozg

Locul de transfer este reprezentat in fig. 8.19 (dupa modelul din fig. 7.12) in variantele de

pozitionare a punctului critic —1 la stinga punctului U, =— 2 (%<%) si, respectiv, intre

a7 (7
punctele U, si U, =— 21 (£<£<5—n)
0 ' 5aT 22T " 27

-2z )

Aplicand primul criteriu Nyquist i tindnd seama ca U, = @+ )aT , avem:

- pentru O<%<§ (fig. 8.19, a), argumentul vectorului V, variaza in total, in sens
i

pozitiv, de la _TE la 0, deci dargV,=0—(— E) =% , iar sistemul inchis este strict stabil;

- pentru Tt <— (fig. 8.19, b), argumentul vectorului V, variaza in total, in sens

2T,
negativ, de la 7 la 0, deci dargV,= —37“— ;n ;tg , iar sistemul inchis este instabil;
- pentru (4k;1)n <%< (4k;5)n , k=1,2,--- , argumentul vectorului V, variaza de
1

la 3 > 2 1 2kn la 0, deci AargV,= % —2kn# 5 iar sistemul inchis este instabil.

In concluzie, sistemul cu reactie este strict stabil pentru 0< % g, stabil la limita
1
T_T o . T T
entru — == si instabil pentru —> .
p T 2 $ p 7”2
Vi Vin
» //; \ \
T ; T U1& w=co Um T w=ca Um

Fig. 8.19. Locul de transfer al functiei G ,(s)= ©
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Observatie. Functia stepl(tau,Ti,n,t) introdusd in mediul MATLAB sub forma
fisierului stepl.m realizeaza reprezentarea grafica a raspunsului indicial al sistemului de
reglare, in conditiile inlocuirii timpului mort 7 cu aproximatia Padé de ordinul #:

function step1(tau,Ti,n,t1)
s=tf('s");

sis=1/T1i/s;
sis.iodelay=tau;
sisl=pade(sis,n);
sra=sis1/(1+sisl);
t=0:0.1:t1;

step(sra,t);

grid on

Graficele din fig. 8.20 si fig. 8.21, obtinute respectiv cu comenzile stepl(pi/2,1,2,30) si
step1(pi/2,1,4,30), prezintd raspunsurile indiciale aproximative (datorita utilizarii aproxima-
tiei Padé ) ale sistemului de reglare aflat la limita de stabilitate. Se observa ca in cazul
aproximatiei Padé de ordinul 4, graficul redd cu suficientd precizie caracterul oscilant
intretinut al raspunsului indicial.

243

2

15

L

o ] 10 13 20 23 an

Fig. 8.20. Raspunsul indicial al sistemului de reglare la limita de stabilitate,
in cazul utilizarii aproximatiei Padé de ordinul 2 .

25 T T T T T
) ; ; R :
S L oo fe\d
T SO A Y W A e
05 fnqommd-honnfes RPN NS R N A A
N S P
05 | | | |
1] 3 110 13 20 23 30

Fig. 8.21. Raspunsul indicial al sistemului de reglare la limita de stabilitate,
in cazul utilizarii aproximatiei Padé de ordinul 4.
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¢ Aplicatia 4.21. Sa se studieze stabilitatea sistemului de reglare cu

—T8

e
Gy(s)= Tys+1 s

T>0’Ti>0'

Solutie. Utilizdm primul criteriu de stabilitate Nyquist. Locul de transfer al functiei G ,(s)

este reprezentat grafic in fig. 7.13. Avem n,=0 si n,=0, deci
T
~+nn=0.
oo tmm

Conform primului criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul inchis este stabil atunci cand
variatia argumentului vectorului V, cu originea in punctul critic —1 si varful pe ramurile

locului de transfer este AargV,=0, adica atunci cand punctul —1 se afla la stinga

punctului cu abcisa Uy =cos 7@, unde pulsatia @, este datd de ecuatia
T
Lo, +tgrw, =0, E<ra)0 <Tm.

Deoarece —1<cos rwy=U,), sistemul este stabil.

8.4. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C8.1. Sa se studieze stabilitatea interna si externa a sistemului cu ecuatia
V+y+y+hky=2u-u-u,

unde k este un parametru real.

¢ C8.2. Sa se studieze stabilitatea internd si externd a sistemului cu ecuatia
ky+(k+1)y+QGCk+D)y+3y=—u+u,

unde k este un parametru real.

¢ C8.3. Sa se studieze stabilitatea internd i externa a sistemului continuu
2(4,B,C,D) cu

00 I 0
A=1 0 -1|, B=|0],
56 -4 1
C=[k 10], D=0,

unde & este un parametru real.
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¢ C8.4. Sa se studieze stabilitatea interna a sistemului
561 =2x +l<:x3 —3u

Xy =X; =Xy —U , {

Xy = 2x1 - 2x2 - X

Y =2x—u

2
V=X X
unde k£ este un parametru real.

¢ C8.5. Sa se studieze stabilitatea interna si externa a sistemului

Xp =Xy —X3
xzzhz +u 5
x:), =X +2.X'2 —SX3 +u

y==2x| +Xxp +2x3,

unde & este un parametru real.

+ C8.6. Sa se studieze stabilitatea interna si externa a sistemului

X=X
Xy =Xy+u ,
Xy =—kx; —2x, —2x; —3u
Y=

unde & este un parametru real.

¢ C8.7. Sa se studieze stabilitatea externa a sistemului de reglare cu
B _ 2
Or=k. Gp=577
o s+2 .
P s 18517 T

unde & este un parametru real.

+ C8.8. Sa se studieze stabilitatea externa a sistemului de reglare cu
G, =k(14), G, =G =1
R 45’7 TE T 29417

_ 2
GP_4S+1’

pentru £>0.
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¢ C8.9. Sa se studieze stabilitatea externa a sistemului de reglare cu

1
Gp=lt7=. Gy=G,=1,

1

_ 1
Gp= 2s+1)(8s+1)”’

pentru 7;>0.

¢ C8.10. Fie sistemul de reglare automata caracterizat prin

1 1

Gu=K. K>0. Ge=gaory Gr am

GT :1 .
Sa se determine K astfel incat polii sistemului sa fie situati in stanga dreptei s =_?1 .

¢ C8.11. Pentru ce valori ale parametrului real &, sistemul discret cu ecuatia
10y(6)+17y(t=1)+8y(t=2)+ky(t=3)=u(t-1)+u(t-2)

este strict intern stabil?

¢ C8.12. Pentru ce valori ale parametrului real &, sistemul discret cu ecuatia

2x1(t+D)=—x,(t)+kx, (t)
{ s O)=x(0)—x,().
2x1(t+ D) =x(t)+x,(t) —u(?)

este strict intern stabil?

¢ C8.13. Sa se studieze stabilitatea sistemului de reglare automati avand

_ _ 1 _ 1 _ 1
Gp=k, k>0, E- 55417 7P 10s+17 T 25+1°

utilizand primul criteriu Nyquist.

¢ C8.14. Sa se studieze stabilitatea sistemului de reglare automata avand
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
Cp=ktgg). k>0, Gp=577 Or=1o5310 1™ %51

utilizand al doilea criteriu Nyquist.

¢ C8.15. Sa se studieze stabilitatea sistemului de reglare cu esantionare, in care

T=277, Guz)=k,

_1 _ 1 _
Gp$) =1 Gpo)=gos Gpl9)=1.



CALITATEA
REGLARII

In aplicatiile practice, sistemele de reglare automata trebuie sa fie
robuste, stabile si sa satisfaca unele performante de regim stationar si
dinamic, astfel incat abaterea marimii reglatd fatd de marimea de referinta,
produsd ca urmare a variatiei in timp a referintei, a unor perturbatii externe
sau a unor factori perturbatori interni, sa aiba o valoare cat mai redusa in
timpul regimului tranzitoriu s1, mai ales, la sfarsitul acestuia; in plus, actiunea
de reglare sa se realizeze cu consum mic de energie si grad redus de uzura, iar
forma si intensitatea semnalului de comandd sia nu afecteze securitatea
instalatiei reglate sau calitatea produsului finit. Deoarece procesele reale nu
sunt perfect liniare §i nici perfect invariante (cu caracteristici dinamice
constante in timp), robustetea algoritmului de reglare (care exprima gradul de
insensibilitate a performantelor de reglare la modificarea caracteristicilor
dinamice ale procesului si a parametrilor regulatorului) reprezintd un factor
major al calitatii reglarii.

Compararea directd a marimii fizice reglate (presiune, temperatura, debit,
nivel etc.) cu semnalul de referintd unificat 4...20 mA c.c. are sens in
conditiile exprimarii procentuale a ambelor marimi. Exprimarea in procente a
marimii reglate se face prin raportare la domeniul de masurare al
traductorului, care genereaza semnalul de masurare unificat 4...20 mA.

9.1. CALITATEA REGLARII IN REGIM STATIONAR

In regim stationar, calitatea reglarii unui sistem de reglare stabil este data
de valoarea erorii (abaterii) stationare la referintd sau perturbatie tip treapta
unitara sau rampa unitara:

g, =1lim &(¢) . (1)

t—0



366 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si aplicatii

Un sistem de reglare este cu atdt mai precis in regim stationar cu cat
eroarea stationara (numitd uneori offset) are valoarea mai apropiatd de zero. In
majoritatea aplicatiilor practice se impune conditia de a avea eroare stationara
nuld la referintd sau perturbatie treaptd. Interpretarea grafica a erorii stationare
la intrare treapta este ilustrata in fig. 9.1.

1 o | 20
£(t)
. N
0 T 0 Tt
a h.

Fig. 9.1. Interpretarea erorii stationare pentru referintd si perturbatie treaptd.

Lema care urmeazd pune in evidentd relatiile de calcul al erorii stationare
atunci cand se cunosc functiile de transfer ale elementelor sistemului automat
de reglare (fig. 9.2).

Lema erorii stationare. Consideram un sistem continuu de reglare
automata strict stabil, cu functia de transfer a sistemului deschis

a) &, —hmGER(s) hm , pentru r(t)=1(¢);

01+G,

b) &, —11mGEV(s) hna IGG , pentru V(t)=1(t);
_lim -G lim 1 —11(1);
c) &,= 1mS rr(8)= im S(1+Gy) pentru r(t)=t-1(t);

s—0

1
d) &, —hm GEV(S) hm vOr pentru V(t)=t-1(t).
s(1+Gy)’
lV
C vl LG v
Gri) Gigls) Gpis)
Gris)

Fig. 9.2. Sistem de reglare automata.
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Formulele de calcul al erorii stationare se obtin imediat pe baza proprietatii
valorii finale a transformarii Laplace:

£y =lime(1)=lim sE(s)
si a relatiilor

E(s)=Ggr (s)R(s), E(5)=Gpy(s)V(s),

L[l(t)]zé, L[t-l(z)]:siz.

Toate relatiile de calcul al erorii stationare sunt valabile numai daca

sistemul de reglare este strict stabil, relatia £, = lim sE(s) fiind valida numai
s—0

atunci cand produsul sE(s) are toti polii cu partea reald negativa. Prin urmare,
obtinerea cu formulele lemei a unei valori finite sau chiar nule a erorii
stationare nu implica stabilitatea sistemului de reglare.

Un sistem de reglare automatad se considera a fi precis in raport cu un
semnal treaptd sau rampa aplicat la intrare (referintd sau perturbatie) atunci
cand eroarea stationara este zero.

In conformitate cu relatiile de calcul al erorii stationare, eroarea
stationard a unui sistem liniar strict stabil la intrare rampa este de infinit ori
mai mare In modul decat eroarea stationard la intrare treaptd. Prin urmare,
daca eroarea stationara la intrare treapta este nenuld, atunci ea este infinita la
intrare rampa. In cazurile practice, acest rezultat trebuie adaptat convenabil,
tinand seama cd domeniul de liniaritate al unui sistem fizic este marginit.

Teorema preciziei reglarii — pentru procese de tip proportional.
Consideram un sistem de reglare automata liniar §i strict stabil, cu ambele
canale (de executie si de perturbatie) ale partii fixate de tip proportional (cu
factor static de proportionalitate finit si nenul).

a) Daca regulatorul este de tip proportional, atunci eroarea stationara
este nenula i finita la intrare treapta, cu atdt mai mica in modul cu cat
factorul de proportionalitate al regulatorului este mai mare.

b) Daca regulatorul contine o componenta integrala simpla, atunci
eroarea stationara este nula la intrare treaptd, respectiv finita si nenula la
intrare rampad.

¢) Daca regulatorul contine o componenta integrala dubla, atunci
eroarea stationara este nula la intrare rampa, deci §i la intrare treapta.
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Teorema preciziei reglarii, cunoscuta si sub numele feorema erorii
stationare, poate fi usor demonstratd pe baza relatiilor de calcul al erorii

stationare. In schema din fig. 9.3, functia de transfer a sistemului deschis
G, (s) este egald cu produsul dintre functia de transfer a regulatorului G (s)

si functia de transfer a partii fixate G (s):
Gy (5)=Gr ()G (5),  Gp(s) = Go()Gp(5)Gi(s).

lff
I

1715) v

Cri=)

Fig. 9.3. Sistem de reglare automata — schema simplificata.
In cazul a), pentru r=1(¢) , avem

| |
:1‘ =
ot O T+ Gr(9)Gr(s) 1+ KKy’

)

unde K, si K sunt factorii statici de proportionalitate ai regulatorului si

partii fixate. Prin urmare, eroarea stationarad este nenuld si cu atat mai mica cu
cat factorul de proportionalitate K, al regulatorului este mai mare.

In cazul b), considerand un regulator de tip PI cu functia de transfer

1
Gr(9)=Kp(1+ ),

1
pentru r=1(¢), avem

: 1 1
&g =lim = =0,
s 1 1+ K, (1 K
P K4 )Gy sy TRRUFRIKE
Is
iar pentru r(¢)=t¢-1(¢), avem
=lim : : =lim 1 __
gSt_S—)OS 1 _S—) KRKF'

0 1 B
1+KR(1+E)GF(S) S+KR(S+T)GF(S)

i
Prin urmare, eroarea stationard la referintd treaptd este nula, iar la referinta
rampa este finitd si nenuld, cu atdt mai micd cu cat factorul de
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proportionalitate K, al regulatorului este mai mare §i constanta de timp
integrald 7; mai mica.

In cazul c), in care

| - *
GR(S):S_ZGR(S), Gr(0)=0,
pentru r(¢)=¢-1(¢), avem

1
£y = lim +. —lim——— -V

Prin urmare, eroarea stationara este nuld la referintd rampa, deci si la referinta
treapta.

Observatii. 1°. Dintre cele trei cazuri ale teoremei preciziei reglarii,
cazul b) — cu regulator cu componenta integrala simpla, este cel mai intalnit in
aplicatiile practice industriale, deoarece este relativ simpla si anuleaza eroarea
stationara la referinta si perturbatie treapta.

2°, In cazul unui proces de tip proportional, elementul de executie este
ales dimensional astfel incét factorul de proportionalitate K al partii fixate
sa aiba o valoare usor supraunitard, pentru a permite modificarea marimii
reglate pe intregul domeniu de masurare (adica de la 0 la 100%). Prin urmare,
daca regulatorul este de tip proportional s1 K, ~1, atunci

! !
St “Th KKy ~TiKz )

La sistemele de reglare a proceselor de ordinul doi sau mai mare, la care
partea fixata este de ordinul trei sau mai mare (ca in cazul reglarii debitului,
presiunii, temperaturii etc.), factorul de proportionalitate al regulatorului (de
tip P, PI sau PID) nu poate fi marit prea mult, deoarece sistemul de reglare
devine oscilant sau chiar instabil. Totusi, iIn domeniul echipamentelor de
automatizare, existd dispozitive electronice cu reactie negativa, deci avand
structura unui sistem de reglare automata dupa abatere, in care “regulatorul”
este un amplificator de tensiune cu factorul de amplificare de ordinul sutelor
sau miilor. Aceste dispozitive electronice de automatizare sunt totusi stabile
deoarece “procesul” are un grad de inertie neglijabil si o dinamica rapida.
Datorita valorii ridicate a factorului de proportionalitate al regulatorului,
eroarea stationara este practic nuld pentru orice variatie treaptd a marimii de
intrare (cu rol de “referinta”) si a factorilor perturturbatori. De exemplu, orice
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aparat electronic generator de semnal unificat 4...20 mA c.c. (sursa, traductor,
adaptor etc.) este un sistem de reglare dupd abatere, deoarece numai o
structura Inchisd cu reactie negativad poate mentine semnalul de iesire la o
valoare independentd de rezistenta de sarcind - principala perturbatie a
sistemului. Adaptorul din componenta unui traductor de semnal unificat are ca
referintda semnalul primit de la senzor (detector, element sensibil), iar ca
marime reglatd — semnalul unificat de iesire. Deoarece amplificatorul de
tensiune de pe calea directd are factorul de amplificare de ordinul miilor,
semnalul de iesire urmareste rapid si fara abatere variatiile marimii de intrare,
nefiind afectat de valoarea rezistentei electrice a elementelor receptoare
inseriate (250 Q pentru un receptor, 500 Q pentru doud receptoare, 750 QQ,
pentru trei receptoare).

3°. Teorema preciziel reglarii aplicatd la procesele de tip integral are
urmatorul enunt:.

Teorema preciziei reglarii - pentru procese de tip integral. Consideram
un sistem de reglare automata liniar si strict stabil, cu ambele canale ale
partii fixate de tip simplu integral.

a) Daca functia de transfer a regulatorului este de tip proportional,
atunci eroarea Stationarda este nula la referinta treapta, respectiv finitd §i
nenula la perturbatie treapta.

b) Daca functia de transfer a regulatorului contine o componenta
integrala simpla, atunci eroarea stationara este nula la referinta rampa si la
perturbatie treapta.

Tindnd seama ca bucla deschisd a sistemului de reglare are caracter
simplu integral in cazul a) si dublu integral in cazul b), demonstratia teoremei
este similara demonstratiei punctelor b) si c) ale teoremei precedente.

Varianta b), cu regulator cu componenta integrala simpla, este frecvent
intalnita in aplicatiile industrale la care ambele canale ale procesului sunt de
tip integral, deoarece asigura eroare stationard nuld la perturbatie treapta, cu
efect rampd asupra iesirii procesului (cazul proceselor de acumulare, unde
nivelul de lichid din rezervor este marime de iesire, iar debitul admis si cel
evacuat sunt marimi de intrare). Regulatorul de tip PI trebuie sa aiba insa o
componentd integrald de intensitate redusa (cu constanta de timp integrala 7;

de circa 3...5 ori mai mare decat durata regimului tranzitoriu al sistemului de
reglare cu 7, = o) pentru evitarea regimului oscilant, favorizat de caracterul

dublu integral al elementelor de pe calea directa.
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4°, Teoremele preciziei reglarii pentru procesele de tip proportional si
integral sunt valabile si pentru sistemele de reglare discrete si cu esantionare.
In ultimul caz, eroarea stationara la intrare treapta unitard si rampa unitard se
calculeaza cu relatiile (74)-(76) de la cap. 6.

9.2. CALITATEA REGLARII IN REGIM DINAMIC

In regim dinamic, calitatea sistemelor de reglare este descrisd de regula
cu ajutorul unor indici de performantd asociati raspunsului sistemului la
referintd sau perturbatie tip treaptd. Unele aspecte ale calitatii regimului
dinamic pot fi evidentiate si cu ajutorul caracteristicilor de frecventa, care
permit aprecirea comportarii sistemului la semnale de intrare sinusoidale de
diferite frecvente.

9.2.1. Indici directi de calitate

Dintre indicii directi de calitate mai frecvent utilizati in analiza si sinteza
sistemelor de reglare automata mentionam: timpul de stabilizare, suprare-
glajul, gradul de amortizare a oscilatiilor (indicele de oscilatie) si indicii de tip
integral. Acesti indicatori de calitate sunt asociati raspunsurilor indiciale ale
sistemului de reglare la o variatie de tip treaptd a marimii de referintd sau a
marimii perturbatoare.

Timpul de stabilizare T, reprezintd intervalul de timp cuprins intre
momentul initial /=0 la care referinta s-a modificat sub forma de treapta si
momentul =7, la care marimea reglatd y atinge pentru ultima datd una
dintre limitele y , A fira a mai iesi din zona cuprinsd intre cele doua limite,
unde y,, este valoarea stationard a iesirii, iar A este 0,05y, sau 0,02y,

( fig. 9.4).

1
.,V( :I Crl /'—'?é‘(:rg y5f+ﬂ
Yt ™ N ———
-y.sf_"i"
ol T T, :

Fig. 9.4. Indicatori de calitate asociati raspunsului indicial.
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Matematic, timpul de stabilizare este egal cu cea mai mica valoare a
parametrului 7" astfel incat

y(@)-yy|<4 VixT. Q)]

Reamintim ca la sistemele de intarziere de ordinul unu fara timp mort si cu
constanta de timp de intarziere 7}, timpul de stabilizare este T,g5~31; pentru

A4=0,05y ,, respectiv T,43~3.917; pentru A4=0,02y.,. De asemenea, la
sistemele de intarziere de ordinul doi cu constantele de timp pozitive 7} s1 7,,

timpul de stabilizare este
Tos=3T+Ty),  Tog~3.91(T+Ty).

N

In proiectare, se impune limitarea timpului de stabilizare printr-o conditie de
forma
T, <(T))

impus *

Prin definitie, durata regimului tranzitoriu este diferenta dintre timpul de
stabilizare si timpul mort, adica

Tyo5s=Ts—7, T,o3=T93—T7.

La sistemele fara timp mort, durata regimului tranzitoriu este egala cu timpul
de stabilizare.

Suprareglajul relativ o se defineste ca fiind depasirea procentuala
maximd a valorii stationare a marimii reglate la modificarea treapta a
referintei ( fig. 9.4), adica

o="1100%. (5)

Vst

Sistemele cu raspuns crescator si marginit la referinta treaptd au suprareglajul
nul. In proiectarea sistemelor de reglare se impune limitarea superioard a
suprareglajului o la o valoare cuprinsa intre 0 s1 15%, in functie de specificul
procesului reglat. In majoritatea aplicatiilor, cele mai bune raspunsuri ale
sistemului de reglare in raport cu factorul de proportionalitate K, al
regulatorului PID corespund unui suprareglaj in gama 2 ... 10%.

De reguld, in proiectarea unui sistem de reglare automata, se impun
conditiile de calitate:

T:v < (T:v)irnpus , OS O-impus :
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Gradul de amortizare O este asociat sistemelor de reglare cu raspuns
indicial oscilant amortizat, fiind o masurd a raportului subunitar al primelor
doua depasiri pozitive ale valorii stationare ( fig. 9.4):

5:1—% . (6)

Gradul de amortizare al sistemelor cu raspuns oscilant amortizat ia valori
cuprinse intre 0 si 1. Pentru limitarea duratei regimului tranzitoriu, gradul de
amortizare trebuie sa aiba valoarea apropiata de 1.

Indici de calitate integrali. Atunci cand sunt alesi convenabil, indicii
integrali pot asigura o caracterizare mai completd a calitatii regimului dinamic
si o proiectare optimala a regulatorului, prin minimizarea valorii indicelui
integral ales in raport cu structura si parametrii regulatorului.

La sistemele de reglare cu eroare stationara nula la referinta si perturbatie
treaptd, printre cei mai utilizati indici de tip integral mentiondm urmatorii:

I =], |e(n)dt, (7)

I,=[ e*(t)dt, (8)
L=[[e*(1)* +72&% (1) ]dt, 9)
I,=[Te*(t)+k(c(t)—c,,)* 1dt, (10)

unde ¢ este eroarca (abaterea), c- marimea de comandd, c - valoarea

stationard a marimii de comanda, iar 7 §i k - constante pozitive de ponderare.
Indicele I, este rar utilizat in analiza §i sinteza analitica a sistemelor de

reglare din cauza operatorului de tip modul, care face imposibil calculul
analitic al integralei. Ceilalti indici integrali patratici pot fi calculati analitic.
Sinteza regulatorului prin minimizarea indicelui integral patratic I, asigurad
performante dinamice de bund calitate, fard a garanta insa obtinerea unui
suprareglaj suficient de mic §i un consum energetic redus. Minimizarea
indicelui 75 asigura, prin comparatie cu I,, o reducere a vitezei de variatie a

erorii & (cu atat mai mult cu cat constanta de ponderare 7 este mai mare) si,
prin aceasta, o reducere a suprareglajului, In timp ce minimizarea indicelui 1,

asigurd o reducere a consumului de energie in timpul operatiei de stabilizare a
marimii reglate.
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Se observa ca indicii 1,, I5 si I, pot fi scrisi sub forma unei sume de

integrale de forma
I=[z(t)*dt, (11)
in care lim z(¢)=0.
1—>0

In cazul modificdrii treapta unitara a referintei unui sistem de reglare
strict stabil cu structura din fig. 9.3, transformata Laplace a functiei

z(t)=¢(t)
este
1
2()=Ger(ORO= i 6 (56T (12)
iar transformata Laplace a functiei
z(t)=c(t)—cy,
este
Z(S):GCR(S);GCR(O)’ (13)
unde
_ Gg(s)
O TG ()G, ) (9

Intr-adevar, tinand seama de proprietatea valorii finale, avem
¢, =limsC(s)=1ims Gz (s)R(s)=Gx(0),
’ s—0 s—0
deci

s _Gcer (s) _Gcr(0) .

S S S

Z(s)=C(s)~

Teorema indicelui integral-patratic. Daca transformata Laplace

n

-1

b s

Zn(S)Z n—1
n

anS ++a1S+a0

are numitorul hurwitzian, atunci integrala 1 :_[go z(t)*dt, are valoarea
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A
n
= 15
in care
ay —a, ay 0
_ *
0 a -a
A: O —ao az * s
* *
0 an—l
) Bn—l]’

iar A, se obtine din A prin inlocuirea ultimei linii cu [B, B, B,
unde

By=b; .

B, =b{ —2byb, ,

B, =b3—2b,by+2byb, ,

Bn—Z 253—2 _2bn—3bn—l >
B, y=by, .

Principalele forme particulare ale formulei de calcul al indicelui integral

I sunt prezentate mai jos.

1. Pentru n=4, functiei
bys® +b,s” +bs +b,

Zys)=— 3 2
a,s" +ass” +ars” +aps + ag

. : A
ii corespunde integrala I= 2a: i unde

2 2
A= ag(aayay — ayay — agas)

sl
Ay=ay(ayas—aya,)bg +agasa, (bi —2byby)

+apaay (bz2 —2b\by)+ag(a,a, _0003)532 .

2. Pentru n=3, functiei
bys” +bys +b,

a3S + a2S + aIZ + aO

(16)

(17)

(18)

(19)
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ii corespunde integrala

_ a,azb¢ +aya; (bt —2byb, ) +aya,bs . (20)
2a0a3 (alaz _a0a3 )

Formula (20) a indicelui I pentru Z,(s) se obtine din formula pentru Z,(s)
efectudnd b, =0, simplificand apoi prin a, si efectudnd in final a, =0.

3. Pentru n=2, functiei

s+b,
Z(s) = bis + by (21)
a,s~ +a;z+ay
i1 corespunde integrala
2 2
= @b tadi (22)

2ayaa,

Formula (21) a indicelui I pentru Z,(s) se obtine din formula (20) pentru
Z5(s) efectuand b, =0, simplificand apoi prin a; si efectudnd in final a; =0.

Observatii. 1°. In cazul unui sistem de reglare cu regulator PID si functia
de transfer a partii fixate cunoscutd (fard timp mort), indicii integrali de
performanta I,, I; si I, pot fi calculati analitic in raport de parametrii de
acordare ai regulatorului (factorul de proportionalitate K, constanta de timp

integrala 7; si constanta de timp derivativd 7). De regula, in proiectarea

regulatorului PID pe baza indicilor de calitate nu se utilizeaza conditii de
forma I <1, ci se urmareste minimizarea indicelui de calitate ales I in

impus °
raport cu parametrii de acordare ai regulatorului. Astfel, dupa determinarea
expresiei analitice a indicelui de calitate

I=1(KyT,T,),

problema optimizarii sistemului de reglare se reduce la problema minimizarii
algebrice a functiei f 1n raport cu cei trei parametri. Metoda este Tnsad rar
utilizatd in aplicatii practice, deoarece necesitd cunoasterea foarte exacta a
functiei de transfer a partii fixate.

2°, Performantele dinamice ale unui sistem de reglare cu regulator PID
sunt determinate de valorile parametrilor de acordare ai regulatorului. In cazul
aplicatiilor practice de reglare a proceselor cu functia de transfer necunoscuta,
acordarea regulatorului PID se face experimental, pe baza raspunsului
procesului (aflat initial in regim stationar) la un semnal de intrare de tip treapta
(generat cu regulatorul in regim MANUAL). Astfel, la procesele cu raspuns
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indicial A(f) marginit si monoton (fard supradepasire), din graficul

raspunsului putem determina usor trei parametri: factorul de proportionalitate
K, , timpul de stabilizare Tyo5 (dat de momentul la care raspunsul atinge 95%

din valoarea finald) si timpul mort 7. In cazul acestui tip de proces, se
recomandd fixarea urmatoarelor valori ale parametrilor regulatorului (vezi
capitolul 11):
T

L -5 . (23)

5t 34
Kp(1+:5)

Tsos

KR:

Metoda poate fi aplicatd si la procesele cu supradepasire (la momentul ),
prin inlocuirea procesului P cu procesul P avand raspunsul indicial Z(t) astfel
incat z(t) =h(t) pentru ¢ <¢ si Z(t) = h(t)) pentru ¢ >t,. De asemenea, metoda

de acordare poate fi aplicata la procesele de faza neminima, avand raspunsul
indicial A(¢) pe intervalul [0,#,] de semn opus semnului valorii finale. In acest

scop, se inlocuieste procesul P cu procesul P avand raspunsul indicial Z(t)
astfel incat Z(t) =0 pentru 7<t, si Z(t) =h(t) pentru t=t,. In cazul
proceselor cu supradepasire si de fazd neminima, se aplica relatiile (23)
procesului P avand raspunsul indicial Z(z‘) astfel Incat Z(t) =0 pentru t<¢,,
h(t) = h(t) pentru ¢ €[ty,4,] si h(t)=h(t) pentru ¢>1,.

Parametrii regulatorului, inclusiv constanta de timp derivativa 7, pot fi
ulterior ajustati in timpul desfasurdrii operatiei de reglare automata, in scopul

imbunatatirii performantelor de reglare.

3°. Teorema indicelui integral-patratic permite reducerea formei si
ordinului unui sistem liniar prin minimizarea parametricd a indicelui integral-
patratic
o 2
I=[7Th©O~h,)Fdt, (24)

unde A(f) este functia indiciald a sistemului, iar 4,.(¢f) functia indiciald a
sistemului redus. Conditia A(c0)=h,(0), echivalentd cu G(0)=G,(0), este
necesara pentru ca integrala I sa fie convergenta.

Cu notatia z(t)=h(t)—h.(t), avem

Z(s)= H(9) - H,(5) =1 [G(5)- G, (s)], (25)
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iar calculul indicelui I se poate face cu ajutorul relatiei (15) a teoremei
indicelui integral-patratic.
Metoda este mai greoaie decdt metoda Padé, dar mai precisda §i mai

sigurd, deoarece conserva stabilitatea sistemului.

9.2.2. Indici indirecti de calitate

Indicii indirecti de calitate mai frecvent utilizati in analiza si sinteza
sistemelor de reglare automatd sunt: banda de trecere, banda de alocare a
polilor si alocarea explicita a fiecarui pol in planul complex.

Banda de frecventa (banda de trecere sau largimea de banda) este un

indicator ce caracterizeaza proprietatea de filtru trece-jos a sistemului de
reglare, reprezentand intervalul (0, ®,) in care factorul de amplificare in

regim sinusoidal permanent al canalului intrare-iesire analizat nu scade sub
1/~/2 din valoarea maxima, adici

M(a))z%M (26)

\/7 max ?

unde M (@) este modulul functiei de frecventa.

Pentru ca marimea reglatd y sa urmadreascad referinta » cu bune
performante dinamice, modulul functiei de frecventd Gy, (j®@) trebuie sa aiba
valoarea apropiatd de 1 pe un domeniu cat mai larg de frecvente. Asadar, in
proiectare se impune limitarea inferioara a pulsatiei de banda w, a canalului
marime reglata-referinta, adica

a)bza)impus . (27)

Pe de alta parte, pentru reducerea efectului perturbatieir v asupra marimii
reglate y, banda de frecventa asociata functiei de frecventd Gy, (j), trebuie

sa fie cat mai mica. In proiectare se impune limitarea superioara a pulsatiei de
banda ), a canalului marime reglata-perturbatie al sistemului de reglare,

adica

Wy Sa)impus . (28)

Alocarea polilor. Performantele dinamice ale unui sistem de reglare
liniar sunt determinate, Tn mod dominant, de pozitia in planul complex a
polilor functiei de transfer a sistemului. Astfel, in cazul unui sistem de reglare
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de ordinul »n care are numai poli simpli de forma s;=a,+jb, cu a,;<0,
i=1,2,---,n, variabila timp ¢ apare in componenta tranzitorie a raspunsului

indicial la referintd sau perturbatie treapta numai prin intermediul exponen-
tialelor

elil =e%’(cosbt+jsinbyt).

In mod evident, daca partile reale a; ale polilor au valori negative mai mici,

componenta tranzitorie este atenuatd si eliminatd mai rapid, iar durata
regimului tranzitoriu este mai mica.

Problema alocérii polilor in planul complex al variabilei s poate fi
abordata in doua moduri: prin alocarea polilor la stanga dreaptei s=«
(a <0) paraleld cu axa ordonatelor si prin alocarea explicita a fiecarui pol in
semiplanul stang al planului complex.

Prima varianta are la baza conceptul de bandd de alocare a polilor,
definita ca fiind cel mai mic interval negativ (—oo, ] care contine toate
partile reale ale polilor sistemului de reglare. Daca P(s) este polinomul

polilor sistemului de reglare, conditia ca toti polii sd aiba partea reald mai
mica sau egala cu « este echivalenta cu conditia ca ecuatia polinomiald

P(s+a)=0 (29)

sa aiba toate radacinile s; cu partea reald negativa, ceea ce poate fi analizat cu

criteriul de stabilitate Hurwitz. In proiectare se impune fie minimizarea
indicelui de calitate « 1n raport cu parametrii de acordare ai regulatorului, fie
restrictionarea acestui indice printr-o conditie de forma

ala (30)

impus °

unde «;,,,,,<0. Minimizarea indicelui de calitate o asigura, de reguld, un

raspuns indicial rapid de tip oscilant amortizat. Ambele metode de proiectare a
calitatii dinamice a unui sistem de reglare, ca si celelalte metode prezentate
anterior, sunt de tip parametric, in sensul cd permit determinarea parametrilor
unui regulator cu structura dinamica data (de exemplu, de tip PID) astfel incat
sa fie satifacute cerintele impuse prin proiectare.

A doua varianta, aceea a alocarii explicite a polilor sistemului de
reglare, permite sinteza structurii §i parametrilor regulatorului.
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Teorema alocarii polilor la sistemele fara timp mort. Consideram un
sistem de reglare cu functia de transfer a partii fixate Gp(s) sub forma unei

rationale ireductibile avand numitorul de gradul n si numaratorul hurwitzian
de gradul k. Daca

P_(s)=c,_s" e 5" s+ (31)

este un polinom hurwitzian arbitrar, atunci exista un regulator simplu
propriu, de ordinul n sau mai mic, astfel incdt sistemul de reglare sa aiba

functia de transfer
1

Gy(s)= m )

(32)

iar sistemul deschis sa fie simplu integral.

Demonstratie. Deoarece polinomul P,_,(s) este hurwitzian, toti coefici-
entil acestuia sunt pozitivi. Din formula functiei de transfer Gy(s) a sistemului

de reglare reprezentat in fig. 9.3,

Gr($)Gr(s)
1+ GR()Gp(s)”

Gy(s) =

obtinem functia de transfer simplu proprie a regulatorului
1 1

G = = 33
M GG 1] GrOIB (o)1 9
si functia de transfer a sistemului deschis
1
Gy(s) = Gr(s)Gp(s) = m ) (34)

care este de tip simplu integral, indiferent dacd partea fixatd este de tip
proportional sau integral. Regulatorul este simplu propriu deoarece

1
lim G(s) = lim

——#0.
§—0 s—w Gp($)B,_i(s)

Observatii. 1°. Functia de transfer (33) a regulatorului are numaratorul si
numitorul de acelasi grad (z» sau mai mic). Daca partea fixata este de tip
proportional, atunci regulatorul este de tip simplu integral. Daca partea fixata
este de tip simplu integral, atunci regulatorul este de tip proportional, avand
numaratorul si numitorul de gradul »—1 sau mai mic. In general, daca ecuatia
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P,_.(s)=1 are ca radacind un pol al fumctiei de transfer a partii fixate G(s),

atunci ordinul functia de transfer a regulatorului este mai mic decat 7.

2°, Prin alegerea convenabila a polinomului polilor sistemului de reglare
P _.(s), raspunsul sistemului de reglare la referinta sau perturbatie treapta
poate fi teoretic oricat de rapid. In cazul aplicatiilor practice, unde modelul
partii fixate este cunoscut cu un anumit grad de incertitudine, polinomul
polilor sistemului de reglare trebuie ales astfel incat constantele de timp ale
acestuia sa fie comparabile cu cele ale partii fixate. De exemplu, in cazul in
care partea fixata este de tip proportional, regulatorul trebuie proiectat astfel
incat durata raspunsului indicial al sistemului de reglare sa fie cel mult de
2 ... 5 ori mai micd decat durata raspunsului indicial al partii fixate. Un
asemenea mod practic de abordare a sintezei regulatorului asigurad o corelatie
mai bund intre rezultatele teoretice si cele practice, precum si o limitare a
magnitudinii semnalului de comanda generat de regulator la o variatie treapta
a referintei.

3°. Daca polinomul polilor sistemului de reglare are forma

B () =Ms + D(Ts + 1) (T4 s + 1), (35)

unde toate constantele de timp sunt reale si pozitive, atunci regulatorul este
stabil. In continuare, vom demonstra aceasta afirmatie. Din forma (33) a

functiei de transfer a regulatorului rezultd ca acesta este stabil atunci cand
toate radacinile nenule ale ecuatiei P, ,(s)=1 au partea reald negativa.

Presupundnd ca s=x+jy#0 este o rddacind nenula a ecuatiei P,_,(s)=1,
trebuie sa aratdim cd x<0. Din P,_,(x+ jy) =1 rezulta |Pn_k(x + jy)| =1, deci

n—k
[TITx+1)*+T7y*]=1.
i=1

Din aceasta relatie rezultd x<O0, deoarece x>0 ar implica
(Tx+1)° +Ty* > 1, deci

n—k
[TITx+1)* +T7y*] > 1.
i=1
In plus, utilizand criteriul de stabilitate Hurwitz, este relativ usor de aratat
ca daca ordinul relativ al partii fixate este mai mic sau egal cu patru, adica
n—k<4, atunci regulatorul este stabil pentru orice polinom hurwitzian
P,_.(s) ales. De exemplu, daca n—k =3, ecuatia P,_;(s)=1 are o radacina

nula si doua radacini (reale sau complex-conjugate) cu partea reald negativa
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(intruct sunt ridacinile trinomului de gradul doi ¢;s* +¢,s +¢; cu coeficienti
pozitivi).
4°. La reglarea proceselor de tip proportional, factorul de magnitudine al

semnalului de comanda la referinta treaptd, egal cu raportul dintre valoarea
initiald ¢(0,) s1 cea finald c(), este dat de relatia

_ Gr(0)
~lim Ge(s)B, 4(s)

§—> 0

(36)

Intr-adevar, avem
Go(s) _ 1
Gp(s)  Gp(s)P,_4(s)’
1
0,)=1 =
0= 0 O =i Gr9p )

§—>0

(37

Gep(s) =

1

() =Gg(0) = m )

deci

_d0)_ GpO)
e@)  1im Gp(s)B, ()’

§—> 0

Dacd polinomul P, ,(s) al polilor sistemului de reglare are toate

constantele de timp pozitive, din (36) rezulta

Ge(0) . s"F
M=—""__.1im , 38
Ty Ty 5o Ga) %)
deci
Ge0) .. s"*
T, ---T,_, =—2~. lim ,
142 n—k M o GF(S)
iar din inegalitatea mediilor, avem:
n—k n—k
T+T +-+T
1+ 2+ + n—k Z’Z—iTzT;?_k:GF(O)llm N ,
n —k M §—> 00 GF(S)

cu egalitate pentru
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Asadar, pentru M dat, suma
Iy=T1+1,+--+T1T,,

este minima atunci cand 7, =7,=---=T _, . Pe de alta parte, binomul 7s +1
este cea mai bund aproximatie Padé de ordinul unu a lui P,_,(s), adicd

P_(s)=Tss+1;
deci
1 1

G,(s)= ~ .
=P o) Tos el

Prin urmare, pentru M dat, timpul de raspuns al sistemului de reglare la
referintd treapta este (aproximativ) minim atunci cand constanta de timp 7y

este minima, deci atunci cand

In aplicatiile practice la care partea fixatd este de tip proportional si de
ordin superior (n >2), factorul de magnitudine M al semnalului de comanda
la referintd treapta trebuie limitat la o valoare mai mica decit 20 pentru
evitarea amplificarii excesive a zgomotului, a consumului energetic sporit, a
uzurii si a regimurilor de functionare periculoase.

Teorema alocadrii polilor la sistemele cu timp mort. Consideram un
sistem de reglare cu functia de transfer a partii fixate
Gr(s)=G(s)e™,
unde G(s) este o functie rationala ireductibila, cu numitorul de gradul n si

numaratorul hurwitzian de gradul k. Pentru
B ) =Ts +DTs + D) (T s+, T, T, T, 4 >0,

exista un regulator stabil si simplu propriu astfel incdt sistemul de reglare sa
aiba functia de transfer

e—TS
Pn_k(S) ’

iar sistemul deschis sa fie simplu integral.

G(s) = (40)

Demonstratie. Din (40) si relatia
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Gr($)Gr(s)
1+ GR(s)Gp(s)’

Gy(s) =

rezultd functia de transfer a regulatorului
1 B 1
GG (5)-1]  G($)[B, 4(s)—e ]

Regulatorul este simplu propriu deoarece

Ggr(s) =

1
lim Gy(s) = lim =lim———#
R B GO -0 SR R, )
Functia de transfer a sistemului deschis, cu expresia
)
Gy(s) = Gr(s)Gp(s) = ————>
’ e P i(s)-e ™
este de tip simplu integral, deoarece
P, (0)—e"'=1-1=0,
lim 5G,(s) = li S
imsGy(s)=lim ——
50 d s—>0 e”Pn_k(S)—l
. 1
= lim TS s p'
s2>07e "B, i (s)+e B (s)
1
#0,

T AT, 4+ T,

0.

(41)

(42)

indiferent daca partea fixata este de tip proportional sau integral. Daca partea
fixata este de tip proportional, atunci regulatorul este de tip simplu integral,
iar daca partea fixatd este de tip integral, atunci regulatorul este de tip

proportional.

Deoarece G(s) are numaratorul hurwitzian, regulatorul este stabil atunci

A . =75
cand eacuatia P, ,(s)—¢

=(0 are toate radacinile nenule situate

in

semiplanul stang. Dacd s=x+ jy # 0 este o radacind a acestei ecuatii, atunci

n—k .
[T @x+1+jTy)=e ",

i
i=1

iar prin egalarea modulelor, obtinem
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n—k
[T+ D"+ Ty =
i=1
Aceastd relatie nu este adevarata pentru x >0, deoarece
n—k
[TITx+1)*+T7y ] >12e >,
i=1
Prin urmare, avem x < 0, deci regulatorul este stabil.
Observatii. 5°. Deoarece functia de transfer
Gy(s) _ 1
Gr(s)  G()B,_4(s)

nu depinde de timpul mort 7 al partii fixate, rdspunsul c(¢) al sistemului de

Gep(s) =

reglare la referinta treaptd este identic cu cel din cazul in care partea fixata
este fara timp mort. Prin urmare, la reglarea proceselor de tip proportional,
factorul de magnitudine al semnalului de comanda la referintd treapta (egal cu

raportul dintre valoarea initiald si cea finald a semnalului de comanda), este
dat de relatiile (36) s1 (38), in care s-a inlocuit G(s) cu G(s):

~ G(0) __ GO . s"k
T Iim GOP, () T T,y 55w G(s)

§—> 0

(43)

Ca si1 in cazul reglarii proceselor proportionale fara timp mort, timpul de
raspuns al sistemului de reglare la referintd treaptd pentru M dat este
aproximativ minim atunci cand

6°. Functia de transfer a regulatorului (41) poate fi scrisd sub forma

1 ' 1 R
GCOP e T 1 . T RORE)
= Gep, ) e

Ggr(s) =

unde
1

G($)B,_i(s)

este functia de transfer simplu proprie a regulatorului intern, iar

Ry(s)= (44)

R (5)=G (s)=G(s)e ™S (45)
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este functia de transfer a modelului partii fixate. Prin urmare, regulatorul
poate fi reprezentat si implementat sub forma schemei bloc din fig. 9.5, care
contine modelul partii fixate.

E C
T £y(8)

-

.

R,()

Fig. 9.5. Schema bloc a regulatorului cu modelul partii fixate.

Scriind functia de transfer a regulatorului sub forma
1 1 _ R(s)
G()B,_4(5) 1-e /P, (s) 1-Ry(s)’

Ggr(s)=

unde
-7

B,_(s)

este functia de transfer a modelului sistemului de reglare, regulatorul poate fi
reprezentat sub forma schemei bloc din fig. 9.6, care contine modelul dorit al
sistemului de reglare.

(46)

Ry(s) = Gy(s) =

2, Ryi8) ¢

-

Y

R4 (8)

Fig. 9.6. Schema bloc a regulatorului cu modelul dorit al sistemului de reglare.

9.3. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 9.1. Elementele unui sistem de reglare automata (fig. 9.2) au urmétoarele
ecuatii:
c=ke, e¢=r-m, k>0,
Qu+u=2c;

S5y+y=u-0,25v;

sl S SS

m+m=y.
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Sa se calculeze eroarea stationara la referintd si perturbatie treapta unitara, respectiv rampa
unitara. Care este valoarea minimd a erorii stationare la referinta treaptd unitara?

Solutie. Avem

| -1
GR:k, GP: » GVz—a
5541 4(5s+1)
2 ]
G = . Gr=—,
E ™ osr1 T i1
2k

G, =GpGyGpGy = .
4 REET P T s+ 1)(Ss +1)(s +1)

Asadar,

. T 1 —1
pentru () =10): &, = lim Gy(s) =lim - =

_ . 1 1 _GVGT _ —1
pentru v(¢) =1@): &, —sh_r:?) GEV(S)—S!E)I(I) 1+G, ~a1+20 "

Eroarea stationara la intrare rampa este de infinit ori mai mare (in modul) decat la intrare
treaptd. Prin urmare, eroarea stationard la referintd rampa si perturbatie rampa este oo,
respectiv —oo.

Scriind ecuatia polilor 1+ G, =0 sub forma

10s3 +17s2 +8s+1+2k=0,
din criteriul de stabilitate Hurwitz rezultd ca sistemul de reglare este strict stabil atunci
cand 4, >0, unde
A, =aa, —aya; =8-17-10(1+2k) =2(63-10k) .
Asadar, valorile erorii stationare calculate sunt valabile numai atunci cand sistemul de
reglare este strict stabil, adicd pentru 0<k <6,3. Prin urmare, eroarea stationara la treapta

unitara satisface conditia
1

-  ~ = 0 .
>1+2-6,3 0,0735=7,35 %

Est

¢ Aplicatia 9.2. Fie sistemul de reglare automata caracterizat prin

1 4 1
GR:K(1+4—S),K>O, =

E= 51 9P a1 ©

-
T s+l”
Sa se determine K astfel incat

a) polii sistemului sa fie situati in stanga dreptei s =—0,2;

b) banda de alocare a polilor sistemului sa fie cat mai la stdnga posibil.

Solutie. Sistemul de reglare are
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K
Gj=———
s(2s+1)(s+1)
si polinomul polilor
P(s)=2s> +3s% +s+K .
Din criteriul Hurwitz rezulta cd sistemul este stabil pentru a,a, —aya; >0, adica

0<K<§.

2
a) Polii sistemului de reglare sunt situati in stanga dreptei s =—0,2 dacd polinomul

P(s—0,2)=2(s—0,2)° +3(s=0,2)* + (s —0,2) + K
=25 +1,852 +0,045 - 0,096+ K

are toate radacinile cu partea reald negativd. Conform criteriului Hurwitz, este necesar si
suficient ca toti coeficientii a; ai polinomului P(s) si minorul principal

A, =aa, —aya; =2(0,132-K)

sd fie pozitivi. In concluzie, sistemul de reglare are toti polii situati in stdnga dreptei
s=—0,2 pentru

0,096<K <0,132.

In fig. 9.7 sunt prezentate raspunsurile indiciale y(¢) ale sistemului de reglare la refe-
rintd treaptd unitara pentru cele doua valori extreme ale factorului de proportionalitate X .

1.2
L SR K eeeee- I
E=0,132 , , ,

06 f------ SR A N P R [ N
ke
R s
A S .
T S S
1] ] 10 15 20 25 30 34 40 &

Fig. 9.7. Raspunsuri ale sistemului de reglare la referintd treapta unitara.

b) Trebuie sa gasim cea mai mica valoare a lui « astfel incét polinomul
P(S+0()=2(s+a)3+3(s+0()2+(s+a)+K

=253 +(3+6a)sz +(6a2 +6a+1)s+2a3 +3a2+a+K

sa fie hurwitzian. Coeficientii
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a; =602 +60a+1, a,=3(1+2a), a3=2

sunt pozitivi pentru o >, unde

=_3zﬁz—o,2113.

%
In continuare, vom arita ca existd o singura valoare reald a lui K astfel incat toti polii
sistemului de reglare sa fie situati la stdnga sau pe dreapta s = ¢,. Acest lucru este posibil
dacd ag=2a° +3a’+a+K >0 si Ay =aa, —aya; >0 pentru a = . Intr-adevar, pentru

a =aq,avem A, =—ayga; =—2a,, iar din conditiile a, >0 si 4, >0, rezultd a, =0, deci

3
K =20} -3} - a, :%zo,()%z.

Valoare K =/3/18 nu asiguri totusi cel mai rapid rispuns indicial al sistemului de reglare
(fig. 9.7), raspunsul pentru K =0,132 fiind mai rapid, deci mai convenabil sub aspect

dinamic.

¢ Aplicatia 9.3. Pentru o, pozitiv dat, sa se afle valoarea factorului de amortizare

& >0 al sistemului de intarziere de ordinul doi, cu functia de transfer

2
n

52 +2Ew, 5+

(6]

G(s)=

2 b
n

o0
astfel incat indicele integral patratic 1, =J.O (¥(t)—y,,)?dt si aibi valoarea minima, unde

y(t) este raspunsul indicial al sistemului.

Solutie. Cu notatia
2(O)=y(O) =Yg
avem
G(s)-G(0)  (s+28w,)

Z(s)=

s _sz+2§a)ns+a)n ’
iar din (22) rezulta
1 1
I,=—2&+—).

2 0 (28 3 Ei)
Deoarece

1 (2&-1)2

28+ —=—77"""+4+222

cu egalitate pentru ¢& =% , rezultd cd indicele de calitate I, are valoarea minimd

1 1 < . < g
(15) in = pentru foptza. Pentru aceasta valoare a lui &, rdspunsul indicial are o

n

supradepasire de 16,3 % (fig. 9.8).
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2
n

Fig. 9.8. Raspunsuri indiciale ale sistemului cu G(s)=————"—— .
s°+28w,s + o)

¢ Aplicatia 9.4. Pentru sistemul de intarziere de ordinul doi din aplicatia precedenta,
sd se determine valoarea factorului de amortizare & astfel incat indicele de calitate

L= 00 -y, )+ 72570 dt
sa fie minim.

Solutie. Se observa ca

L=1,+71,
unde
1 1
I, =—Q2&H—
2= %0 (28 28
si
)
I=| , 2,
cu
2(N)=y().
Tinand seama ca
2
Z(5)=5Y(5)=5G(s)U(s) = G(s) = Dn ,
52 +28w, s+ w2
cu relatia (22) obtinem
[-On .
4¢”’
prin urmare,
1 2.2
1= 1 (2E+ +7 a)n).
2w, 2¢

Pentru @, datsi & variabil, I, are valoarea minima
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1
(13)min: 72+T >
w

obtinuta pentru
1
L Har22
&Opt —E I+71 W, .

1
Pentru 7=0, avem ¢&_ pt:0,5 (cazul problemei precedente); pentru 7=—, avem
)

V2

foptszO,ﬂ; pentru ng avem &, =1. In conformitate cu relatia (5.80) si fig.

n
511, lui £=0,5 1i corespunde suprareglajul o,=16,3 %, lui §=% ii corespunde

suprareglajul o,=4,3 %, iar lui £=1 1i corespunde suprareglajul c;=0.

¢ Aplicatia 9.5. Pentru sistemul de reglare automata caracterizat prin

1
5525 +1)(5s+1)

GR:K, GF

b

sa se calculeze si sa se minimizeze indicele de calitate
—[*,2
IL=| ) & (0 di
in raport cu factorul de proportionalitate K, unde &(#) este functia de variatie a erorii la
referinta treapta unitara.

Solutie. Avem:

1 Ss@s+D)(Ss+])
1+GrGp 5053 +3552 +55+K

Ger(s)=

Ggr(s)  SQ2s+D(5s+1)
C 505343552455+ K

Z(s)=E(s)=

1ar din (20) obtinem

39K +35

L= koK)

Indicele de calitate I, este minim atunci cand derivata sa in raport cu K este nula. Rezulta

78K 2% +140K —245=0,

de unde obtinem K, ~1,09. Din reprezentarea grafica a indicelui I, (fig. 9.9), se observa
ca indicele de calitate I, are o variatie foarte mica atunci cand factorul de proportionalitate

K 1ia valori Intre 0,7 si 1,6.
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I

28

0 05 1 15 2 24 3 35 £
Fig. 9.9. Caracteristica I1,(K).

¢ Aplicatia 9.6. Pentru sistemul de reglare automata cu

GRZE’ K>0, GF= 1 Py
s 4(8s+1)

sd se afle K astfel incat, la modificarea treapta unitard a referintei, consumul de energie
pentru comanda procesului sa fie minim.

Solutie. Vom calcula i minimiza indicele integral
—[*,2
1=| , Z0dt,
unde z(¢) =c(t)—c,,. Avem

Gr _ A4K(8s+1)
1+GrGp 3252 +4s+K’

Ger(s)=

Z(5)= Ger()—Gep(0) 16(—8s+2K —1)
s 3252 +4s+K

iar din (22) obtinem

[=32(4K +--2).
K

Indicele de calitate I este minim pentru K =0,5.

¢ Aplicatia 9.7. Utilizand metoda indicelui integral-pétratic, sa se reducd sistemul cu
functia de transfer

_ 1
G)= s DG +1) °
la sistemul cu functia de transfer

1

G’(S)szJrl ’
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Solutie. Vom minimiza indicele integral-patratic

1) = [ tho-h®OF dr,

unde A(t) este functia indiciald a sistemului cu functia de transfer G(s), iar 4.(¢f) functia

indiciala a sistemului redus. Pentru z(t) = h(f) - h,.(¢), avem

bls + bO

1
Z(5)==[G(5)-G,(s) | =—5— :
S azs” +as”+as+ag

unde
ag=1, a=T+6, a,=8T+12, a,=12T,

by=T~-8, b=-12.

Tinand seama de relatia (20) particularizata la cazul b, =0, rezulta

_abirahl QT +3)T-8)*+36 _ (T +3)(T-8)* +36
2ap(aja, —agay) (T +6)(2T +3)-3T 2T +3)? ’

Indicele integral-patratic I are valoarea minima pentru 7', ~ 8,17 (fig. 9.10).

Fig. 9.10. Dependenta I(7T)

Valoarea optima a constantei de timp T, este apropiata de valoarea 7'=8 care rezulta din

metoda de reducere Padé:

1 1 1
T @s+1)6s+1) 1262 +85+1 Ss+1

G(s)

¢ Aplicatia 9.8. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata
K
(Ois+D)(Txs+1)

Gp(s) =
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unde 7; este constanta de timp dominantd, iar 75 este suma constantelor de timp parazite

(I > Ty >0), sd se determine G, (s) de tip simplu integral astfel incat sistemul de reglare

sd aiba polinomul polilor
Py(s) = (xTys+1)%, x>0.

Particularizare pentru

2

YOO Ty T
2

b) Gp(s)=

S S
10s+D)2s+1)° "

Solutie. Partea fixata are numitorul de gradul »=2 si numdratorul de gradul £ =0.
Deoarece polinomul polilor impus sistemului de reglare are gradul doi, adica egal cu n—k,
putem utiliza teorema alocarii polilor la sistemele fara timp mort. Astfel, in conformitate cu
(33), (32) si (36), functia de transfer a regulatorului, functia de transfer a sistemului de
reglare si factorul de magnitudine al semnalului de comanda la referintd treaptd au

expresiile:
Gols) = 1 _ (Lis+D)(Txs+1) ’ 47)
Gr()[P(s)-1] xKpTs s(xTy s+2)
1 1
Gy(s) =——= - (48)
P(s) (Tys+)
M = C(O+) _ GF(O) _ Ti (49)

c(0)  lim Gp(s)Py(s) x2Ty
§—>0

1 T T
x=035 . .
08 F----4-- ol T -
x=21 '
v XN=3 .
DA p--ormghea e T L T e PP EE L PP e PR -
! . =l
04 p-H--f-mafm - R SRR EEEEEEE LR PEPEREEEE -
0.2 Hof el S SO 1
. a a
1] 5 10 15 &

Fig. 9.11. Raspunsuri Y(t) la referinta treaptd unitard ale sistemului de reglare cu functia de

transfer (48).

a) Pentru x =2, regulatorul este de tip PI, cu functia de transfer

Iis+1

Grls)=—L—
’O= 38 705
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adica

1
Gr(s) = Kpll+7-).

1
unde

h
Kg= T=T.
R™4Kpry i1

Sistemul de reglare are functia de transfer

Gy(s) = (2T2s—+l)2 >

iar comanda regulatorului la referinta treapta are factorul de magnitudine

__h
4T
Pentru 7, =10 si Ty =2, adica
2
Gr(§)=——————,
F) = {0511 @s +1)
avem
G()K(1+1) K > T7.=10
S)= e — = — .=
R R T;-S > R 8’ i ?
1 5
Gy(s)=——, M=—.
ols) (45 +1)2 4

Raspunsul indicial al partii fixate y.(f) si rdspunsurile la referinta treaptd c(¢) s1 y(¢) ale
sistemului de reglare sunt reprezentate in fig. 9.12.

2
7] USRS SRS SRR ot NS SO SO S
' :yFu ' ' ' '
T O RO SN PN H
Y :
oo !
0.5 p----- {- e
1] A 10 14 20 A 30 38 40 ¢

Fig. 9.12. Raspunsurile indiciale ale partii fixate (y ) si sistemului de reglare (y si c)

pentru G, = 2

Iy
F=aosanas<n * O30 109)

b) Pentru x =1, regulatorul este de tip PI, cu functia de transfer
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Ts+1D)(Txs+1
GR(s):(ls )Tss )’
KFTES(T2S+2)
adica
1 T;s
Gp(s) =K p(l+—+—2
#(5) r(+ Tis * rds+1) ’
unde
2T1 T
Kp= 4,(,Fa L=T+,

Iy, _LOG-Ty)
Td__, d_—.
2 2027, +Ty)

. . . T . .. .
Aceste relatii pot fi obtinute alegand 7, = 72 , scriind apoi identitatea

(s +D)(Tss+1)
1+—)T NDN+2T,s|=———~F—=~
Kel(+7 Xﬁ+ﬂ =
sub forma

T 2 1
K K o[(Ts +2T 2 D)) =Tis+ () ——
FKR[(Ts + d)s+(T+ )+T-s] 1S+( +)+T2s

i i
o a . . — . TP B :
determinand Kp si T, prin egalarea coeficientilor termenilor liberi si in —, iar apoi 7, -
s

prin egalarea coeficientilor termenilor in s .
Sistemul de reglare are functia de transfer

1
Gy(s) =——,
ols) (Tys+1)>2
iar comanda regulatorului are factorul de magnitudine
T
=7,
. o 2
Pentru 7, =10 si Ty =2, adica Gp(s) =m , avem
Go(5) = ——
S)=—"—""75> 5
O s +1)2
10s+D(2s + 1) 1 T;s
G _— 1+
K=y Rt )
unde
11 9
KRZ?, Tzll, szl, Td:ﬁ’

Raspunsul indicial al partii fixate y.(¢) si rdspunsurile la referintd treaptd c(¢) si y(¢)

ale sistemului de reglare sunt reprezentate in fig. 9.13.
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25 : :

2 """ B B 'i' """ 'E """" r=====" A=====""~ - """~ - =

151 -mmedeeens e T oo R oo
. | Ve 5 . . !

(SRS fomoo e 4 i

05 - (- : :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 ¢

Fig. 9.13. Raspunsurile indiciale ale partii fixate (Y ) si sistemului de reglare (y si c)

2 _(10s+1)(2s+1)

penirt G =osias 1) & OrT " gs(s+1)

¢ Aplicatia 9.9. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata

KFe_TS
(Lis+D)(Tss+1)

Gp(s) =

unde 7] este constanta de timp dominanta, iar 7y este suma constantelor de timp parazite

(T;>T5 >0), sa se determine G (s) de tip simplu integral astfel incat sistemul de reglare

sa aiba functia de transfer

e—TS
Gy(s) =——, x>0.
ols) (xTss +1)?
Ze—4s
Particularizare pentru Gp(s) = —(1 05+ (25 +1) si x=1.
s s

Solutie. Partea fixata are partea rationala a functiei de transfer

_ K
Gls) = (s +D)(Tys+1)’

cu numitorul de gradul » =2 si numaratorul de gradul £ =0. Deoarece polinomul polilor
impus sistemului de reglare,

Py(s)=(Tys+1)2,
are gradul doi, adica n—k , putem utiliza teorema alocarii polilor la sistemele cu timp mort.
In conformitate cu (44) si (45), regulatorul cu structura din fig. 9.5 are functiile de transfer

1 _ (Ts+D)(Tss+1)
G)B(s)  Kp(xTss+ 1)2 ’

Ry(s)= Ro(5)=Gix(s). (50)
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In conformitate cu (43), factorul de magnitudine al semnalului de comanda la referinta
treapta este
2

G0 T;
M= 2(2- im =l (51)
xTs s—o0 G(5) xTs
In cazul particular x =1, avem:
Tis+1
R(s)=——————, R,(s)=G 52
=gy RGO, (52)
Ti e—TS
M=—, 53
Ty ol8) (Tys+1)° (53)
26_4S
In plus, pentru Gr(s) = m , rezulta:
10s+1 e ’’
R(s)=———, R,(8)=Gr(s), Gy(s)=—, M =5.
1() 2(2s+1) 28)=Cr(s), Gols) (2s+1)2

Graficele raspunsurilor din fig. 9.14 au fost obtinute cu programul Matlab::

s=tf('s"); t=0:0.01:40;

F=2/(10*s+1)/(2*s+1); F.iodelay=4; F=pade(F,5);
R1=(10*s+1)/2/(2*s+1); R2=F; R=R1/(1-R1*R2);
C=R/(1+R*F); Y=R*F/(1+R*F);

step(F,C,Y,t); grid on

n ] 10 15 20 5 30 35 a0 ¢
Fig. 9.14. Raspunsurile indiciale ale partii fixate (y ) si sistemului de reglare (y si c)

2e ¥ 10s +1

U Gp=——— i Ry(s) ==
pentru Gr = s +n * 8= 2555

¢ Aplicatia 9.10. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata

KFe*TS
(Tis +)(Tos + 1) (Tys +1)

Gp(s) =
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unde 7; si 7, sunt constante de timp dominante, iar 75 este suma constantelor de timp
parazite (7} 27, > Ty >0), sd se determine G,(s) de tip simplu integral astfel incat
sistemul de reglare s aiba sa aiba functia de transfer

e*TS

- (rys + 1)2(723 +1)’

a) Gy(s) 71>0, 7,>0.

—TS
€
b) Gy(s)= , x>0.
QT2 s 42T s+ D)(x Ty s +1)

Solutie. Partea fixata are partea rationald a functiei de transfer

Gls) = Gis+D)(Tys +D)(Tgs+1)°

cu numitorul de gradul » =3 si numaratorul de gradul k& =0. Deoarece polinomul polilor
impus sistemului de reglare are gradul trei, adicd n—k, putem utiliza teorema alocarii

polilor la sistemele cu timp mort.

a) Pentru
Py(s) = (ris +DX(z,5+1),

in conformitate cu (44) si (45), regulatorul cu model intern cu structura din fig. 9.5 are
functiile de transfer

1 (s +D)(Gs+D(Tes +1)
G$P(s)  Kp(rs+1)2(rys +1)

Ri(s) = . Ry(s) =Gp(s) (54)

In conformitate cu (43), factorul de magnitudine al semnalului de comanda la referinta
treapta este

G(0 3 TLT
M:#. ' S_z% (55)
Tl Tz S§—> 0 G(S) Tl Z'z
Pentru 7, =T, rezulta:
(Lis+D)(Ths +1)
R(s)=——TF 2 Ry(s)=Gpl(s), 56
1(5) Koz +1) 2(8) = Gp(s) (56)
TT )
M= Gys)= - . (57)
7 (s +1D)(Txs +1)
e—4s
In pl tru G = :
n plus, pentru Gr(s) = e G T @s vy 2vem
(65 +1)(4s +1) e
R(s)=————, Ry(s)= M=6.
1) Qs+1)? 28) (6s+1)(@Es+D)(2s+1)’
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a 5 10 15 20 25 30 35 a0 ¢
Fig. 9.15. Raspunsurile indiciale ale partii fixate ( y ) si sistemului de reglare (y si c)
—4s

~ e , (65 +1)(4s+1)
pentru Gp(s) = G Nasan@s 1) R®= s i)’
Pentru 7; =T , rezulta:
(Lis+1D)(Ths +1)
R - R =
=% oD RO =Gr), (58)
T,T. e ’s
M =T1—2 ., Gyls) = . . (59)
PA%) Tys+D)“(ros+1)
In plus, pentru 7, — 0, avem:
(Tis + D(Tys +1)
R =——7F———"—, Ry(5)=GC 60
= Torany o R0 =Gr), (60)
e*TS
Mo, G(s)=—. 61
0( ) (TES N 1)2 ( )

b) Pentru
By(s)= QT2 s> +2T5 s+ 1)(xTx s +1),
raspunsul sistemului la referintd treaptd va fi de tip oscilant amortizat (fig. 9.16). In

conformitate cu (44) si (45), regulatorul cu model intern cu structura din fig. 9.5 are
functiile de transfer

1 B (Lis +D)(hs +D)(Txs +1)
G()P(s)  KpQT2s*+2Ty s+ )(xTss+1)’

R(s) = Ry(s) = Gp(s). (62)

In conformitate cu (43), factorul de magnitudine al semnalului de comanda la referinta
treapta este

_GO . s TT

M = -lim ——= .
2xT3 50 G(s)  2xT2

(63)
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12 T T

1

02

06

04

02

1] H H
1] 5 10 15 ¢

Fig. 9.16. Raspunsuri y(t) la referintd treaptd unitara ale sistemului de reglare cu functia de
)
e

QT2 s + 2Ty s+ D)(xTy s +1)

transfer Gy(s) = pentru Ty =1gi 7=2 .

Pentru x =1, rezulta:

(Tis+1)(Ths +1)
Ry(s)=— 12 . Ry($)=Gr(s), (64)
Kp(Q2Ts s™+2T5 s+1)
-Ts
T.T e
MZL ) GO(S): ) s (65)
2T T5 s™+2T5y s+ 1) (Tx s +1)
iar pentru x — 0, avem:
(Ts+D(Tos + D) (Tss +1)
Ri(s)=—1—5 2= Ry(s)=Gpls), (66)
Kp(QTs s™+2T5 s+1)
e—Ts
M —> o, Gys)= (67)

202 s? +2Tss+1
Am regasit varianta Kessler a criteriului modulului pentru acordarea optimala a

regulatorului. Daca partea fixata este fara timp mort, regulatorul este de tip PID impropriu:

Rs)  @s+D(Ths+1)
1-R(S)Ry(s)  2KpTss

Gg(s) =

¢ Aplicatia 9.11. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata

2(2s +1)e~10s
Bs+1)2(6s+1)Bs+1)

Gp(s)=

sa se determine G,(s) de tip simplu integral astfel incat sistemul de reglare sd aiba functia

de transfer
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e~ 10s
Go(s) = —(Tls N 1)3
si factorul de magnitudine
a) M =1;
b) M =8.

Solutie. Partea rationala a functiei de transfer G(s) are expresia

~ 2(2s+1)
T GBs+1)2(6s+1)@8s+1)’

G(s)

cu numitorul de gradul n =4 si numaratorul de gradul £ =1. Deoarece polinomul polilor
(T;s+1)° impus sistemului de reglare are gradul n—k, putem utiliza teorema alocirii
polilor la sistemele cu timp mort. In conformitate cu relatia (43), avem

0 n=k 5 216
=99 5 2 os-=

LTy 55w G) TP i

ey
M
216
T=3%0 _¢
1 M 5

iar cu relatiile (40), (44) si (45), obtinem functiile de transfer ale regulatorului

1
G)[B 4 (s)—e™]

deci

a) Pentru M =1, rezulta

Gg(s) =

_ Bs+DH6s+D(Bs+1)
225 +D)[(6s+1)7 —e 105

respectiv
1 Bs+1)28s +1)
RI(S) = = 2
G(s)B,_(s)  2(2s+1)(6s+1)
-10s

Ra(s)=Gos) = -

Raspunsul indicial al partii fixate y,(f) sirdspunsurile c(¢) si y(¢) ale sistemului de reglare

la referinta treapta sunt reprezentate in fig. 9.17.
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1]

n

Fig. 9.17. Raspunsurile indiciale ale partii fixate ( y ) si ale sistemului de reglare (y si c).

lezl%zg),

iar cu relatiile (40), (44) si (45), obtinem functiile de transfer ale regulatorului

1 _ Bs+DX(6s+D)Bs +1)

b) Pentru M =8, rezulta

Crls)= G)[P,_4(s)-e ] 2Q2s+D[@Bs+1)>—e %]’
respectiv
R(s) = 1 _ (6s+1)Bs+1)
)= GOP ()~ 225+ ) G5+ 1)°
e—lOs
Ry(s)=Gy(s) = GsiD)

Raspunsul indicial al partii fixate yp(f) si raspunsurile la referinta treaptd c(¢) si »(¢) ale

sistemului de reglare sunt reprezentate in fig. 9.18

0 :
0 10 20 30 40 0 60 iU

Fig. 9.18. Raspunsurile indiciale ale partii fixate ( y ) si ale sistemului de reglare (y si c).
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9.4. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ (C9.1. Sa se calculeze eroarea stationard la perturbatie treapta unitard a sistemului de
reglare automata caracterizat prin:

Gp=K>0, Gp=2l-, G=1,

2 o
P 0052 495+17 7 2052 +125+1

Care este valoarea minima posibil a erorii stationare ?

¢ (C9.2. Sa se calculeze eroarea stationara la referintd rampa unitara a sistemului de reglare
automata caracterizat prin:

. L __1
Gp=2(1+ Tl.s)’ O =75+17

__1 _
“r=gs41 =l

¢ C9.3. Pentru sistemul de reglare automata caracterizat prin

_K(+L 1
Cr=Kl+39) Or=35i1
=1 1
P 8s+1’ T 4s+1°

< . A . . e n .o =1
sd se determine K astfel incat polii sistemului sa fie situati in stdnga dreptei s =2— .

¢ C9.4. Se considera sistemul cu functia de transfer

G(s)

B ts+1
(Tys +1)(Tos+1)

avand constantele de timp 7} si 7, pozitive si fixate. Pentru intrare treaptd unitard, sd se

arate cd indicele integral patratic
o0
L=[ (0= dt

este minim atunci cand
T= ]'1 + T2 .

¢ C9.5. Elementele unui sistem de reglare automata au functiile de transfer

2
3s+1°

GR=§,k>o, Gy=1, Gp
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1
Gy=———, Gr= ! .
2(4s+1) 2s+1

a) Sa se afle eroarea stationara la referintd treaptd unitara si la perturbatie rampa
unitara.

b) Pentru referinta treapta unitara, sa se afle valoarea optima a parametrului £ in

raport cu indicele integral patratic I, = j(:o X(t)dt .

¢ C9.6. Elementele unui sistem de reglare automata au functiile de transfer

1 1
GR =1+—+3S, GF: N
T;s 52 +1
Pentru referinta treapta unitara, sa se afle valoarea optima a constantei de timp integrale 7;

1

o0
in raport cu indicele integral patratic 1, = j 0 gX(t)dt .

¢ C9.7. Fie sistemul cu functia de transfer

G(s)=

s+1
4s+1°

Utilizand metoda minimizarii indicelui integral patratic, sa se reduca sistemul la forma

1
Iis+1'

G,(s)=

¢ C9.8. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata

2

Cr )= s 1)

sa se determine functia de transfer G, (s) a regulatorului de tip simplu integral, astfel incét

semnalul de comanda generat de regulator la referintd treapta unitara sa fie de tip treapta.

¢ C9.9. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata

3
Gp) = G ) (@s+3) 10511

sa se determine Gp(s) de tip simplu integral astfel incét sistemul de reglare sd aiba

polinomul polilor
a) Py(s) = (4s+1)*(s+1);
b) Py(s)=2s+1)*(s+1).

In ambele cazuri, sa se determine factorul de magnitudine al comenzii regulatorului.
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¢ C9.10. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata

S5s+1
Op) = GaD@s+ 110511’

sa se determine Gj(s) de tip simplu integral astfel incat sistemul de reglare sa aiba

polinomul polilor
a) P(s)=(3s+ 1)(% s+1);
b) Py(s)=(2s+1)7;
c) P(s)=2s+D(s+1).

In toate cazurile, sd se determine factorul de magnitudine al comenzii regulatorului.

¢ C9.11. Pentru sistemul de reglare cu partea fixatd
3s+1
Gp) =352 D10s71)°
sa se determine G (s) de tip proportional astfel incat sistemul de reglare sé aiba polinomul
polilor
a) Py(s)=(2s+1)*;
b) P(s)=2s+D(s+1).

¢ (C9.12. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata

(2s+1)e_5s
(s+D)(@Es+D@8s+1)°

sa se determine G, (s) de tip simplu integral astfel incét sistemul de reglare sa aiba functia

Gp(s) =

de transfer

e—Ss
Gy(s) =
0( ) (TiS ¥ 1)2
si factorul de magnitudine
a) M=1;
b) M =16.

¢ (C9.13. Pentru sistemul de reglare cu partea fixata de tip integral

—6s5
e
G = 5
) = 105 + D@ 1)
sa se determine G,(s) de tip proportional astfel incat sistemul de reglare sa aiba functia de
transfer
e—6s

Gy(s) = m
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SISTEME DE REGLARE
MULTIVARIABILE

Sistemele de reglare automata multivariabile (multi input-multi output)
sunt acelea la care partea fixatd, formata din elementul de executie, procesul
propriu-zis s1 elementul traductor, reprezintd un sistem continuu
multivariabil (fig. 10.1). In continuare, pentru simplitate, partea fixata va fi
denumita proces.

In cazul in care procesul P este liniar si are doua marimi de intrare
(U;si U,) si doud marimi de iesire (1] si Y,), dependenta in complex

intrare-iesire se exprima astfel:

{ Yi(s)=Gy ()U;(s)+ Gy (U (s)
Y5 (8) =G (U1(5)+ Gpp()U(s)

sau, sub forma matriceal-vectoriala,

{}E(S)}:{Gn(s) Glz(S)HUl(S)}
%) | | Gails) Gon(s) || U(s) |

Y(s)=G(s)U(s).

UI(S:': Gll(s} lFI(S:I
GOSN EACH | +*
'i\ GIZ /; 612(5:'

A
N ks
-~
<
Y
11
S
b
&

Uhis)] 7 T ™~ | Bls)
N 1) - AT
Py [
? Gpgle) [— :
F F I
e |

Fig. 10.1. Reprezentarea procesului multivariabil.
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In cazul proceselor fizice de tip proportional, marimile de intrare U, si
U, sunt alese astfel incét transferul pe canalele directe intrare-iesire sa fie

mai puternic decat pe canalele indirecte. Astfel, presupunind cd marimile de
comanda si de iesire ale procesului P sunt exprimate in procente, intre
factorii statici de proportionalitate ai canalelor directe si indirecte exista
inegalitatile

[Kii[>[Kia| 5 Koo >[Ksyl- (1)
Daca aceste conditii nu sunt indeplinite, proiectarea unui sistem performant

de reglare a marimilor de iesire Y} s1 ¥, este o operatie relativ dificila.

In fig. 10.2 este reprezentatd schema unui SRA multivariabil cu
regulatoare monovariabile (R1 si R2), iar in fig. 10.3 - schema unui SRA

multivariabil cu regulator multivariabil (RM).

B owsn B Gy(s) Yy Gyjs) i

R E oy |7 G| F
LN 3y(6) 2 21 2

Pt Y A it I R BT
1 =

Fig. 10.3. Sistem de reglare multivariabil cu regulator multivariabil.

Regulatorul multivariabil cu patru canale (doud directe si doua
indirecte) are matricea de transfer
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2

R(S)=|:R11(S) RIZ(S):|.

Ry (s) Ryy(s)

In lipsa canalelor indirecte (cazul schemei din fig. 10.2, cu regulatoare
monovariabile), matricea de transfer R(s) a regulatorului este de tip

diagonal

3)

R(s):[Gl(S) 0 } .

0 Gy

10.1. STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE
MULTIVARIABILE

Se cunoaste faptul cd un sistem multivariabil este extern strict stabil
atunci cand polinomul polilor matricei de transfer a sistemului este
hurwitzian, adica are toate raddcinile cu partea reala negativd. In cazul
sistemelor de reglare multivariabile din fig. 10.2 si fig. 10.3, din

Y(5)=G U(s),
U(s)=RE(s),
E(s)=R(s)=Y(s),
rezulta
Y(5)=Gyp(s)R(s),
E($)=Grp(s)R(s),
unde
Gyp (5)=[1+G(s)R(s)]"'G(s)R(s) , 4)

Gpr(s)=[I+G(S)R($)] ™" )

Pe baza acestor relatii se poate formula

Teorema de stabilitate externd a SRA multivariabile. In cazul practic
in care toate elementele componente ale unui sistem de reglare
multivariabil sunt extern stabile, sistemul de reglare este extern strict stabil
daca §i numai daca toate raddcinile ecuatiei polilor

det[I+G(s)R(s) ] =0 (6)

au partea reald negativa.
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10.2. SISTEME DE REGLARE MULTIVARIABILE
CU REGULATOARE MONOVARIABILE

Un sistem de reglare multivariabil cu p marimi de referintd, p marimi
reglate si p regulatoare monovariabile, cate unul pentru fiecare marime
reglatd, nu echivaleaza cu p sisteme de reglare monovariabile autonome,
deoarece intre cele p bucle de reglare existd interatiune reciproca, care nu
poate fi echivalata cu actiunea unor perturbatii independente (de exemplu,
interactiunea poate genera instabilitate, dar perturbatiile sistemelor liniare
nu). Astfel, in cazul sistemului de reglare multivariabil din fig. 10.2,
modificarea referintei R, implicd variatia marimii de comandd U,, care
modificd marimea reglatd ¥, (prin canalul G,,), deci eroarea E,, apoi
marimea de comandd U, , marimea reglata Y} (prin canalul G;,) s.a.m.d. De

aceea, reglarea proceselor multivariabile cu regulatoare monovariabile este
eficientd numai la procesele cu interactiuni incrucisate relativ slabe. Daca
aceste interactiuni sunt puternice, sistemul de reglare devine oscilant (cu
oscilatii greu amortizabile) sau chiar instabil.

Pentru sistemul de reglare din fig. 10.2, din relatiile (3), (4) st (5),
rezulta

1 G (G +G,4) G,Gy; 7
A GGy, GGy +G14)
si
1 1+G)Gyy -GGy,
ER= ) (8)
A -GGy, 1+GGy
unde

Din (7) si (8) se observa ca oricum am alege functiile de transfer nenule
Gi(s) s1 G,(s) ale celor doua regulatoare monovariabile, matricele de

transfer Gyg(s) si Gpr(s) nu pot fi aduse la forma diagonald. Prin urmare,

sistemul de reglare nu permite decuplarea dinamica a marimilor reglate sau

a marimilor de eroare in raport cu marimile de referintd (astfel incat
marimea reglatd Y| si eroarea E; s nu depinda de referinta R,, iar marimea
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reglatd ¥, si eroarea E, sd nu depindd de referinta R;). In schimb, prin

alegerea convenabild a functiilor de transfer Gy(s) st G,(s), este posibil (s1
de dorit) ca matricele Gyz(0) si Ggp(0) sd aibd forma diagonald, adica

sistemul de reglare sa fie decuplat stationar. De exemplu, daca procesul este
strict stabil g1 are toate cele patru canale intrare-iesire de tip proportional,
adica
Gl-j(O) :Kl.j #0,
si, in plus,
KKy =K pK5,#0,
alegand cele douad regulatoare de tip simplu integral, cu functiile de transfer

1 . . 1 . * .
GI(S)ZE G, (s) s1 Gz(s):EGz(s) ,unde G;(0)#0 sit G,(0)#0, rezulta

10

GYR«)){O J, (11)
00

GER(O){O O] (12)

Deoarece matricea Gyy(0) este de tip diagonal, sistemul de reglare

(presupus strict stabil) este decuplat stationar. In plus, la modificarea treapta
a marimilor de referinta si a perturbatiilor (Insumate la iesirea procesului),
sistemul aduce marimile reglate y, si y, respectiv la valorile referintelor
s17y.

In cazul in care regulatorul R, este de tip integral, iar regulatorul R,
este de tip static, adicd G,(0)=K, #0, rezulta

1 0
GO Ky | Ky | (13)
4y 4y
cu
Ay=K; 1+ K5(K 1Ky —K,K5)) . (14)

Daca procesul are K,;#0, atunci mdrimea reglatd Y, nu este decuplata
stationar in raport cu marimea de referintd R, .
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In fig. 10.4 sunt prezentate, calitativ, raspunsurile la referinta treapta

unitara ale unui sistem de reglare multivariabil stabil, echipat cu regulatoare
monovariabile, decuplat stationar pe canalul R,—Y, si decuplat dinamic pe

canalul R,-Y,.

r=10) I =10
»y(£)
Yo (t)
(¢
5 () | 56 |
0 ' 0 ¢

Fig. 10.4. Exemplu de decuplare stationara pe canalul R;—Y,

si decuplare dinamica pe canalul R,-Y .

10.3. SISTEME DE REGLARE MULTIVARIABILE
CU REGULATOR MULTIVARIABIL

Prin utilizarea unui regulator multivariabil (fig. 10.3), interactiunile
procesului pot fi compensate, astfel incat fiecare marime reglata sa fie
influentata numai de marimea de referinta asociata. In acest caz, sistemul de
reglare multivariabil se numeste decuplat sau autonom.

Prin decuplare, un sistem de reglare multivariabil cu p marimi de
referintd si p marimi reglate se descompune in p sisteme de reglare
monovariabile independente (autonome), ale caror regulatoare monovari-
abile pot fi proiectate prin metode si proceduri specifice sistemelor de
reglare monovariabile. In fig. 10.5 este prezentata schema unui sistem de
reglare multivariabil cu p=2, la care regulatorul multivariabil R este
compus din blocul regulatoarelor monovariabile Rm si blocul decuplor DC.
Sistemul de reglare este decuplat dinamic dacd subsistemul serie DC-P

format din decuplorul DC si procesul P este decuplat, adicd nu contine
canale incrucisate (iesrea Y, nu depinde de intrarea C,, 1ar iesirea Y, nu

depinde de intrarea C,).
Relatiile aferente canalelor incrucisate C,-Y, si C,—Y, ale subsiste-

mului DC-P au forma

Yi()=(Gy, Dy, + G, Dy,)Co(5),
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Yy(5)=(Gy Dy, + Gy, D, )G (5)

din care rezulta relatiile de decuplare

Gy,Dy,+Gy,D,, =0, (15)

G Dy + G0y, =0. (16)
Aceste relatii pot fi obtinute si din conditia ca matricea de transfer M(s) a
procesului decuplat (a conexiunii serie DC-P), anume
G Dy +G,Dy GDy,+Gy,Do, }
G\ Dy +Go, D, Gy Dy +Go, D, ’

M(s)=G(s)D(s)= (17)

sa fie de tip diagonal (cu M,,=M,,=0). Elementele diagonale au expresiile

M, =G,\Dy,+G,D,,, (18)
My, =Gy Dy, +Gy,Dy, . (19)
R{ Rm DC | P
Ry g2 BT ol oy |l [ &@ Y
E |! G I ____ll____ | ____1_1____ 1
|21/ ii 1(5) i . Dig.s i ~._ G-
| I ™ | W
B | . ! RN
By snBa | Co L Do 1y |7 Gy B
=
|

Fig. 10.5. SRA multivariabil cu regulator multivariabil cu decuplor.

In cele ce urmeaza, sunt prezentate doud variante de proiectare a
decuplorului dinamic DC, caracterizat prin matricea de transfer D(s), in
ipoteza ca procesul si decuplorul au fiecare cate doud marimi de intrare si
doua marimi de iesire.

O prima varianta de decuplare este aceea 1n care elementele diagonale
D, (s) si D,,(s) ale matricei de transfer D(s) a decuplorului sunt apriori

fixate. Din relatiile de decuplare (15) si (16) rezultd celelalte functii de
transfer ale decuplorului, sub forma
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—Gy,(s)
Gyy(9)

—Gy(s)
Gyy(9)

iar din relatiile (18), (19) si (20), obtinem functiile de transfer diagonale ale
procesului decuplat:

D,y(s)=

‘Dy,(s), D,(s)= -Dyy(s), (20)

M, (s)=(G,,— ngzl)Dl (), My(5)=(Gyr— Glcz;le D), (5) . (2D
Alegand decuplorul cu functiile de transfer
Dy 1(5)=Gpy(5), Dyy(s)=Gi(s), (22)
rezulta
Dy (5)==G\5(5), Dy (s)==G,(s), (23)

si functiile de transfer diagonale ale procesului decuplat
M, =M,=G,G,, -G, G, (24)

Asadar, matricele de transfer ale decuplorului si procesului decuplat au
formele fizic realizabile:

G,, -G
D:{ 22 12}’ (25)
-Gy Gy
1 0
M =(G,G,,—-G,G;)) 0o 1! (26)

Tinand seama de relatia M(s)=G(s)D(s), daca decuplorul (25) si procesul
decuplat (26) sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul

D(s)=(Ts+1)D(s), 27)
pentru a obtine procesul decuplat mai rapid (propriu sau simplu propriu), cu
matricea de transfer

M(s)=(Ts+)M(s), (28)
unde 7, este o constantd de timp pozitiva convenabil aleasa.

Un neajuns al metodei 1l constituie forma relativ greoaie a functiilor de
transfer (26) si (28) ale procesului decuplat, mai ales in cazul proceselor cu
timp mort.
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A doua varianta de decuplare este aceea 1n care functiile de transfer
nenule M, si M,, ale matricei diagonale M(s) sunt apriori fixate, astfel

incat procesul decuplat sa aiba caracteristici dinamice dorite. Din relatiile
(15), (16), (18) si (19) rezultd matricea de transfer a decuplorului

D11 D12 1 G22M11 _Glezz
D(s)= =— : (29)
D21 Dzz ! _G21M11 G11M22
unde
A=detG=G,,G,,~G,,G,,. (30)

In majoritatea aplicatiilor practice, zerourile functiei A,(s) au partea reala

negativa, deci decuplorul este stabil. Prin alegerea adecvatd a functiilor de
transfer M,,(s) st M,,(s), decuplorul cu matricea de transfer (29) este

propriu, decti fizic realizabil.
Alegand
M,,=M,,=G,,G,5,—G),6,,

obtinem decuplorul cu matricea de transfer (25).

Alegand
M= , (31
0 G,
obtinem decuplorul cu matricea de transfer
e
j i (32)
1— GG, Gy 1 .

GGy, G,,

Tinand seama de relatia M(s)=G(s)D(s), daca decuplorul (32) este simplu
impropriu, putem utiliza decuplorul simplu propriu

1
Iis+1

D(s)=———D(s), (33)
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pentru a obtine procesul decuplat

M(s)=

Ts+l M(s), (34)

unde 7, este o constantd de timp pozitiva convenabil aleasa.

Un neajuns al metodei il constituie forma relativ greoaie a functiilor de
transfer (32) si (33) ale decuplorului, mai ales in cazul proceselor cu timp
mort.

Observatii. 1°. Decuplorul static asociat unui proces de tip proportional
cu doud marimi de intrare si doud marimi de iesire se proiecteaza pe baza
relatiel

G(0)D(0)=M(0), (35)

K, K d, d m 0
{ 11 12}{ 1 12}:{ 1 } (36)
Ky Ky |ldy dy 0 my,

unde d;; sunt factorii de proportionalitate ai decuplorului, iar m,; si my,

echivalenta cu

sunt factorii statici de proportionalitate ai procesului decuplat. Din (36),
rezultd relatiile de decuplare

K, d,+K,d)»=0, K,d,+K,d, =0 (37)
st expresiile factorilor statici de proportionalitate ai procesului decuplat
my =K, d\ | +K,dy, my=K,d,+Kyd,,. (33)

Pe de altd parte, matricea factorilor de proportionalitate ai decuplorului
static poate fi obtinuta din matricea de transfer a decuplorului dinamic D(s)

prin inlocuirea variabilei s cu 0. Astfel, tindnd seama de (25), putem alege

decuplorul static
G22(0) _Gl 2(0) Kzz _Kl 2
D= = . (39)

_G21(O) G11(0) _K21 Kll

Din (26) rezulta matricea de proportionalitate a partii fixate decuplate
stationar
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10
M=(K, \K;,~K,K3)) 1 (40)

2°. In conformitate cu (25), putem realiza decuplarea dinamicd a unui
proces de tip proportional cu ajutorul unui decuplor tipizat, cu matricea de
transfer de forma

| Kye ™ —Kjpe |
T,,s+1 T,s+1
p| 2 12 ’ @1
Ky Kjetne
T5s+1 Ts+1

in care factorii statici de proportionalitate K,;, constantele de timp de
Intarziere 7j; si timpii morti 7, sunt asociati canalelor ij ale procesului.

Toti parametrii decuplorului dinamic tipizat pot fi determinati
experimental pe baza raspunsurilor procesului la intrare treaptd, din regim
stationar (fig. 10.6).

ﬂyl
By Ly
i i
0|, T £ 0 Ta1 Taa £
.
AY,
ﬂ)’l
1"1‘:3{2 i -ﬂ'uz
: } .
0 n Te12 ¢ D] Tzz ez £
b.

Fig. 10.6. Raspunsul procesului la intrare treaptd.
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Factorii statici de proportionalitate K, si K,, ai procesului pot fi

determinati cu relatiile

Ay,
K, =20 42
11 Aul’ ( )
Ay,
K, =222 43
21 Aul b ( )

unde Ay, si Ay, sunt variatiile totale (finale) ale iesirilor y, si », la o
variatie treaptd Au, a intrarii u,, aplicata in regim stationar (fig. 10.6, a). In

mod similar, K, s1 K,, se determina cu relatiile (fig. 10.6, b):

Ay,

K, =21 44

12 Auz’ ( )
Ay,

K, =—22. 45

22 Au2 ( )

Fiecare constantd de timp 7j; se alege aproximativ egald cu o treime din
durata regimului tranzitoriu (7},95);; a raspunsului indicial al canalului

respectiv al procesului:

~ (Tir95);5 _ (Ts95)ij —Tjj

. 46
y 3 3 ’ ( )
unde (Zys);; este timpul de stabilizare a raspunsului indicial.
Daca
t.~m. T, m;el, (47)

atunci echivalentul discret (discretizatul) cu perioada 7 al decuplorului are
matricea de transfer

I Kyy(1=pyy)z ™27 =K (1= pyp)z ™2 |
1-p,,z7! 1-p,z7!
D°()= . 2 , (48)
—K, (1=pypz™ Ky (1= pyy )z
L 1-pyz”! 1=pyyz”"!
unde
py=e"T. (49)
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10.4. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 10.1. Sa se analizeze stabilitatea sistemului de reglare multivariabil cu
regulatoare monovariabile din fig. 10.2, caracterizat prin
2 -1
s+l s+
1

s+1 s+1

GO=Gas)=pcr  Gls)=

Solutie. Deoarece regulatoarele monovariabile si canalele intrare-iesire ale partii fixate
sunt extern stabile, putem aplica teorema de stabilitate externd a SRA multivariabile.
Avem

2__11 1 2 -1

I+GR=F 0}@ w1 |7 0TI Tee |
o1]| 1 1 0 1 1 N 1
s+1 s+l Iis Ts(s+1) Ts(s+1)
deci
det I+GR)=1+ 3 + 3 ,
Tis(s+1)  T2s2(s+1)?

iar ecuatia det (I+GR)=0 are forma
T2s* + 21253 + (T, +3)s* +3Ts +3=0.
Coeficientii ecuatiei sunt pozitivi pentru 7; >0, iar minorii

Ay =ayay—ajay, =T (2T;+3),  Ay=aidy —ayad =3T4 (2T, -1),

sunt pozitivi pentru 7;>% Prin urmare, in conformitate cu criteriul de stabilitate

Hurwitz, sistemul de reglare este strict stabil daca si numai daca 7, >

=

¢ Aplicatia 10.2. Sa se analizeze stabilitatea sistemului de reglare multivariabil cu
regulatoare monovariabile din fig. 10.2, caracterizat prin

)
=2
G(s)=1, G,(s)=2, G(s){s—l ]
0 1
Solutie. Avem
1ol | =2 I o7 [523 5
+GR=| |+ 5] = s—1 “,

0 1
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3(s—1) —-2(s-1)
GER(S)=(1+GR)—1=§ -3 53
0 1

Deoarece matricea de transfer Gp(s) are polul s=3 situat in dreapta axei imaginare,

sistemul de reglare este instabil.

¢ Aplicatia 10.3. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

2 b
G(s)= 2s+1 4s+1
12
s+l s+1

Sa se efectueze:

a) decuplarea stationara;
b) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba

M (s)=My(s);

¢) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba matricea de transfer

2
2| 55
1
2s+1

Solutie. a) In conformitate cu (39) si (40), decuplorul static are matricea factorilor de
proportionalitate
D:{ G2,(0) _GIZ(O):IZ{Z —1}
-G (0 Gy | -1 2]
iar procesul decuplat stationar are matricea factorilor de proportionalitate

M=(K, K KK)lO 30
— U122 122101_03'

b) In conformitate cu (25) si (26), avem

2 -l
D Gy Gy _ s+1 4s+1 ’
-Gy Gy =1 2

s+1 2s+1

1o 145+3 1o
M= - = .
(G162 G”GZI)[O J (s+DQ2s+D@s+D) |0 1
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Deoarece decuplorul si procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul

simplu propriu

_ s+l
— 4s+1
D=(s+1)D= ST,
1 2(s+1)
2s+1
pentru a obtine procesul decuplat
= 14543 |10
M=(s+)M=—""—— .
DM = ) @s+1) [0 J
¢) In conformitate cu (29) si (30), avem
14s+3

A: —_ =
1= 611622 = 6126 (s+1)(2s+1)(4s+1)°

402s+1)  —(s+1)

D) I{GzzMu —G12M22:| 4s+1 | s+l A5+

S)=— = .

A _GyM,, GiM,y, | T4s+3] 222s+D) 2s+D)
s+1 2s+1

¢ Aplicatia 10.4. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

2 1
G(S)= 2S1+1 S%—l
s+l 2541

Sa se efectueze:
a) decuplarea stationara;
b) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba
Myy(s)=My(s) ;

¢) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba matricea de transfer

2
M = 2s+1

2
2s+1

Solutie. a) In conformitate cu (39) si (40), decuplorul static are matricea factorilor de

proportionalitate
D—{ G2,(0) —Glz(o)}_{ 2 —1:|
G100 G, (0) ] [-1 2
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iar procesul decuplat stationar are matricea factorilor de proportionalitate

M=K, K KK)lO 30
— U 14222 122101_03'

b) In conformitate cu (25) si (26), avem

2 -1
Gy -Gy 2s+1 s+1
D: =
-Gy Gy -1 2
s+1 2s+1
10 4s+3 10
M =(Gy,Gy,—G,Gyy) T e .
0 1| (+D)*@s+D~|0 1

Deoarece decuplorul si procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul
simplu propriu

_ 2s+1
D=Q2s+1)D= s+
2s+1
- 2
s+1

pentru a obtine procesul decuplat

_ 10
M=(2s+l)M=#{ }
(s+1D22s+1) | 0 1

¢) In conformitate cu (31) si (32), avem

2
M:{GU 0 }: 2s5+1 ’

0 Gpl | , _2

2s5+1
1 _@ 1 . 2S+1
oo | Gii | 4(s+1)? 2(s+1)

1661 | Gy, | 4s+3 2s+1 '
GG |7 G,, 2s+1)

Deoarece decuplorul este impropriu, problema nu are solutie implementabild. Se poate
insa utiliza decuplorul simplu propriu
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2s+1 2(s+1)  2s+1

1 - _
Pl p_HstD As+1) |_| 4s+3  4s+3
2(s+1) 4543 2s+1 ! 2s+1 2(s+1) |
2(s+1) 4s+3  4s+3
pentru a obtine procesul decuplat
S S
W= 1 M (s+1)(2s+1)
2(s+1) 0 1

(s+D(2s+1)

¢ Aplicatia 10.5. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

2 6725
G(s)= (s+ _11(_3; +1) (@2s+ 1)4(4s +0 |

Bs+D(5s+1)  (s+D(2s+1)

Sa se proiecteze:
a) decuplorul static cu elementele diagonale d,;=d,,=1;
b) decuplorul dinamic cu functiile de transfer diagonale

Dy(s)=Dyy(s)=1;
¢) decuplorul dinamic tipizat, pe baza graficelor raspunsurilor procesului la intrare
treapta unitara din figura de mai jos.

d) regulatorul multivariabil cu decuplor tipizat:

H1=1(ﬁ:|
1t E 4 -0a ¢t

0 10 20 0 ¢ 0 i

15t
u2=1(£)

20 a0
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Solutie. a) Determinam matricea factorilor de proportionalitate ai procesului:

K=G(0)= :
-1 4]
Din (37), rezulta

-K -K

deci decuplorul static are matricea factorilor de proportionalitate

D= = .
dy, 1] 1025 1

b) In conformitate cu relatiile (20), rezulta

~Gjy(s)  —~(s+D(Bs+1)e2

D= ) = 2R ) @s+)
_—Gyy(s) _ (s+D(@2s+De ™
D)= () = aBs+DGs+1)
deci
: —(s+DBs+1)e™%
D(s)= » 2(2s+1)(4s+1)
(s+D(2s+1)e 1

4Q3s+1)(5s+1)

Aplicand relatiile (21), determindm elementele diagonale ale matricei de transfer a
procesului decuplat:

M =G _ 6,6, 2 N (s+De”®
G, (s+DGs+D) 4@s+D)(ds +1)(5s+1)
M. =G — GGy _ 4 N (s+De™®

22 22 G

L (sHD@s+D3s+1 225+ (s +D(Gs+1)

c¢) Din reprezentarile grafice ale raspunsurilor indiciale ale procesului (presupus a fi
determinate experimental), rezulta:

A A
H="rt=2, Ky =22,
Aul Aul
Ay Ay,

:—:1’ K :—:4,
2=, 25,
z'“:O, 721:4, 712:2, z'22:O,

Tg1=1L4, Ty =27, Tg,~18, TH,=8,

N
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Tq—7T
T = s113 11

=38, T21=—TS213_T%7,7,

Taqo— Toro—
T, = s123 712z5’3, Ty, = s223 22 .97,

In conformitate cu (41), decuplorul tipizat are matricea de transfer

4 —e s
2,7s+1 5,3s+1
D(s)=
e 2

7,7s+1 3,8s+1

In fig. 10.7 este reprezentat raspunsul procesului decuplat cu decuplorul tipizat
pentru o variatie treaptd unitard a fiecarei marimi de intrare. Graficele au fost obtinute in
MATLAB, prin inlocuirea functiilor exponentiale cu aproximatii Pad¢ de ordinul 5:

s=tf('s"); t=0:0.1:30;

gl1=2/(s+1)/(3*s+1);

g12=1/(2*s+1)/(4*s+1); gl2.iodelay=2; gl2=pade(gl2,5);
g21=-1/(3*s+1)/(5*s+1); g21.iodelay=4; g21=pade(g21,5);
222=4/(s+1)/(2*s+1);

proc=[gl1 gl2; g21 g22];

d11=4/(2.7*s+1); d22=2/(3.8*s+1);

d12=-1/(5.3*s+1); d12.iodelay=2; d12=pade(d12,5);
d21=1/(7.7*s+1); d21.iodelay=4; d21=pade(d21,5);
dec=[d11 d12; d21 d22];

sis=proc*dec; step(sis,t);

grid on;

Fig. 10.7. Raspunsurile indiciale ale canalelor procesului decuplat cu decuplor tipizat.
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d) Canalele 11 si 22 ale procesului decuplat (fig. 10.7) au raspunsuri indiciale
cvasiidentice, caracterizate prin factorul static de proportionalitate, timpul de stabilizare
si timpul mort

Kp=9, T,=21, t=2.

Prin urmare, regulatoarele monovariabile din fig. 10.5 vor avea aceeasi functie de
transfer. Le alegem de tip PI, cu functiile de transfer

Gy(5) = Gy (s) = KR<1+%> .

Cu formulele (23) de la capitolul 9, determindm parametrii de acordare

1 _ 1 o075, Telss 2

S5t 10, T i T3
o] + -2 3.4 3
KP(1+TS95) (+21

KR:

In fig. 10.8 este reprezentat raspunsul sistemului de reglare pentru o variatie treapta
unitard a fiecarei marimi de referinta.

Fig. 10.8. Raspunsurile indiciale ale canalelor procesului decuplat cu decuplor tipizat.

Graficele au fost obtinute in MATLAB, cu programul:
T=2; s=tf('s"); t=0:T:30;
g1 1=2/(s+1)/(3*s+1);
g12=1/(2*s+1)/(4*s+1); gl2.iodelay=2;
g21=-1/(3*s+1)/(5*s+1); g21.iodelay=4;
222=4/(s+1)/(2*s+1);
proc=[gl1 gl12; g21 g22]; procd=c2d(proc,T);
d11=4/(2.7*s+1);
d22=2/(3.8*s+1);
d12=-1/(5.3*s+1); d12.iodelay=2;
d21=1/(7.7*s+1),; d21.iodelay=4;
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dec=[d11 d12; d21 d22]; decd=c2d(dec,T);
sisd=procd*decd;

Kp=9; Ts=21; tau=2;

K=1/Kp/(1+5*tau/Ts);

Ti=Ts/3;

R=[K*(1+1/Ti/s) 0; 0 K*(1+1/Ti/s)]; Rd=c2d(R,T);
sisl=inv(eye(2)+sisd*Rd)*sisd*Rd;

step(sisl,t);

grid on

¢ Aplicatia 10.6. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

2 e s

66— G+DGs+D)  4s+1

_e—Zs 36_3S

Bs+D(Es+1) (s+D(2s+1)

Sa se efectueze:

a) decuplarea stationara cu un decuplor avand elementele diagonale

dy=dy=1;

b) decuplarea dinamica cu un decuplor avand functiile de transfer diagonale

Dyy(s)=Dyy(s)=1.

Solutie. a) Determinam matricea factorilor de proportionalitate ai procesului:

21
K=G(0)={ }
-13

_KIZ _KZ
dyr=—1/2, d, =
Kll 22 21 K22

Deoarece

d12: 1d11:1/3,

decuplorul static are matricea factorilor de proportionalitate

o[t ] [ V2]
dy 1] [1/3 1

b) In conformitate cu relatiile (22), rezulta

~Gip(s) _ ~(s+DBs+De>

D)= Gyy(5) 24s+1)

—Gy(s) _(s+1)(2s+1)e’

D=5 () ~3Bs+D)@ds+D)°
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deci alegem decuplorul implementabil

—(s+1)Bs+1)e%

1
D(s)= 2(Ts+1)(4s+1) ’
(s+D(2s+1) 1
33s+1)(4s+1)

unde 0<7<0,2.

10.5. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C10.1. Sa@ se analizeze stabilitatea sistemului de reglare multivariabil cu
regulatoare monovariabile din figura 10.2, caracterizat prin

2 -l
G(s)=2, Gy(s)=k, G(s)=| ! 2S2+1 .
25+1 s+1

¢ C10.2. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

3 1
Gls)= (zs;1)2 (4s+1)2(2s+1)‘

(s+1)(4s+D) (s+1)2

Sa se efectueze:
a) decuplarea stationara cu un decuplor avand elementele diagonale
dyy=dy=1;
b) decuplarea dinamica cu un decuplor avand functiile de transfer diagonale
Dyy(5)=Dyy(s)=1;

¢) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba matricea de transfer

1
M= 2s+1 O
0

¢ C10.3. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

2 -1
Gls)= 2s+D(Bs+1) 3s2+1 '
1

2s+1 3s+1
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Sa se efectueze:
a) decuplarea stationara;

b) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba matricea de transfer

2
M(s)= 2s+1)(3s+1) :
2
0 3s+1

c¢) decuplarea dinamica cu un decuplor avand functiile de transfer diagonale

Dy (s)=Dy,(s)=1.

¢ C10.4. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

2 e—2s e—4s

6s+1 (6s+1)(3s+1)
G(s)= » ) .

_eHs 2e~S

2s+1)(3s+1) 2s+1
Sa se efectueze:

a) decuplarea stationara cu un decuplor avand elementele diagonale d,,=d,, =1;
b) decuplarea dinamica cu un decuplor avand functiile de transfer diagonale

Dy(s)=Dyy(s)=1;
¢) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba

M (s)=M7y(s).

¢ C10.5. Se da procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer

3 ef3s _ 6725

6s+1 (6s+1D)(3s+1)
G(s)= 1 N .

—e e

2s+1  (4s+1)(2s+1)
Sa se efectueze:

a) decuplarea stationard cu un decuplor avand elementele diagonale d,;=d,,=1;

b) decuplarea dinamica cu un decuplor avand functiile de transfer diagonale
Dyy(s)=Dpy(s)=1.

¢) decuplarea dinamica astfel incat procesul decuplat sa aiba

My (s)=Myy(s).
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11

SISTEME SI ALGORITMI DE REGLARE
DUPA PERTURBATIE

Conform principiului reglarii dupa perturbatie (cauza), sistemul de
reglare sesizeaza cauza perturbatoare (perturbatia) si, anticipand efectul
acesteia asupra marimii reglate, intervine asupra procesului, in paralel cu
actiunea perturbatoare, pentru a genera un efect opus (egal si de semn
contrar in cazul ideal) asupra marimii reglate. In raport cu perturbatia
considerata, sistemul de reglare urmareste realizarea la iesirea procesului a
unui efect de compensare pe toatd durata regimului tranzitoriu (in cazul
regulatorului de tip dinamic) sau numai la finalul acestuia (in cazul
regulatorului de tip static).

11.1. CARACTERISTICI ALE REGLARII DUPA
PERTURBATIE

In schema bloc a sistemului de reglare dupa perturbatie din fig. 11.1,
unde canalul de executie Py al procesului include elementul de executie,
canalul procesului propriu-zis si traductorul marimii reglate, operatia de
reglare se efectueazd 1n raport cu valorile curente ale marimii de intrare
perturbatoare V| si ale marimii de referintd R. Deoarece actiunea compen-

satoare are loc in paralel, deci simultan cu actiunea directd a perturbatiei,
sistemul de reglare poate preveni, intr-o masura mai mare sau mai mica,
modificarea marimii reglate de catre perturbatia considerata. Pe de alta parte,
efectul perturbatiilor nemasurate asupra procesului reglat ramane in totalitate
necompensat.

Sistemele de reglare dupa perturbatie sunt sisteme cu structurd
deschisa, deoarece elementul de comanda (compensator sau regulator) nu
primeste informatie despre valoarea marimii reglate, deci despre efectul
actiunii sale asupra procesului reglat. In consecintd, la sistemele de reglare
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dupa perturbatie lipsesc operatiile de autocorectie necesare unei reglari
sigure si precise, operatia de reglare bazdndu-se numai pe acuratetea
modelului celor doud canale ale procesului reglat. Teoretic, in cazul
proceselor liniare la care timpul mort al canalului de executie este mai mic
sau egal cu cel al canalului perturbator, sistemele de reglare dupa perturbatie
pot realiza compensarea perfectd a efectului perturbatier masurate, prin
utilizarea unui regulator ideal (uneori impropriu), proiectat pe baza
cunoasterii perfecte a modelului dinamic al procesului.

In practicd, efectul perturbatiel masurate asupra marimii reglate poate fi
redus substantial, atdt In regim stationar, cat si in regim dinamic, prin
utilizarea unui algoritm de compensare adecvat. Reglarea dupa perturbatie
(tip feedforward) insoteste, de reguld, reglarea mai sigurd dupa abatere (tip
feedback), deoarece numai la ultimul tip de reglare, datorita operatiei de
autocorectie, se pot reduce si elimina efectele tuturor perturbatiilor asupra
marimii reglate. Prin adaugarea, in paralel, a unui subsistem de reglare dupa
perturbatia cea mai importanta, sistemul de reglare dupa abatere realizeaza o
reglare mai bund, cu abateri mai mici ale marimii reglate fatd de marimea de
referintd, ca urmare a compensarii efectului perturbatiei respective asupra

marimii reglate.
//Vl/»’z
Gp)

.F\

G C

s

Fig. 11.1. Sistem de reglare dupa perturbatie.

Presupunand ca toate elementele din componenta sistemului de reglare
sunt liniare, relatia operationald care exprima dependenta in regim dinamic a
marimii reglate in raport cu marimile de intrare R si V| are forma

Y(5)=Gyg($)R()+ Gyy, (SVA(s). (1)
unde
Gyr(5)=Gy(s)Gp, (s), (2)

Gyy, (5)=G ()G py()+Gp (5) - 3)
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Conditiile de reglare perfecta

GYR(S)ZI’ GYVI(S):OD (4)
se indeplinesc atunci cand compensatorul are functiile de transfer ideale
. . —Gp(5)
Gid(s)= . Gl(s)=—="ZL. 5
0 ( ) GPO(S) 1 ( ) GP()(S) ( )

De reguld, functia de transfer G(jd(s) este improprie (cu ordinul relativ

negativ), uneori chiar necauzald (cu timp mort negativ, cand canalul de
executie Py al procesului are timp mort), deci imposibil de implementat fizic
in forma (5). De asemenea, functia de transfer G{“(s) poate fi improprie sau

chiar necauzald (cu timp mort negativ, cand canalul de executie Py al
procesului are timpul mort mai mare decat cel al canalului perturbator Py). In
plus, ambele functii de transfer pot fi instabile (cand canalul de executie Py
al procesului este de fazd neminima, adicd are zerouri in dreapta axei
imaginare), iar implementarea lor in aceastd forma nu este acceptabila. In
faza de implementare fizica, ambele canale ale compensatorului trebuie sa
fie proprii, cauzale si stabile. In consecinta, chiar in conditiile unui proces
liniar cu modelul perfect, exista cazuri in care efectul perturbator nu poate fi
perfect compensat in regim dinamic oricum am alege structura si parametrii
compensatorului. Un exemplu in acest sens este procesul cu timp mort, la
care timpul mort al canalului de executie este mai mare decét timpul mort al
canalului perturbator.

11.2. REGLAREA CU COMPENSATOR DE TIP STATIC

Reglarea dupa perturbatie cu compensator (regulator) de tip static (pur
proportional) reprezintd o solutie de reglare simpld s1 robustd, cu
performante acceptabile in multe cazuri practice si efort de implementare
minim. La procesele stabile, prin utilizarea unui compensator de tip static, cu
ecuatia

c(O)=Kyr(O)+Kv, @), (6)

se poate asigura compensarea finala (in regim stationar) a marimii reglate
¥(t) la perturbatie tip treapta, precum si aducerea marimii reglate la valoarea

de referintd. La perturbatie sau referinta treaptd, marimea de comanda c(¢)

are, de asemenea, forma de treaptd. Performantele de reglare in regim
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tranzitoriu sunt relativ slabe, dependente de caracteristicile dinamice ale
procesului (partii fixate).

La sistemele liniare de tip proportional, factorul de proportionalitate se
obtine din functia de transfer prin inlocuirea variabilei complexe s cu 0.
Asadar, prin inlocuirea variabilei s cu 0 in relatiile de compensare dinamica
(5), obtinem urmatoarele expresii ale parametrilor regulatorului static:

L , KI:_KPI .
Kp, Kp,

K,= (7)

Experimental, factorii de proportionalitate ai procesului sunt
determinati cu relatiile
i (Ay 1) final
K, =——, K,=""—"=", (8)
0 1 AVI
unde y,(¢) este raspunsul procesului la intrarea treaptd c(¢t)=(4c)-1(¢), iar
»,(t) este raspunsul procesului la intrarea treaptd v ,(¢)=(4v,)-1(¢).

Pentru procesul cu raspunsurile indiciale y,(¢) si y,(¢) din fig. 11.2,

avem
(AyO)final 1 (Ayl)final 095 1
KP :—:—:1, P e =—.
0 Ac 1 : AV, 1 2
Prin urmare, compensatorul are factorii de proportionalitate
| —Kp —1
K=—=1, Ki=—=—.
0K Py K p 2

Fig. 11.2. Raspunsurile indiciale al partii fixate:
Yo —pentru c=1(t); y; —pentru V,;=1(¢).
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In ipoteza ca procesul cu raspunsurile indiciale din fig. 11.2 are functiile de
transfer

-7s —5s

€

€
) =G D05 1D’

) =32+ BT D @s 1) ©)

Gp, G,

in fig. 11.3 sunt reprezentate grafic raspunsurile la referinta si perturbatie
treaptd unitard ale sistemului de reglare. In lipsa reglarii, raspunsul y,(¢) al

procesului la perturbatie treapta unitara s-ar fi stabilizat la valoarea 0,5.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Fig. 11.3. Raspunsurile sistemului de reglare cu compensator static:
Yo —pentru r=1(t); y, —pentru V;=1(¢).

11.3. REGLAREA CU COMPENSATOR DINAMIC DEDICAT

Prin utilizarea unui compensator de tip dinamic se urmareste
compensarea marimii reglate in regim dinamic (deci in regim tranzitoriu i
in regim stationar), cu performante de reglare superioare celor obtinute cu
compensatorul de tip static, atat in raport cu perturbatia masurata v (¢), ct
st cu referinta 7(¢). La reglarea cu compensator dinamic dedicat, efortul si

costul de implementare sunt relativ mari, deoarece structura compensatorului
este dependentd de cea a modelului dinamic al procesului, care trebuie
identificat cu un grad ridicat de precizie.

In cazul aplicatiilor practice, performantele de reglare depind de
acuratetea modelului procesului si de valoarea factorului de magnitudine al
compensatorului (in cazul in care, din proiectarea compensatorului, rezulta
initial o functie de transfer improprie). Reamintim ca factorul de
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magnitudine al unui sistem simplu propriu si fara timp mort) cu functia de
transfer rationalda G(s) este definit ca fiind raportul dintre valoarea initiala si
valoarea finald a semnalului de comanda c(¢) la intrare treapta, adica

_c(0+) _ G(0)

) GO)” (10

Consideram ca partea fixatd este liniard, stabild si de tip proportional,
cu functiile de transfer de forma

GPO(S)z% e, GPI(S):%(‘Z))e—TlS. (11)

unde polinomul P (s) are numai radacini cu partea reald negativa, iar

polinomul P (s) are numai radacini cu partea reald pozitivd si satisface
proprietatea P (0)=1. Compensatorul “ideal” (5) are functiile de transfer

1 _ D(s)
Gp(s) P()P,(s)

~Gp(s)__ ~D(s)B(s)
Gpo(s) P_(s)P,(s)D,(s)

Gy (s)= e, (12)

Gid(s)= e~ (170)s (13)
Deoarece forma implementabild a algoritmului de reglare presupune ca
ambele functii de transfer ale compensatorului sa fie proprii, strict stabile
(fara poli cu partea reala nuld sau pozitivd) si cauzale (fard timp mort
negativ), in locul compensatorului “ideal” se poate utiliza compensatorul
fizic implementabil cu functiile de transfer:

D(s)
Gy(s) = 14
o(8) P ($)(T,5+1)" ’ (14)
Gi(s) = Gy(s)e™™, (15)
unde
Gl §) = _D(S)IJI(S) : (16)
P (s)D,(s)(T s +1)"

T= , (17)
0 , <t
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Ty si T, sunt constante de timp de filtrare, iar puterile &, si &, sunt numere
naturale, alese astfel incat functiile rationale G (s) si Gl(s) sd fie proprii (de
reguld, simplu proprii). Teoretic, cu cat valoarea constantelor de timp T, si
T, este mai micd, cu atdt este mai bund aproximarea functiilor de transfer
improprii prin functiile de transfer proprii. In aplicatiile practice cu Gy(s) si
Gl(s) simplu proprii, cele doud constante de timp se aleg astfel incat factorii
de magnitudine M, si M, ai compensatorului,

0=G0(°0), leﬁ(“’),
Gy (0) G,(0)

(18)

sd aiba valori apriori impuse (nu mai mari de 20, pentru a se evita
amplificarea excesivd a zgomotului, a reduce uzura instalatiei, a diminua
consumul de combustibil si energie).

Daca se doreste eliminarea cresterii bruste a semnalului de comanda la
referinta treaptd, atunci se alege puterea k, astfel incat functia de transfer
G,(s) sa fie strict proprie, cu ordinul relativ 1. In acest caz, raspunsul

compensatorului la referintd treaptd atinge cu intarziere valoarea maxima,
care este mai micd (in modul) decdt valoarea initialda a raspunsului
compensatorului simplu propriu. Aceasta procedura poate fi aplicatd si in
proiectarea compensatorului de perturbatie.

In cazul procesului cu functiile de transfer (9), compensatorul dedicat
are functiile de transfer ,,ideale”

G (s)= (55 +1)(10s + e,

—(55 +1)(10s +1)e**
22s+1D)(Bs+D(4s +1)°

Gl(s)=

deci functiile de transfer implementabile

(55 +1)(10s +1)
(Tsos +1)?

Gy(s) =

_ —(s+DA0s+1)
G = 35 DBs s D@s + 1)
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Factorul de magnitudine al compensatorului de referinta este
_ Gy(0) 50
G,(0) " 13,

Pentru M,=8, care implica Try=2,5, raspunsurile y(¢) si c(t) ale

M,

sistemului de reglare la referintd si perturbatie treaptd sunt reprezentate
grafic respectiv in fig. 11.4 s1 fig. 11.5. Performantele de reglare sunt mai
bune decat in cazul compensatorului de tip static. Totusi, gradul de
compensare dinamica a efectului perturbatiei treaptd rdmane relativ scazut
din cauza faptului ca timpul mort al canalului de executie al procesului este
mai mare decat cel al canalului perturbator.

1

| . ib
O —-eriha

I s

L N e fbr

a

a 10 20 30 40 5002

Fig. 11.4. Raspunsurile sistemului de reglare cu compensator dinamic dedicat:

Yo —pentru r=1(t); y; —pentru V,=1(¢).

4

Fig. 11.5. Comenczile sistemului de reglare cu compensator dinamic dedicat:

¢y —pentru r=1(t); ¢, —pentru V,=1(t).
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In fig. 11.6 sunt reprezentate grafic raspunsurile p(f) si c(f) ale

sistemului de reglare la referinta treapta in cazul compensatorului strict
propriu cu functia de transfer

(55 +1)(10s +1)
(Tros +1)°

G,(s) = , Tpp=2,5.
Raspunsul y,(f) este comparabil cu cel obtinut cu compensatorul de
referinta simplu propriu (fig. 11.4), dar raspunsul ¢,(f) (cu valoarea maxima

2,64 la momentul ¢~2,3) difera de cel din fig. 11.5 (cu valoarea maxima 8
la momentul 7=0,).

3

4

Fig. 11.6. Raspunsurile la referintd treaptd unitara ale sistemului de reglare
cu compensator dinamic dedicat strict propriu.

11.4. REGLAREA CU COMPENSATOR DINAMIC TIPIZAT

Reglarea cu compensator dinamic tipizat (cu structura unica, standard)
este aplicabild la procesele de tip proportional, fiind mai precisa decat cea cu
compensator static si mult mai practica decat cea cu compensator dinamic
dedicat. Acordarea parametrilor compensatorului dinamic tipizat se
efectueaza experimental, pe baza raspunsurilor indiciale ale canalului de
executie Py s1 canalului de perturbatie P, ale partii fixate. Din aceste
raspunsuri se construiesc mai intdi functiille de transfer aproximative
(tipizate) ale procesului (partii fixate), in forma:

P e*ToS I{P1 e—TlS
On@=s1 OO~ (1)
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unde 7, §i 7; sunt timpii morti ai canalelor de executie Py s1 de perturbatie
Py ale procesului. Factorii de proportionalitate K, si Kp, se calculeaza cu

relatiile (8), iar constantele de timp de Intarziere 7;si 7; se determind din

durata tranzitorie a raspunsurilor indiciale ale canalelor Py si Py, cu relatiile

- (T05)0 _ (Tio5)0 — 7o - (T,y05): _ (Tso5)1 — T
3 3 ’ 3 3 ‘

In conformitate cu relatiile (5), compensatorul tipizat are functiile de

T, L (20)

transfer ideale

1 Ts+1
_lo5T

id _ _
Gy (s)(s)= Gns) Ky,

TOS, (21)

~Gp,(s) Kp (Tps+])

oit()= G po(s) _KPO (Tys+1)

e (11770)s (22)

deci functiile de transfer implementabile

K.(Ts+1
Gyfs) = oS D 23)
Tros +1
K,(T,s +1)e
G (s) = 10 , 24
1(5) Ts+1 (24)

unde factorii de propotionalitate K, si K, ai compensatorului au expresiile

K- x-%n (25)
O_KPO ’ 1 KPO ’

iar timpul mort r se obtine cu relatia (17) din timpii morti 7, s1 7, ai
canalelor de executie Py si de perturbatie Py ale partii fixate.

Prin ajustarea convenabilda a constantei de timp 7; se poate obtine o
deviatie minima a marimii reglate »(¢f) la o variatie treaptd a perturbatiei
V,(@®). In cazul teoretic In care ambele canale ale procesului sunt de

intarziere de ordinul unu, iar timpul mort al canalului de executie nu
depaseste timpul mort al canalului perturbator, compensatorul cu functia de
transfer (24) si parametrii de acordare stabiliti prin aceastd metodologie
asigura o compensare dinamica perfecta a efectului perturbator.
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Constanta de timp de filtrare 7, a compensatorului de referintd se
alege de circa 2...10 ori mai mica decat constanta de timp 7, astfel incat
factorul de magnitudine al compensatorului (de tip simplu propriu), anume

_Go=) _ Ty
0= =
Go(0) Ty

: (26)

sa fie cuprins intre 2 i 10. In cazul in care raspunsul y(¢) la referinta treapta

are un suprareglaj (supradepdsire) prea mare, se impune micsorarea
constantei de timp de avans 7, a functiei de transfer G,(s).

Pentru 7~mT, meZ, echivalentul discret cu perioada 7 al compensa-
torului de perturbatie (24) are functia de transfer

T T,
R
G'(2)=K,— = , pp=e''l (27)
1-pz~
si ecuatia cu diferente
Ty Ty
¢ —Pic =K, T(Vl)k—m +K,(1-p, _T)(V1)k_m_1 . (28)
1 1

In cazul in care timpul tranzitoriu al canalului de executie Py este mai
mic decit timpul tranzitoriu al canalului perturbator Py, deci 7, <7}, functia

de transfer a compensatorului de perturbatie (24) poate fi redusa la forma

_ K efrs
G (s) = =! , 29
1(s) Totl (29)
cu
L=1T,-1T,. (30)

Valoarea constantei de timp 7_} poate fi ulterior ajustatd experimental astfel
incat deviatia maximd a marimii reglate y(f) la o variatie treaptd a
perturbatiei v (¢) sa fie minima.

In majoritatea cazurilor practice se utilizeaza un compensator dinamic
tipizat, nejustificadu-se varianta cu compensator dinamic destinat (din cauza
structurii  sofisticate si a efortului mare de cercetare, proiectare si
implementare), in conditiile in care efectul celorlalte perturbatii rdimane in
totalitate necompensat.
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In fig. 11.2 sunt prezentate raspunsurile indiciale y,(f) si y,(t) ale

canalului de executie si canalului perturbator ale partii fixate cu functiile de
transfer (9). Presupunénd ca aceste raspunsuri indiciale au fost determinate
experimental, rezulta:

1
KO:K =1, 7,=7, (T,45),~46-7=39,
Py
K=En 1 s ) a5 5201
1= KPO =5 0=, Uuosh™ =<1,
deci
T T
T:O, sz( tr95)0:13, ]’iz( tr95)1:7,
3 3
T
TfO :?:2,6.

In conformitate cu (23) si (24), canalele compensatorului au functiile de
transfer

135 +1 ~(13s+1)

Go(S)=ma G1(S)=m- (31)

In fig. 11.7 s1 fig. 11.8 sunt reprezentate respectiv raspunsurile y(¢) si
c(?) ale sistemului de reglare la perturbatie si referintda treaptd unitara.

Ambele raspunsuri din fig. 11.7 sunt superioare celor din fig. 11.3 realizate
cu compensator static.

1.5

05 H H H H
0

Fig. 11.7. Raspunsurile sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat:
Yo —pentru r=1(t); y; —pentru V,=1(t).
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1] 10 20 20 40 I

Fig. 11.8. Comenzile sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat.

¢y —pentru r=1(t); c; —pentru V,;=1(t).

Observatii. 1°. Suprareglajul rispunsului ¥, la referinta treaptd din
fig. 11.7 poate fi redus prin micsorarea constantei de timp de avans 7; a
functiei de transfer G,(s) . Astfel, alegand

10s+1
G)=3 651"

suprareglajul devine zero.

2°. Variatia relativ mare a marimii reglate », la perturbatie treapta

unitard din fig. 11.7 se explicd prin faptul ca timpul mort al canalului de
executie al partii fixate este mai mare decat timpul mort al canalului
perturbator. Daca ambele canale ale partii fixate au acelasi timp mort,
functiile de transfer (31) ale compensatorului raméan neschimbate. In fig.
11.9 sunt prezentate raspunsurile y,(f) st y,(¢#) ale sistemului de reglare

respectiv la referintd si perturbatie treapta unitard pentru cazul in care timpii
morti ai canalelor partii fixate sunt egali cu 5.

1.5

05

n 10 20 30 40 ot
Fig. 11.9. Raspunsurile sistemului de reglare cu compensator tipizat pentru procesul
cu timpi morti egali (y, — pentru r=1(t); y; —pentru V,=1(t)).
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11.4. APLICATII REZOLVATE
¢ Aplicatia 11.1. Partea fixatd a unui sistem de reglare dupd perturbatie cu
structura din fig. 11.1 are modelul dinamic
P) 10y"+6y+y=c+2c+0,3v,.
Sa se determine valorile factorilor de proportionalitate k, si k; ai regulatorului de tip

static cu modelul
(R) C = kor + k1V1 .

Solutie. Din modelul stationar al procesului, anume
y=2c+0,3v,,
si modelul regulatorului, obtinem modelul stationar al sistemului de reglare:
y=2c+0,3v| =2(kgr + k;V;) + 0,3V = 2kor + (2k; + 0,3)v; .
Pentru k5 =0,5 s1 k =—0,15, sistemul de reglare are modelul stationar dorit
y=r.
¢ Aplicatia 11.2. Partea fixatd a unui sistem de reglare dupd perturbatie cu
structura din fig. 11.1 are ecuatia
36y +36y+11y+y=2c—(2v,+V,).
Sa se proiecteze:

a) compensatorul de tip static;
b) compensatorul dinamic dedicat cu factorii de magnitudine M,=6 si M;=6.

Solutie. a) Din modelul stationar al partii fixate

y=2c-V,,
rezultd
Ky =2, Kp=-1.
Compensatorul de tip static are ecuatia
c=K,r+KVv,,
unde
Ky=1/Kp =05, K;=-Kp/Kp =05,

deci

1
C ZE(V +V1) .
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In fig. 11.10 sunt reprezentate raspunsurile y,(¢) $1 y(t) ale sistemului de reglare

respectiv la referintd si perturbatie treaptd unitard. Graficele au fost obtinute in
MATLAB, cu programul:

s=tf('s");

t=0:0.1:25;
P0=2/(36*s"3+36*s"2+11%s+1);
P1=-(2*s+1)/(36*s"3+36*s"2+11*s+1);
C0=0.5; C1=0.5;

S0=P0*C0; S1=P1+P0*CI,;
step(S0,S1,t);

grid on;

Fig. 11.10. Raspunsurile sistemului de reglare cu compensator static:
Yo —pentru r=1(t); y| —pentru V,=1(z).

b) Partea fixata are functiile de transfer:

Gp (5)= 2 _ 2
B 365343652 +11s+1  2s+D)(Bs+1)(6s+1)°
—(2s+1 -1
Gp(s) =gt

3653 +3652+11s+1 GBs+1)(6s+])

Compensatorul dinamic ideal” are functiile de transfer

id, ~ 1 (2s+1)(Bs+1)(6s+1)
G (S)_GPO(S)_ 2 ’
id, »_—Gp(s) 25+l
GG ® 2

Compensatorul dinamic implementabil are functiile de transfer simplu proprii
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(25 +1)(3s +1)(65 +1)

Co(s) = 2T s +1)°

2s +1

Gl(S):m,

carora le corespund factorii de magnitudine

Gy(®) 36 _Go) 2
G(O) 73,7 GO T,

Pentru M;=6 si M,=6, rezulta

M,

1
Tro=J6=182, Tp=x.

In fig. 11.11 sunt reprezentate raspunsurile y,(f) s1 y,(f) ale sistemului de reglare

la referinta si perturbatie treapta unitarda. Performantele sunt superioare celor obtinute cu
regulatorul de tip static. Graficele au fost obtinute in MATLAB, cu programul

s=tf('s");

t=0:0.1:25;

P0=2/(36*s"3+36*s"2+11*s+1);
Pl1=-(2%s+1)/(36*s"3+36*s"2+11*s+1);

T0=1.82; CO=(2*s+1)*(3*s+1)*(6*s+1)/2/(TO*s+1)"3;
T1=1/3; C1=(2*s+1)/2/(T1*s+1);

S0=P0*C0;

S1=P1+P0*Cl;

step(S0,S1,t);

grid on;

o 5 10 15 20 25
Fig. 11.11. Raspunsurile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu:

Yo —pentru r=1(t); y; —pentru V,;=1(t).
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In fig. 11.12 sunt reprezentate raspunsurile ¢,(f) $1 ¢(¢) ale compensatorului la

referintd si perturbatie treaptd unitard. Graficele au fost obtinute cu programul precedent,
in care s-a inlocuit ultimele patru linii cu linia

step(C0,C1,t); grid on;

Fig. 11.12. Comenzile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu:
co —pentru r=1(t); ¢ —pentru V,=1(t).

¢ Aplicatia 11.3. Consideram un sistem de reglare dupa perturbatie cu structura din
fig. 11.1, unde partea fixata are functiile de transfer:

—2s —6s

Gp = ¢ Gp =5 e
BT 25+ Bs+D6s+D) AT 2Bs D5 +D)

Sa se proiecteze:
a) compensatorul de tip static;
b) compensatorul dinamic dedicat, cu factorii de magnitudine M, =6 si M,=1;

¢) un compensator dinamic dedicat strict propriu.

Solutie. a) Compensatorul stationar are ecuatia ¢=Kr+K\V,, unde

1 1 X —Kp —Gp(0) 1

:_:—:1, =" = .
Kp  Gp(0) =K Gp(0) 2

Ky

In fig. 11.13 sunt reprezentate raspunsurile ¢(f) $1 ¢(¢) ale sistemului de reglare

respectiv la referintd si perturbatie treaptd unitard. Graficele au fost obtinute cu
programul MATLAB:

s=tf('s"); t=0:0.5:60;
PO=1/(2*s+1)/(3*s+1)/(6*s+1); PO.iodelay=2;
P1=-1/2/(3*s+1)/(15*s+1); P1.iodelay=6;
C0=1; C1=0.5;

Y 0=step(P0*CO0,t);

Y I=step(P1,t); Y2=step(PO*C1,t);
plot(t,YO0,t,Y1+Y2); grid on;
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0z
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Fig. 11.13. Raspunsurile sistemului de reglare cu compensator static:
Yo —pentru r=1(t); y| —pentru V,=1(z).

b) Compensatorul dinamic “’ideal” are functiile de transfer

Gl(s)= ﬁ —(25+1)(3s+1)(6s+1)e2
0
i« ~Gp(s)  (@s+D)(6s+1)e %
G ()= Gp?(s) T 2155+

Compensatorul dinamic implementabil simplu propriu are functiile de transfer

(25 +1D)(3s +1)(65 +1) _(2s+1)(6s+D)e ™

Go(s) = ey G = 3155+ (T s +1)

carora le corespund factorii de magnitudine

Go(0) _ 36 _Gyo)_ 4

MO = =2 5 1= === >
Go(0) 77, G, (0) 5Ty
~ _ (2s+D(6s+1) _ . _ < _3 :
unde Gl(s)_2(15s+l)(fﬂs+l)' Pentru M,=6 si M,=1, rezulta Tfo—\/g~1,82 si

Tr =0,8.1In fig. 11.14 si fig. 11.15 sunt reprezentate respectiv raspunsurile y(7) si c(t)

ale sistemului de reglare la referinta si perturbatie treapta unitara. Graficele din fig. 11.14
au fost obtinute In MATLAB, cu programul

s=tf('s"); t=0:0.5:60;

PO=1/(2*s+1)/(3*s+1)/(6*s+1); PO.iodelay=2;
P1=-1/2/(3*s+1)/(15*s+1); P1.iodelay=6;

T0=1.82; CO=(2*s+1)*(3*s+1)*(6*s+1)/(TO*s+1)"3;

T1=0.8; C1=(2*s+1)*(6*s+1)/2/(15*s+1)/(T1*s+1); R1.iodelay=4;
Y O=step(P0*CO0,t); Y 1=step(P1,t); Y2=step(PO*CL,t);
plot(t,Y0,t,Y1+Y2);

grid on;
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Fig. 11.14. Raspunsurile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu:
Yo —pentru r=1(t); y| —pentru V,=1(¢).
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Fig. 11.15. Comenczile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu:
¢y —pentru r=1(t); c¢| —pentru V;=1(¢).

(¢) Pentru Ty =1,5 si Ty =0,2, compensatorul dinamic dedicat strict propriu (pe

ambele canale) are functiile de transfer

_(2s+1)(Bs+1)(6s+1)
Gol9)= (155 +1)*
Gy(s)= (2s+1)(65+1)e™*

2(15s5+1)(0,25+1)%

Raspunsurile y(z) si c(t) ale sistemului de reglare la referintd si perturbatie treapta

unitard sunt reprezentate grafic in fig. 11.16, respectiv fig. 11.17. Performantele de
reglare sunt comparabile cu cele obtinute cu compensatorul dinamic dedicat simplu
propriu, dar semnalul de comanda la referinta treapta unitara este mai putin agresiv.
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Fig. 11.16. Raspunsurile sistemului cu compensator dinamic strict propriu:
Yo —pentru r=1(t); y| —pentru V,=1(t).

__________________________________________________

—————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________

40 a0 a0 £

Fig. 11.17. Comenczile sistemului cu compensator dinamic strict propriu:
¢y —pentru r=1(t); ¢| — pentru V;=1(t).

¢ Aplicatia 11.4. Consideram un sistem de reglare dupa perturbatie cu structura
din fig. 11.1 si cu raspunsurile indiciale ale partii fixate din fig. 11.18 (determinate
experimental). Sa se proiecteze:

a) compensatorul de tip static;

b) compensatorul dinamic tipizat cu factorul de magnitudine M (=2 ;

¢) compensatorul dinamic tipizat redus C;.

; s 15 . % a0 g
Fig. 11.18. Raspunsurile indiciale ale partii fixate:
Yo —pentru c=1(t); y; —pentru V,=1(¢).
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Solutie. a) Din fig. 11.18 reiese ca partea fixata a sistemului de reglare are factorii statici
de proportionalitate

(AyO)ﬁnal 2 A j

Compensatorul static are ecuatia ¢=K,r+K;m , unde

-K
1 _l P —1
KO‘KPO‘z - K

Kp, 2
In fig. 11.19 este reprezentat raspunsul yp(¢#) al sistemului de reglare la referintd si
perturbatie treapta unitara, in ipoteza ca procesul are functiile de transfer

26_2S
Ory = s+ 1) Go )

_ (2s+De™
AT (4s+1)(6s+1)°

cu raspunsurile indiciale din fig. 11.18. Deoarece canalul de executie al procesului este
mai rapid decat canalul perturbator (fig. 11.18), actiunea de compensare a efectului
perturbator cu regulator de tip static este mai puternica pe durata regimului tranzitoriu
decat actiunea directa a perturbatiei asupra marimii reglate.

.

-0.4

1] ] 10 15 20 25 aa

Fig. 11.19. Raspunsurile sistemului de reglare cu compensator static:
Yo —pentru r=1(t); y| —pentru V,=1(z).

b) Din raspunsurile indiciale ale partii fixate (fig. 2.18), rezulta:
T -,
( 595 )0 0_ 4,
3
(Tyos =71 _
3

Kpy=2, 7,=2, (Tys)=14, Ty~

0

Kp =1, 1,=4, ([Tg5)=22, T~ 6.

1
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In conformitate cu (19), functiile de transfer tipizate ale procesului sunt:

—70S _ —T15 _
KPOC _26 28 Kple e 28

Or =T " ae1r AT T e

Compensatorul are factorii de proportionalitate

e L1 K
0~ Ao 1— —"A >
Kp, 2 Kp, 2
iar canalul C; al compensatorului are timpul mort
T=7-7y=2.
Alegem constanta de filtrare
Tro=2,

pentru a avea factorul de magnitudine M ,=G(0)/Gy(0)=2.
In conformitate cu (23) si (24), canalul C, al compensatorului are functia de

transfer
Ky(Tps+1)  4s+1
Go(s)= ; -
ros+l 2(2s+])

(cu Tyy=2 pentru a avea factorul de magnitudine M,=Gy(0)/Gy(0)=2), iar canalul C; al

compensatorului are functia de transfer

K(Tys+1)e ™  —(4s+1)e=2s
Gi(s)=—"—+ =
15+l 2(6s+1)

In fig. 11.20 si fig. 11.21 sunt reprezentate respectiv raspunsurile y(¢) si c(f) ale

sistemului de reglare la referinta si perturbatie treapta unitard. Ambele raspunsuri din fig.
11.20 sunt mai bune decat cele din fig. 11.19 realizate cu compensatorul static.

15 : : T T :

s H H H H H
0 5 10 15 20 25 30

Fig. 11.20. Raspunsul sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat:
Yo —pentru r=1(t); y| —pentru V,=1(t).
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Fig. 11.21. Comenczile sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat:
co —pentru r=1(t); ¢ —pentru V,=1(z).

c¢) Deoarece (7;,);>(T;,)q, deci T;>T,, canalul C; al compensatorului are functia
de transfer redusa

_ Kle*TS
G(s)=— ,
Tis+1
unde
1 —
Ki=-3, 7=0-1=2, G=T-Ty=2.
Prin urmare,
_ —_e~2s
G(S)=rri——.
)= 2251

Raspunsurile la perturbatie treapta ale sistemului de reglare cu compensator tipizat redus
(fig. 11.22) sunt comparabile cu cele ale sistemului de reglare cu compensator tipizat
clasic din fig. 11.20 si fig. 11.21.

01 beoonean- LT T - - R T deeaan- PR
AR

0 RREEEEE AT bonsees domeenes SR
R eoeeees bo- Z SEEEREE d-nnee
02} A R N LR L
L N S S e
L St ST S
05 : ' ' ’ ’ »

0 5 10 15 20 25 0 ¢

Fig. 11.22. Raspunsurile sistemuluide reglare cu compensator tipizat redus
pentru V=1(¢).
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11.5. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C11.1. La un SRA dupa perturbatie cu structura din fig. 11.1, elementele partii
fixate au functiile de transfer:

2 -1
GPO:(S+1)(5S+1)(6S+1) ’ GP1:3(2s+1)(4s+1)(6s+1)‘

Sa se proiecteze:

a) compensatorul de tip static;
b) compensatorul dinamic dedicat simplu propriu cu factorul de magnitudine

¢) un compensator de referintd de tip dinamic dedicat strict propriu.

¢ C11.2. Consideram un sistem de reglare dupd perturbatie cu structura din fig.
11.1, unde partea fixata are functiile de transfer:
26_5S _e—3s
“n =@ N g

Sa se proiecteze:
a) compensatorul de tip static;

b) compensatorul dinamic dedicat simplu propriu cu factorii de magnitudine

¢ C11.3. La un SRA dupa perturbatie cu structura din fig. 11.1, elementele partii
fixate au functiile de transfer:
e—2s 1
OPo = B Gt D) 655D ° P T A D) Bs D)

Sa se proiecteze:
a) compensatorul de tip static;

b) compensatorul dinamic dedicat simplu propriu, cu factorii de magnitudine
My=1,5si M,=6.

¢ Cl11.4. La un SRA dupa perturbatie cu structura din fig. 11.1, elementele partii
fixate au functiile de transfer:
26_3S e—6s
OP0= Bsi (657D © TP T35 G5+ D (10541

Sa se proiecteze:

a) compensatorul de tip static;
b) compensatorul dinamic dedicat cu factorul de magnitudine M, =5.
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¢ C11.5. Consideram un sistem de reglare dupa perturbatie cu structura din fig.
11.23, unde partea fixata are raspunsurile indiciale din figura de mai jos. Sa se proiecteze:

a) compensatorul de tip static;

b) compensatorul dinamic tipizat cu factorul de magnitudine M =2 .

) S R

---r---
'
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]
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'
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.

Fig. 11.23. Raspunsurile indiciale ale partii fixate:
Yo —pentru c=1(t); y; —pentru V;=1(¢).
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SISTEME SI ALGORITMI DE REGLARE
DUPA ABATERE

Conform principiului reglarii dupa abatere (efect), sistemul de reglare
sesizeaza valoarea curentd a marimii reglate (de iesire a procesului), o
compard cu valoarea curentd a marimii de referintd si, in urma procesarii
convenabile a erorii (abaterii, diferentei) rezultate, genereazd o comanda
adecvata, transpusa in actiune asupra procesului reglat, in vederea aducerii si
mentinerii marimii reglate in jurul valorii de referinta, indiferent de cauza
care a provocat eroarea (actiunea perturbatiilor asupra procesului si/sau
modificarea marimii de referintd). Compararea directd a marimii reglate cu
marimea de referintd are sens atunci cdnd ambele marimi sunt exprimate
procentual (prin raportare la domeniul de masurare a marimii reglate).

12.1. CARACTERISTICI ALE REGLARII DUPA ABATERE

La sistemele de reglare dupa abatere, aparitia erorii nu poate fi
prevenita, dar actiunea de reducere si eliminare a acesteia incepe in
momentul producerii celei mai mici erori sesizabile, indiferent de cauza care
a provocat eroarea.

Sistemele de reglare dupa abatere sunt sisteme cu structurd inchisa,
deoarece elementul de comanda (regulator) primeste informatie referitoare
la valoarea marimii reglate, deci la efectul actiunii sale asupra procesului
reglat, generand comenzi de autocorectie necesare realizarii unei reglari
sigure §i precise.

Dupa cum marimea reglatd trebuie mentinutd constantd, modificata
dupa un program dinainte cunoscut sau modificatd dupa un program
necunoscut (impus de forma de variatie In timp a unei marimi fizice
exterioare), sistemele de reglare automata pot fi:
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- de stabilizare (cu referinta constantd);

- de reglare dupa program (cu referinta variabild dupa un program dat,
dinainte cunoscut) ;

- de urmarire automata (cu referinta arbitrar variabila).

Omul, cel mai evoluat sistem cunoscut, utilizeaza in mod curent
principiile regldrii dupa abatere si perturbatie. In plus, majoritatea proceselor
interne specifice corpului viu se desfasoard in stransd corelatie cu aceste
doua principii.

In fig. 12.1 este prezentatd schema practica a unui sistem monovariabil
de reglare automata dupa abatere. Dispozitivul de reglare a procesului P este
compus din traductorul T, regulatorul R (care include si elementul de
comparatie) si elementul de executie E, care indeplinesc respectiv functiile
de masurare (mai exact, de transformare, traducere), de comanda si de
executie (actionare).

lv

T

Fig. 12.1. Sistem de reglare automata dupad eroare.

12.2. ALGORITMUL DE REGLARE PID CONTINUU

Regulatoarele clasice (conventionale) genereazd comanda c¢ prin
prelucrarea erorii curente e=r—m (r - semnal de referinta sau “setpoint”,
m - semnal de masurare sau de reactie) dupad cunoscutul algoritm de reglare
PID (de tip proportional-integral-derivativ). In majoritatea cazurilor, algorit-
mul continuu PID este prezentat sub urmatoarea forma improprie

1 de
CZKR(8+TiJéSdt+TdE)+CO’ E=r—m, (1)

in care K, T, si T, sunt parametri de acordare (K, - factor de propor-
tionalitate, 7. - constantd de timp integrala, 7, - constantd de timp
derivativd), iar ¢, este valoarea comenzii la momentul #=0, cind sistemul

de reglare se afla in regim stationar, cu eroarea zero. Caracterul impropriu al
algoritmului este dat de componenta derivativa, care are ordinul de derivare
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a erorii (egal cu 1) mai mare decat ordinul de derivare a marimii de comanda
(egal cu 0).

Intre factorul de proportionalitate K, (de reguld adimensional,
deoarece marimile de intrare si de iesire ale regulatorului unificat sunt
semnale de aceeasi natura fizica si acelasi domeniu de variatie) si banda de
proportionalitate B, (cu care se opereaza uneori in practica) exista relatia
Kp=100/B,. In forma (1) a algoritmului de reglare, factorul de
proportionalitate K, influenteaza in mod egal toate cele trei componente ale
comenzii. Prin modificarea de catre operatorul tehnolog a factorului de
proportionalitate K, se poate obtine o comandd mai puternica (marind pe
K ) sau mai slabd (micsordnd pe K ), mentinand insd ponderea relativa a
celor trei componente P, I s1 D.

Regulatorul PID cu ecuatia (1) are functia de transfer improprie

1
GPID(S)=KR(1+TS+TdS)- (2)

1

Componenta proportionald P, componenta integrald (integratoare) I si
componenta derivativd (derivatoare) D sunt proportionale respectiv cu
eroarea, integrala erorii si derivata erorii (viteza de variatie a erorii). In
realizarea unei reglari performante, un rol important il au intensitatea si

distributia comenzii pe cele trei componente, ambele cerinte putand fi
realizate prin alegerea adecvatd a parametrilor de acordare K, respectiv 7;

st T,. Valorile optime ale acestora sunt dependente de indicele de calitate
ales si de caracteristicile dinamice ale procesului reglat.

Regulatorul poate functiona in starea DIRECT (K,<0) sau in starea
INVERS (K >0). Din ecuatia componentei proportionale,

cp = Kg(r—m)+cy, 3)

rezultd ca in cazul starii DIRECT, cresterea semnalului de masurare m
determind cresterea semnalului de comanda cp. Pentru ca reglarea sd se
desfagoare corect, sensul DIRECT-INVERS al regulatorului trebuie sa fie
opus sensului DIRECT-INVERS al partii fixate (formate din ansamblul

element de executie-proces-traductor); cu alte cuvinte, sensul in bucla de
reglare sa fie INVERS (KyK KK, >0).
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Componenta proportionala este componenta principald a comenzii. Ea
genereazad un efect care se opune in egald masura cresterii si scaderii erorii,
cu atat mai puternic cu cét factorul de proportionalitate K, este mai mare.

La procesele de tip proportional, componenta proportionald a
regulatorului contribuie la reducerea erorii, fara a reusi Insa s-o elimine in
totalitate la sfarsitului regimului tranzitoriu (deoarece, la eroare nula,
componenta proportionald revine mereu la aceeasi valoare, anume valoarea
zero). Gradul de reducere a erorii este insa cu atdt mai mare cu cat factorul
de proportionalitate K, este mai mare.

La sistemele de reglare a parametrilor industriali clasici (debit,
presiune, nivel, temperatura etc.), unde ordinul procesului si gradul de

inertie sunt relativ mari (ca urmare a transferului de masa si energie),
madrirea factorul de proportionalitate K, determind aparitia oscilatiilor in

sistem. Prin urmare, K, nu poate fi ales suficient de mare pentru ca eroarea

stationara sa devina neglijabild. In schimb, la aparatele generatoare de
semnal unificat continuu Tn gama 4...20 mA (care au o structura inchisa, cu
reactie negativd in raport cu semnalul unificat generat), factorul de
proportionalitate al “regulatorului” (de tip amplificator de tensiune) are
valoarea de ordinul miilor, fard a genera oscilatii (deoarece “procesul”,
reprezentat de circuitul rezistiv de iesire al adaptorului, are un raspuns
practic instantaneu, fard inertie). Desi regulatorul este de tip P, semnalul
generat de adaptor este dependent numai de marimea de intrare (cu rol de
referintd), nefiind influentat de valoarea rezistentei de sarcina, deci de

numarul receptoarelor inseriate.

Componenta integrala are caracter persistent, in sensul cd nu-si
inceteaza actiunea de modificare a comenzii decdt atunci cand eroarea
devine zero. In consecintd, rolul principal al componentei integrale este
acela de anulare a erorii, componenta integrald fiind deci complementara
componentei proportionale. Spre deosebire de componenta proportionala,
componenta integrald actioneazd intotdeauna in sensul reducerii valorii
absolute a erorii. Actiunea componentei integrale este lina, fara variatii
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bruste, dar cu atit mai intensd, cu cat constanta de timp integrald 7, este mai

mica §i eroarea mai mare.
Componenta derivativa are caracter anticipativ, deoarece este proporti-

< . _p .. de . . .
onald cu viteza de variatie a erorii e al carei semn si valoare la un anumit
t

moment de timp anticipd evolutia ulterioard a erorii (care va ramane
constantda, va creste sau va sciddea dupa cum viteza este respectiv nula,
pozitiva sau negativda). Componenta derivativd se opune atat cresterii cat si
scaderii erorii (ca si componenta proportionald), cu atdt mai mult cu cat
constanta de timp derivativa 7; este mai mare. In general, prin introducerea
unel componente derivative cu ponderea adecvata se poate Tmbunatati
calitatea operatiei de reglare, cu exceptia situatiilor in care semnalul de
masurare contine zgomot relativ mare.
Datoritd componentei derivative, regulatorul PID descris prin ecuatia
(1) este un element impropriu, deoarece raspunsul componentei derivative la
intrarea £(¢) =1(¢) este de tip impuls Dirac:
de(t)
cp(t)=Kp TdTZKR T,0,(1).
In realitate, componenta derivativa are o constanta de timp de intarziere
(filtrare) T;, iar algoritmul PID are forma simplu proprie

7 dcp N T de
1" TCp=1lag -
dt 1 dt , @)
c:KR(5+Tj(§5dt+cD)+co
cu functia de transfer
1 Tys

La o variatie treapta unitard a erorii, componenta derivativa (cu K,=1) are
expresia
cp®)=kye, 120, (6)

unde k,;=T,/1, reprezintd valoarea initiald (la momentul ¢=0,) a

componentei derivative. Asadar, la momentul 7=0, componenta derivativa
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creste brusc de la valoarea zero la o valoare de k; ori mai mare decét cea a

componentei proportionale, adica

T
CD(O+):kd :_da (7)
L

dupa care descreste exponential si se anuleazd. In aplicatiile practice,
factorul k, trebuie limitat la o valoare mai mica decat 20 (pentru a se evita
amplificarea excesivd a zgomotului din semnalul de masurare si uzura

instalatiei comandate). Timpul de stabilizare a componentei derivative,

Tys = 31, (8)

N

este dat de momentul cind exponentiala e % (cu valoarea initiala 1) atinge
valoarea ¢ ~0.05.
In proiectare, prin fixarea constantei de timp de intirziere 7, la o

valoare constanta (de exemplu, o secundd), prin marirea constantei de timp
derivative T, creste valoarea initiald c¢,(0,)=7,/7, a componentei deriva-

tive la intrare treapta unitard, dar nu si1 timpul de stabilizare T¢5 =37 (fig.
12.2).

ST TATTTTTrTTTTAaT T TSI roT 71

= f----a-----p----°a-----p-----
T S O P I

0 1 2 3 6 !

Fig. 12.2. Raspunsul la eroare treaptd unitard a componentei
derivative ¢, (t) in cazul T, =1.

In cazul mentinerii constante a raportului k; =7, /7, (adicd a setdrii
automate a constantei de timp de intarziere 7, la valoarea T, /k,), prin

madrirea constantel de timp derivative 7; se mentine constantd valoarea
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initiald c,(0,)=k,; a componentei derivative la intrare treaptd unitard, dar
creste timpul de stabilizare 7,5 =37,/ k,; (fig. 12.3).

10

Td:ES

0 5 10 15 ¢

Fig. 12.3. Raspunsul la eroare treaptd unitarda a componentei
derivative cp(t) in cazul k; =10, deci T, =T, /10.

In afara acestor doua variante extreme, exista variante intermediare, la
care mdrirea constantei de timp derivative 7; implica cresterea atat a valorii

initiale cat 1 a timpului de stabilizare a componentei derivative c,(¢). De

exemplu, pentru 7,=,/7,/3 (ambele constante de timp fiind exprimate in

secunde), componenta derivativa la intrare treaptd unitara (fig. 12.4) are
valoarea initiala

ep(0,)=ky =3T;

st timpul de stabilizare

¢

Fig. 12.4. Raspunsul la eroare treaptd unitarda a componentei
derivative cp(t) in cazuli T, = /T, /3.
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Raspunsul indicial al regulatorului PID cu functia de transfer (5),

t Td —t/Tq
ct)=Kp(l+—=+—-—¢ '), 9)
R T Tl

i

este reprezentat grafic in fig. 12.5.

0 : 10 s 7 x Eil
Fig. 12.5. Raspunsul indicial c(t) al regulatorului PID pentru
Kp=1,T,=5,T;=8s1T}=2.

La majoritatea regulatoarelor industriale, algoritmul de reglare are doua
grade de libertate, modul de procesare a semnalului de referinta » fiind usor
diferit de modul de procesare a semnalului de masurare m:

79 o —_p @M
dt dt
(10)

{ .
C:KR(é‘—i-?J.Oté‘dt-l-CD)—FC 0

1

La aceste regulatoare, actiunea componentei derivative are loc numai In
raport cu semnalul de mésurare m, nu si cu semnalul de referinta ». In acest
fel se evita variatiile puternice ale semnalului de comanda la modificarea
bruscd (treaptd) a semnalului de referinta de catre operatorul uman. In
acelasi scop, se poate utiliza un filtru de intirziere a semnalului de referinta,
cu functia de transfer
1

Tes+1°

Gr(s)= (11)

Constanta de timp de filtrare 7} poate fi determinata cu formula
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T
Tr=—5 " (12)

unde T,y este timpul de stabilizare a raspunsului la referintd treaptd al

sistemului de reglare cu 7 =0.

12.3. ALGORITMUL DE REGLARE PID NUMERIC

La regulatoarele numerice, algoritmul de reglare PI are forma
I, =1_,++=¢
A (13)
Ck :KR(gk +Ik)+C0

echivalenta cu

T
Cr :ck—1+KR[(5k_3k_1)+T€k] ) (14)

1
unde ¢, =7, —m;,, T reprezinta perioada de discretizare a timpului (de
esantionare), iar ¢, este valoarea comenzii din regimul MANUAL in

momentul dinaintea comutdrii regulatorului in regim AUTOMAT.
Regulatorul cu ecuatiile cu diferente (13) si (14) are functia de transfer

. Tl
GPI(Z):KR 1+T' 1 N

i l—Z

echivalenta functiei de transfer a discretizatului regulatorului continuu de tip
PI cu functia de transfer

i

1
Gp(s)=Kp (u T—SJ .

Discretizatul regulatorului continuu PID cu functia de transfer (5) are
functia de transfer

T 1 -z
G (2)=Kp|l4 o — ko ———— |, 15
unde

Prin urmare, algoritmul de reglare numeric PID poate fi scris in domeniul
timpului sub forma



466 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA - Teorie si aplicatii

Dy = pyDyy + Kpky (e — &),

T
(P])k:(P])k—l+KR[(gk_‘9k—1)+fgk] . (17)

1

Ca si in cazul algoritmului de reglare (14), modificarea in timpul
regimului AUTOMAT a unui parametru de acordare se realizeaza ,,fard
soc”, adica fara a produce o variatie brusca semnificativa a semnalului de
comanda, indiferent de valoarea curenta a erorii.

Pentru ca si operatia de comutare a regimului MANUAL 1n regim
AUTOMAT sa se realizeze fara soc, aceasta trebuie precedatd de o operatie
de initializare convenabila a variabilelor algoritmului de reglare. Operatia de
initializare constd in fixarea variabilei &, ; la valoarea curentd a erorii, a
variabilelor D,_; si (PI),_, la valoarea zero, iar a variabilei ¢, la valoarea

curentd a comenzii. In aceste conditii, prima valoare a comenzii generate pe
AUTOMAT (la pasul k£ =1) va avea valoarea

T
CIZKRT(C"I-’_CO zCo.
i

Daca eroarea curentd & este nenuld, componenta integrald va interveni in

sensul reducerii i elimindrii erorii, in timp ce componentele proportionald si
derivativa se vor opune reducerii erorii.
Daca variabila ¢,_; este initializata la valoarea zero, atunci

T T,

i h
iar toate cele trei componente ale comenzii actioneaza din primul moment
pentru reducerea si eliminarea erorii ca in cazul in care referinta s-ar fi
modificat brusc, In regim AUTOMAT, de la valoarea zero la valoarea
curenta &.

Pe durata primului interval de esantionare care urmeaza unei modificari
treaptd a referintel, deci a erorii, componenta derivativa este de k; ori mai
mare decat componenta proportionala.

Algoritmul de reglare cu doua grade de libertate (la care componenta
derivativa opereaza numai asupra semnalui de mdsurare) are forma
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Dy = pyDy — Kgky(m —my_y)

(PI), = (PD)s + Kl Gy =)+ 75,1 (18)

1

12.4. ACORDAREA EXPERIMENTALA
A REGULATORULUI PID

In cazul reglarii unui proces fizic de tip proportional, de ordinul doi sau
mai mare, regulatorul este considerat acceptabil proiectat daca timpul de
raspuns al sistemului de reglare la referinta treapta este comparabil cu timpul
de raspuns al procesului la intrare treaptd. In acest caz, regulatorul se
comporta ca un operator uman experimentat care modifica treaptd marimea
de intrare a procesului pentru a aduce marimea de iesire a acestuia la o noua
valoare apriori stabilitd. Calitatea proiectarii regulatorului poate fi
consideratd foarte bund atunci cand timpul de rdaspuns al sistemului de
reglare este redus la jumatate sau mai mult. In acest paragraf vom considera
procesul ca fiind echivalent cu partea fixatd, incluzand deci elementul de
executie si traductorul marimii reglate (fig. 12.6).

L{f
\G’ (s
[y ¥ ¥
Gpis) 3

Cr(=)

Fig. 12.6. Sistem de reglare automata — schema simplificata.

Eroarea stationara produsa prin aplicarea unui semnal treapta la intrare
(referintd sau perturbatie) este nula atunci cand sistemul deschis, cu functia
de transfer G,(s) = GR(s)Gp(s) este de tip integral. Prin urmare, daca
procesul este de tip proportional, este necesar ca regulatorul sa fie de tip
integral, adicad sd contind si o componenta integrala (cazul regulatorului de
tip PI sau PID). Pentru ca eroarea stationard sd fie nuld la intrare rampa
trebuie ca functia de transfer a sistemului deschis sa aiba caracter dublu
integral. Aceasta conditie se impune in cazul proceselor de tip integral (cazul
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reglarii nivelului), la care efectul perturbatiilor asupra marimii reglate este,
de obicei, de tip rampa. Prin utilizarea unui regulator de tip PI (cu
componentd integrald foarte slabd pentru a preveni instalarea regimului
oscilant), sistemul deschis devine dublu integral.

Acordarea experimentala a regulatorului PID la procesele de tip
proportional se poate face pe baza raspunsului y(¢) al partii fixate, aflate
initial Tn regim stationar, la un semnal de intrare c(f) de tip treaptd (prin

modificarea manuala a semnalului de comanda al regulatorului aflat in regim
MANUAL). La procesele cu raspuns indicial marginit si monoton (fard
supradepasire), din graficul raspunsului indicial (fig. 12.7) putem determina
usor factorul de proportionalitate al procesului K ,, timpul de stabilizare

T,ys (dat de momentul in care raspunsul atinge 95 % din valoarea finald) si

timpul mort 7.
Factorul de proportionalitate adimensional al procesului este definit ca
raportul intre variatia totala (finala) a iesirii procesului (4y) ;,,; s variatia

totald a comenzii treaptd (Ac) 4;,,,,, ambele exprimate in procente, adica

KP _ (Ay)final [%] . (19)

(Ac)final [%]

In majoritatea aplicatiilor industriale, factorul de proportionalitate K, are

valoarea cuprinsd intre 1 s1 2 (prin alegerea dimensionala adecvata a
elementului de executie, care sd permitd modificarea iesirii procesului in
plaja 0...100 %).

(8 )

a T Ts05 L

Fig. 12.7. Raspunsul y al partii fixate la modificarea treapta a intrarii c.
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In cazul proceselor stabile de tip proportional cu raspuns indicial fara
supradepasire, pentru stabilirea valorilor initiale ale parametrilor regulato-
rului sunt recomandate relatiile:

Kp=—te T-l9s g (20)
Kp(l+>5) 3..4
Tios

Aceste relatii de acordare pot fi aplicate si la procesele cu raspuns
indicial /4(¢) cu supradepasire (fig. 12.8), prin inlocuirea procesului P cu
procesul P avand raspunsul indicial Z(t) astfel incat Z(t) =h(t) pentru t <t
si Z(t) =h(t)) pentru ¢ >t, unde ¢, este momentul de timp la care raspunsul
are valoarea maxima. La aceste procese, (4Y) finar = Viax $1 Tyo5 =1

De asemenea, relatiile de acordare (20) pot fi aplicate si la procesele de
faza neminima, cu raspunsul indicial A(¢) avand semn opus semnului valorii
finale pe intervalul [0,7,]. La aceste procese, se considerd 7 =#,,.

Valorile parametrilor de acordare ai regulatorului, inclusiv constanta de
timp derivativa 7, pot fi ajustate convenabil pe durata operatiei de reglare,

pentru a se obtine performante superioare.

'ymc:x

Yot

=

£

0

Fig. 12.8. Raspunsul partii fixate la modificarea treaptd a intrarii c .

In cazul proceselor de tip integral, acordarea experimentald a

regulatorului PI se poate face dupa cum urmeaza. Cu regulatorul de tip P (cu
I;=0w s1 T; =0), se alege factorul de proportionalitate K, la o valoare

pentru care raspunsul sistemului de reglare la referinta treapta este monoton
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s1 marginit. Se mareste apoi treptat K, panad la valoarea K, la care, pentru

o variatie treaptd a referintei, raspunsul sistemului prezintd un suprareglaj
mic, de circa 1...2 %. Daca se noteazd cu (Ts), timpul de stabilizare,

parametrii de acordare ai regulatorului PID pot fi determinati cu relatiile:

Desi foarte slaba, componenta integrald a regulatorului asigura o eroare
stationard nuld si in cazul frecvent intdlnit in practicd al perturbatiilor cu

efect de tip rampa asupra marimii reglate (cazul reglarii nivelului).

12.5. SISTEME SPECIALE DE REGLARE CU REGULATOR
DE TIP P

Un caz special de sistem de reglare este acela in care procesul (partea
fixatd) este de ordin redus (unu sau doi), deci prezintd un grad de inertie

foarte mic. Reglarea acestor procese se face, de regula, cu regulatoare simple
de tip proportional (P), avand insa factorul de proportionalitate K, mare, de

ordinul zecilor, sutelor sau chiar miilor. Valoarea ridicatd a lui K, asigura

performante de reglare foarte bune, inclusiv eroare stationara neglijabila.
Reamintim ca in cazul sistemelor de reglare la care procesul are factorul de
proportionalitate K, ~1, eroarea stationard la referintd treaptd unitard este
datd de relatia

1 1
T KK, 1+Kg

(22)

Prin urmare, pentru K =99, eroarea stationard la referinta treaptd unitara
este 0,01. Deoarece, in practica, referinta nu trebuie modificatd brusc cu mai
mult de 10%, eroarea stationard este de 0,1% din domeniul de variatie al

semnalului unificat, adica practic nula. Ea va fi si mai mica pentru valori ale
lui K de ordinul sutelor sau miilor.

Metoda de reglare cu regulator de tip P si factor de proportionalitate
K mare nu poate fi Insd aplicatd in cazul parametrilor industriali clasici

(debit, nivel, presiune, temperaturd, densitate, viscozitate etc.), unde inertia
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si ordinul procesului au valori relativ mari, ca urmare a transferului

important de masa si energie. La reglarea acestor procese, marirea factorului
de proportionalitate K, al regulatorului la valori mai mari ca 1 genereaza,

de regula, un regim oscilant, chiar instabil pentru valori mai mari ale lui Kp.

Pentru a scoate in evidenta aria de aplicabilitate a metodei de reglare cu
regulator de tip P, facem urmatoarea precizare: in cadrul unui sistem de
reglare analogic, cu exceptia traductorului primar (senzor, detector, element
sensibil), toate celelalte elemente din componenta dispozitivului de reglare
(adaptorul generator de semnal unificat, aparatul indicator sau inregistrator
al marimii reglate, regulatorul, convertorul electro-pneumatic si elementul
de executie cu actionare pneumatica) au, de reguld, structura unui sistem de
reglare dupa abatere (cu legatura de reactie negativa), justificatda prin rolul
acestor elemente de a transforma semnalul de intrare intr-un semnal de iesire
mai convenabil din anumite puncte de vedere si care sa fie insensibil la
actiunea factorilor perturbatori. In consecintd, elementele mentionate sunt
proiectate ca subsisteme cu structurd inchisa (de tip SRA), semnalul de
intrare avad rol de “referintd”, iar semnalul de iesire de “marime reglatd”.
De exemplu, in cazul adaptorului generator de semnal unificat 4...20mA,
variatia rezistentei de sarcind la modificarea numarului de elemente
receptoare Inseriate reprezintd o perturbatie extrem de puternica, al carei
efect este practic in totalitate eliminat prin utilizarea ca “regulator” a unui
amplificator de tensiune cu factorul de amplificare de ordinul miilor.
Aparatele analogice indicatoare/inregistratoare au pe calea directd un
amplificator electronic de tensiune cu factorul de amplificare de ordinul
sutelor, iar ansamblul convertor-servomotor pneumatic are pe calea directa
un amplificator pneumatic cu factorul de amplificare de ordinul zecilor. La
regulatoarele analogice cu circuite integrate, fiecare componentda a
algoritmului PID este un subsistem inchis cu reactie negativa avand pe calea
directd un amplificator operational cu factorul de amplificare K, > 10°.

La sistemele de reglare cu regulator de tip P, factorul de
proportionalitate K, al regulatorului se alege cat mai mare posibil, fard a

produce 1nsa oscilatii 1n sistem.
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In figurile 12.9 si 12.10 sunt reprezentate respectiv formele de variatie
ale marimii reglate si semnalului de comanda la referintd treapta unitara in
cazul unui sistem de reglare avand partea fixata cu functia de transfer

1
Cr )= By T 10015 1 1)

si regulatorul de tip P cu K, =10 s1 K, =100.

¥
b
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Fig. 12.10. Variatia semnalului de comanda c(t) la referinta treaptd unitara.

12.6. SISTEME DE REGLARE BIPOZITIONALA

Intr-un sistem de reglare bipozitionala, semnalul de comanda generat de
regulator in urma procesarii abaterii are doua valori distincte, notate
conventional cu 0 si 1. Caracteristica staticd a regulatorului bipozitional este
de tip releu cu histerezis, valoarea histerezisului fiind 2a in cazul
caracteristicii din fig. 12.11. Semnalul de comandda ¢ comutad din 0 in 1
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cand eroarea ¢ creste atingand valoarea a, respectiv din 1 in 0 cand eroarea
¢ scade atingand valoarea —a.

Marimea reglata a unui sistem bipozitional oscileaza (nesinusoidal) in
jurul valorii de referintd, amplitudinea oscilatiilor fiind egala sau mai mare
decat valoarea semihisterezisului a. Cand partea fixata a sistemului de
reglare este de ordinul unu (fara inertie), amplitudinea oscilatiilor este egala
cu a. Cand partea fixata este de ordinul doi sau mai mare, amplitudinea
oscilatiilor depdseste valoarea semihisterezisului a, cu atat mai mult cu cat
inertia procesului este mai mare.

e 8
&
—
o S— -
- D_}.:;r E=r-y

Fig. 12.11. Caracteristica statica a regulatorului bipozitional.

In figurile 12.12, 12.13 1 12.14 sunt reprezentate raspunsurile la
referinta treaptd unitara ale sistemului de reglare bipozitionald a unui proces
cu inertie, in conditiile utilizdrii unui regulator cu valoarea semihistere-
zisului a respectiv pozitiva, nuld si negativa. In toate cazurile, comanda ¢
comutd din 1 in 0 in momentele cdnd marimea reglata y creste si atinge

valoarea r+a, iar din 0 in 1 - In momentele cand marimea reglata scade la
valoarea r —a.

1.4

1.12 . )?’--\-\-— é /-\--\:-' /:{ét\“ ';{\;___
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Fig. 12.12. Raspunsurile indiciale y $i ¢ ale unui sistem de reglare bipozitional
cua=0,1.
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Fig. 12.13. Raspunsurile indiciale y si ¢ ale unui sistem de reglare bipozitional
cu a=0.
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Fig. 12.14. Raspunsurile indiciale y si ¢ ale unui sistem de reglare bipozitional
cu a=-0,04.

Prin scaderea valorii histerezisului regulatortului, amplitudinea osci-
latiilor marimii reglate scade, iar frecventa de comutare a comenzii creste. In
practica, existd multe exemple in care se utilizeaza regulatoare bipozitionale
cu histerezis relativ mare pentru a avea o frecventd mica de comutare a
comenzii (cazul regldrii bipozitionale a temperaturii in interiorul unui
frigider, la care operatiile de pornire-oprire a agregatului frigorific sunt
generatoare de uzurd mecanicd si electricd). Variantele de reglare cu
histerezis zero sau negativ nu sunt aplicabile la procesele cu inertie
neglijabila.

In locul variantei cu histerezis negativ se poate utiliza o variantd cu
efect similar, la care regulatorul bipozitional (cu histerezis foarte mic sau
zero) contine pe intrarea de reactie un element de avans de ordinul unu (fig.
12.15) cu functia de transfer
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I,s+1

Gy(s) = m )

T,<T1,. (23)

Pentru o valoare fixata a constantei de timp de intarziere 7, (suficient de

mica pentru a nu Intirzia transmiterea informatiei de masurare la regulator),
valoarea avansului semnalul de avans y, in raport cu semnalul de masurare

¥ este cu atdt mai mare cu cat constanta de timp de avans 7, este mai mare.

Pentru histerezis zero, comutarea comenzii regulatorului are loc in
momentul in care semnalul de avans y, atinge valoarea marimii de referinta
(fig. 12.16). Deoarece semnalul y, este defazat inaintea semnalului y,
comutarea comenzii se efectueaza in avans, adica inainte ca semnalul de
masurare s atinga valoarea marimii de referinta.

La regulatoarele cu histerezis negativ si la cele cu element de avans pe
calea de reactie, histerezisul si avansul trebuie limitate ca valoare pentru ca
oscilatiile sa aiba loc 1n jurul marimii de referinta.

—

0
l

Td.5'+1
Tetl

EY

¥

Fig. 12.15. Regulator bipozitional cu element de avans pe intrarea de reactie.
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Fig. 12.16. Raspunsurile indiciale y si ¢ ale unui sistem de reglare bipozitional cu

element de avans pe calea de reactie.
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Observatie. Algoritmii de comandd bipozitionali sunt utilizati atunci
cand elementul de executie are numai doud stdri distincte de functionare
(robinet inchis-deschis, contact electric inchis-deschis, agregat frigorific sau
de incalzire pornit-oprit etc.), mai ales in cazul proceselor cu histerezis
relativ mare, la care eficienta algoritmilor continui este redusd. In aceste
ultime cazuri pot fi totusi utlizate si regulatoare continue (tip PID, de
exemplu), conectate in paralel cu un generator de semnal periodic
dreptunghiular cu valoarea medie nuld, avand amplitudinea comparabila cu
valoarea histerezisului procesului si perioada comparabild cu timpul de
stabilizare al raspunsului indicial al procesului.

12.7. ALGORITMI DE REGLARE CU PREDICTIE

Algoritmii de reglare cu predictie au fost descoperiti, cercetati si
implementati pentru prima oard in reglarea unor procese industriale din
rafindrii 1 centrale de producere a energiei electrice, la sfarsitul anilor 1970,
odatd cu dezvoltarea tehnicii si mijloacelor moderne de calcul numeric.
Metodologia reglarii predictive presupune efectuarea, la fiecare moment de
esantionare, a unui numar relativ mare de calcule pentru determinarea
comenzii optimale, care va fi mentinuta constanta pana la urmatorul moment
de esantionare. Conceptul de reglare cu predictie (predictiva) are la baza
cunoasterea cat mai exacta a modelului dinamic al procesului reglat (mai
exact al partii fixate P, formata din ansamblul element de executie-proces-
traductor - fig. 12.17) si a restrictillor impuse marimii de comanda si
marimii reglate.

lv

Fig. 12.17. Schema bloc a sistemului de reglare

Performantele reglarii sunt superioare atunci cand se cunoaste apriori
modul de evolutie In timp a marimii de referintd si a unor marimi
perturbatoare. Dacd traiectoriile de evolutie a referintei si perturbatiilor nu
sunt cunoscute apriori, atunci se considera ca acestea se mentin in continuare
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constante, la valorile curente. Principalele dezavantaje sunt legate de
complexitatea calculelor (deci de dificultatea aplicdrii metodei la sistemele
cu dinamica rapidd) si de faptul ca performantele reglarii sunt puternic
dependente de acuratetea modelului matematic al procesului.

12.7.1. Caracteristici generale

Metodologia reglarii cu predictie bazata pe model, cunoscutd sub
denumirea MPC (Model Predictive Control) are urmatoarele caracteristici
principale:

a) cunoasterea cat mai exactd a modelului dinamic al discretizatului
procesului reglat (cu perioada de esantionare 7'), care sa permitd estimarea
(predictia) raspunsului procesului reglat pe orizontul de timp

[0,NT], (24)

numit orizont de predictie a iesirii, pe baza valorilor anterioare ale marimii
de iesire a procesului si a valorilor anterioare si viitoare (pe orizontul de
predictie) ale marimii de intrare (comandd) a procesului si marimii
perturbatoare (daca este posibil) - fig. 12.18;

b) elaborarea, pe orizontul de timp al iesirii, a unui semnal de comanda
tip scard (constant pe fiecare interval de esantionare), caracterizat prin
secventa de comenzi viitoare

{ug, Uy, .o, Uy}, (25)

care sd asigure evolutia optimala a procesului reglat pe orizontul de timp
considerat, caracterizatd printr-o abatere micd a marimii reglate fatd de
traiectoria de referintd si, In acelasi timp, un consum energetic redus,
inclusiv cu respectarea unor restrictii impuse semnalului de comadad si
marimii reglate;

c) implementarea efectivd numai a primului element u,, al secventei de
comenzi optimale calculate, cu reluarea intregului procedeu la momentul de
esantionare urmator (reglare cu orizont alunecator);

d) adoptarea procedeului blocking, de blocare a comenzii ipotetice (25)
pe ultima portiune a orizontului de predictie, pentru simplificarea
algoritmului de reglare — fig. 12.18.
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In cadrul procedeului de blocare, comanda ipotetica este mentinuta liber
pe primele M perioade de esantionare din cele N ale orizontului de
predictie si este blocatd pe celelalte N — M perioade de esantionare la ultima

valoare liberd. Asadar, numarul de valori distincte ale comenzii pe orizontul
de predictie a iesirii este M . Intervalul [0, M] 1n care comanda este libera

se numeste orizontul comenczii libere.
Secventa de N comenzi ipotetice care acoperd intregul orizont de
predictie a iesirii are forma
Uy Uy ooy Upg 15Uy qseees Upg_1}s (26)
adica
{uy, uy, y,..., Uy} pentru M =1,
{ug, u, uy,...,u;}  pentru M =2,

{uy, u,, u,,...,u,} pentru M =3.

Fig. 12.18. Evolutia in timp a marimilor de comandd, de referinta si de iegire:
{.. u_3,u_y, u_;}- secventa de comenzi anterioare;

{ug, uy, ..., uy_} - secventa de comenzi viitoare estimate optimal,
{oos Y3, Yoo, Vo1, Vo) - Secventa de iesiri mdsurate;
V> Y2s ..., Yy} - Secventa de iesiri viitoare estimate optimal,

OP - orizontul de predictie a iegirii:
OC - orizontul de predictie a comenczii libere.

La reglarea proceselor fizice de tip proportional, pentru orizontul de
predictie a iesirii se recomanda o valoare aproximativ egald cu timpul de
stabilizare al raspunsului indicial al procesului. Alegand o valoare sensibil
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mai micd a orizontului de predictie, sistemul de reglare devine oscilant
amortizat sau chiar oscilant crescdtor (instabil). Uneori, pentru evitarea
efectului variatiilor mari si bruste (de tip treaptd) ale referintei, se utilizeaza
un filtru de intarziere de ordinul unu.

In continuare vom considera perioada de esantionare 7 =1, cand
lungimea orizontului de predictie este egala cu N .

Determinarea comenzii optimale pe orizontul de predictie a iesirii se
realizeaza prin minimizarea unui criteriu patratic de forma

Jzi (wj—f/j)2 + M g—u_ )2+ =)+ -y~ )], (27)
=

1n care

{ug, uy, ..., u,,_,} este secventa de comenzi incrementale libere aplicate
ipotetic pe orizontul comenzii libere;

{1 Vsre.» Yy} - secventa de valori ipotetice ale iesirii procesului pe
orizontul de predictie a iesirii, estimate pe baza modelului procesului, pe
baza valorilor anterioare ale iesirii procesului si a valorilor anterioare si
viitoare ale comenzii u si perturbatiei masurate v;

W, w,,...,wy} - secventa de valori viitoare ale referinter mdrimii
reglate;

N - orizontul de predictie a iesirii;

M - orizontul de predictie a comenzii libere;

A - factorul de ponderare a variatiilor comenzii incrementale.

Prin marirea factorului de ponderare A se limiteaza variatia (incrementul)
comenzii optimale, obtindndu-se un consum energetic mai redus §i un
comportament mai robust al sistemului reglat.

12.7.2. Calculul predictiv al iesirii

Determinarea secventei {J,, ,,..., ¥} cu valorile ipotetice viitoare ale

iesirii procesului se poate realiza pe baza modelului discretizatului
procesului continuu. Sa presupunem ca modelul discretizatului procesului
(fara luarea in consideratie a perturbatiilor si a zgomotului de masurare) are
forma generala

Yitayyiat o +a, Vi, =buy +bjuy o+ - by, (28)

Vom considera ca momentul curent este k=0 si vom utiliza notatiile
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AY=y=Yia
Au=u,~u, .

Din (28) rezulta ca valoarea incrementald a iesirii la momentul j (1</<N)
in raport de valorile incrementale anterioare ale intrarii si iesirii este data de
relatia

Ay =YbAu, ~Yady,,, 1<j<N. (29)
i=1 i=1

Prin urmare, tindnd seama de (26), iesirea estimata

JA’:{JA’p)A’za---a)A’N}

reprezinta raspunsul discretizatului procesului pentru secventa de intrare cu
N+r componente

u={u_},,u_r+1, cee ,u_l, uo, ul""’uM—l’ e ’uM—l}
s1 valorile anterioare masurate y_, ., V_,.2, ... , ), ale iesirii.

Iesirea estimati y contine doud componente, componenta liberd y si

componenta fortatd y, adica
y=y+y. (30)
Componenta libera y={y,,y,,...,yy} a lesiril estimate este raspunsul
modelului (28) al procesului pentru valorile anterioare
Yontis Vongas o5 )0
ale iesirii masurate si comanda din fig. 12.19 cu » + N componente
U={U_ Uy ey Uy Uy e Uy}

(constantd pentru ¢>-1, adicd Au, =0, Au; =0, ..., Au,_,=0).

£
1 42 gley g g uy i
|_|_|_||_""-|""-|'""T""T """ LI
:—| : : I Lo : :
I I N O A O
3-2-1001 2 3 4 Mo

Fig. 12.19. Evolutia in timp a comenzii pentru iesirea libera.
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In conformitate cu (29), rezultd urmatoarea relatie de calcul al valorilor
componentei libere a iesirii estimate

14 n
Vi=ya+ > biAuj_i—Zaiij_i , I<j<N. 31)
i=j+1 i=1

Forma diferentiald a relatiilor (31) asigurd o bund compensare a efectului
diverselor perturbatii asupra componentei libere a iesirii estimate. In acest
fel, algoritmul de reglare cu predictie reuseste sa anuleze eroarea dintre
marimea reglatd si marimea de referinta in conditiile actiunii perturbatiilor
de tip treapta.

Inaintea trecerii regulatorului din starea MANUAL in starea
AUTOMAT, componentele anterioare ale comenzii wu_,,u_, ..., U_;

trebuie initializate la valoarea curentda a comenzii, iar componentele
anterioare ale iesirii y_,., V_,.2,..., Vo trebuie initializate la valoarea

curentd a iesirii. In regim AUTOMAT, la inceputul unui pas de calcul, se
initializeaza y, cu valoarea curentd masuratd a iesirii, iar dupa efectuarea

calculului comenzii, se efectueazd translatarea spre stdnga a secventel
fu_,.,u_,y,...,u_;} si inlocuirea componentei u_; cu valoarea calculata
a comenzii, precum $i translatarea spre stdnga a secventel
s Yoo Vol -

In cazul particular al procesului continuu cu functia de transfer

KP.e_TmS

GP(S):W , (32)

discretizatul cu perioada T are functia de transfer

K p(1-pyz="
l-pz~!

Gp(2)= (33)

si ecuatia cu diferente

Vi—PYVia=K p(l_p)uk—m—l )

unde m este partea intreagd a raportului 2 si p=e7/Ti, Componenta

libera se calculeaza cu relatiile
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Y=YtV ja=y )+ K ,(=p) W=ty ), 1SjSm,
Y=Y atp(Va=y;), mH<jSN.

Cei trei parametri ai procesului de ordinul unu si cu timp mort pot fi usor
determinati pe cale experimentald, din raspunsul la intrare treapta al
procesului, aflat initial Tn regim stationar. Majoritatea aplicatiilor practice
realizate pe baza acestui model al procesului sunt relativ simple, robuste si
suficient de precise.

Componenta fortata y={y,, y,,...,yy} a iesirii estimate este raspunsul

discretizatului procesului pentru comanda cu »+ N componente
u=u—u={0,0,...,0,uy—u_, u—U_p,..., Uy —U_1, Uy —U_qpeeesUy, —U_ ),

adicd raspunsul fortat (din regim initial stationar) la secventa de comenzi
incrementale pe orizontul de predictie al iesirii

{Auy, Auy, ..., Auy, |,0,...,0}.

Din principul superpozitiei, rezulta

N h 0 - 0 Au,
O (. 64)
)~’N hy hyy o hy gl Auy,

adica

unde {A,h,,...,h,} este secventa valorilor rdaspunsului indicial A(f) la
momentele de timp 1,2,..., N, iar

b2 h 0 - 0 Au,
e L S
)N/N hy hyy o By Auy

In conformitate cu relatiile (30) si (35), iesirea estimata pe orizontul de
predictie poate fi scrisd sub forma vectorial-matriceala astfel:
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y=y+Hi. (36)

Valorile raspunsului indicial pot fi determinate experimental sau
analitic, pe baza modelului (28) al discretizatului procesului, cu relatiile

Ul )
h]:Zbl_zath_l N jzl, 2,...,N, (37)
=l =l
unde 7;=min{j,r} si i,=min{j,n}. In cazul particular al procesului de
ordinul unu si cu timp mort (32), raspunsul indicial are valorile
h;=0, j=L2,...m,
hj:Kp[(l—e‘(f‘m)T/Tl], j=m+l,...,N.

12.7.3. Calculul comenzii optimale

Definim vectorul erorii libere ca diferenta dintre vectorul N-
dimensional al referintei marimii reglate si vectorul N-dimensional al
marimii reglate libere estimate pe orizontul de predictie, adica

W= €
W=V | | €

e=w—y=
WNTVN] LeNn
Tinand seama de expresia vectorial-matriceald (36) a iesirii estimate pe
orizontul de predictie, indicele de performanta (27) poate fi scris, succesiv,
astfel:

J=w—y-Hu)" (w—y-Hu)+Au"u,
J=(e—-Hu)"(e-Hu)+Au"u,
J=(e"-u"H")(e-Hu)+Au"u,

J=u"(H"H+A1,, ) u-u" H e—e" Hu+e'e.

Solutia optimala se obtine prin anularea derivatelor indicelui de
performatd J 1in raport cu comanda ipotetica u. Din

oJ ~
?:2(HTH+/1 IM)u—2HTe=0 ,
u
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obtinem comanda optimala

uoptz(HTH+/IIM)_1HTe. (38)

In cazul cel mai simplu M=l, cand wu,, =Auj=u,—u_, si

opt
HT={h h,--hy], din relatia (38) obtinem algoritmul de reglare cu predictie
Uy=u_ ,

O B2 eh2 4 rhR 4

(39)

unde {h,h,,...,h,} este secventa valorilor raspunsului indicial A(f) al
procesului la momentele de timp 1,2, ..., N ale orizontului de predictie a
lesirii, iar

e]:w]—y] . ]:l, 2, ey N 5 (40)

sunt valorile erorii libere pe orizontul de predictie a iesirii (estimate pe baza

modelului procesului), unde w; sunt valorile marimii de referinta

(considerate egale cu w, in cazul In care nu se cunoaste traiectoria de
referintd viitoare), iar y; sunt valorile estimate ale iesirii /ibere (considerand

cd valorile viitoare u,u,,...,u,_; ale comenzii sunt constante si egale cu
u_,,adicd Au,=0, Au,=0, ..., Au, =0).

Alegerea parametrului (de acordare) A se efectueazd pe cale
experimentald, in timpul desfasurarii operatiei de reglare.

Algoritmul cu predictie (39) poate fi utilizat In practicd sub forma
normalizata

2, 12 2 >

hl +h2+"'+hN

uy=u_,+K, (41)
in care K, este factorul de proportionalitate acordabil (cu valori subunitare)
al regulatorului. In (39) si (41), valorile /; ale functiei indiciale a procesului
sunt adimensionale, iar valoarea curentd calculatd a comenzii u,, valoarea
anterioard a comenzii u_; si valorile e; ale erorii (abaterii) sunt exprimate in

procente. In cazul determindrii experimentale a functiei indiciale a
procesului, valorile adimensionale /; ale functiei indiciale se obtin prin

raportarea valorilor procentuale ale marimii reglate la valoarea procentuald a
variatiei treapta a semnalului de comanda.
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Relatiile de calcul al comenzii la momentul curent se incadreaza in
forma generala

uy=u_,+ Kp(ke, + ke, +---+kyey), (42)

care evidentiaza caracterul integrator al algoritmului de comanda in raport
cu erorile de reglare estimate in fiecare punct al orizontului de predictie. La

procesele cu raspuns indicial crescator, asa cum reiese si din (39) si (41),

ponderea in comanda a erorii libere e; estimate la momentul j este cu atat

mai mare cu cat momentul respectiv este mai indepartat de momentul curent.

Orizontul de predictie a comenzii M se alege de reguld mic (1, 2 sau
3), deoarece o valoare mai mare creste volumul de calcul, fara a mari
semnificativ calitatea reglarii. In ceea ce priveste alegerea orizontului de
predictie a iesirii N, acesta trebuie sd acopere partea semnificativd a
regimului tranzitoriu al procesului (inclusiv partea cu timp mort), fara a
scadea sub jumatatea timpului de stabilizare a raspunsului indicial.

uo 1= =
U Auy | | u—u,

In cazul M =2, cand

si
h 0
e h
hN hN—l

din (38) obtinem algoritmul de reglare

he+(h,—a h)e,+---+(hy—ahy_ ey
A-aB ’

(43)

Uy=u_+
unde
A=h2+h3+---+h3+A, B=hh,+hh++hy hy,

B
R A

In cazul in care consideram comanda constantd pe primele k perioade
si pe ultimele N—k perioade ale orizontului de predictie, relatia matriceal-
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vectoriald (34) care exprima componenta fortatd a raspunsului procesului are

forma

[ 0]
||k 0

j;k = hk 0 [Auo}
: Au,,
J’1f+1 h1f+1 }fl

_j;N_ _hN hN—k_

iar din (38) obtinem algoritmul de reglare

Uy=U_+ he+--- +hk€k+(hk+1_aAh_1§gl+ o Hhy—ahy ey , (44)

unde
A=hP+h3+---+h3+A,

B=hhy +hyhy ot +hy hy,

B
o= .
hE+h3+---+h%  +2

Pentru k=1, se obtine algoritmul de reglare corespunzator cazului M=2, iar
pentru k=2, rezulta

N he+hye,+H(h,—a h)es+---+Hhy—ahy_,)ey

u0=u_1 T A—aB (45)

b

unde
A=h}+hi+---+h3+A,
B=hhy+hh+-+hy ,h,,

B
a_hf+h§+-~+h§4+i'

Ca si 1n cazul algoritmului de tip PID, adaugarea unui bloc de filtrare a
marimii de referintd reduce variatia initiald a comenzii la modificarea treapta

a referintei.
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12.8. ALGORITMI DE REGLARE CU MODEL INTERN

12.8.1. Caracteristici generale ale reglarii cu model intern

La reglarea cu model intern (IMC — Internal Model Control), sistemul
de reglare Incorporeaza in structura regulatorului, intr-o forma explicita, un
model M al procesului P, de tip proportional si stabil. In cele ce urmeaza,
procesul P va reprezenta partea fixatd (compusa din elementul de executie,
procesul propriu-zis §i traductorul marimii reglate), sau partea fixata
compensatd (prin introducerea unei legdturi locale de reactie, de tip pur
proportional, pentru transformarea proceselor instabile sau de tip integral in
procese stabile, de tip proportional).

In ipoteza unui model liniar perfect, deci cu G,,(s) = G,(s), din schema
bloc a sistemului de reglare cu model intern (fig. 12.20) rezultd ca la
modificarea semnalului de referintd » s1 a semnalului perturbator Vv,
semnalul de pe calea de reactie este egal cu V ; in consecinta,

C(s) = Gg (S)[R(s) =V (9)], (46)
Y(5) = Gp(s)C(s) +V () = Gy ()G (S)[R(5) =V ()] + V (s),
deci
Y(s) = Gy ()G (R(s) +[1 = Gy (5)Gp () IV (5) (47)
unde Gp(s) este functia de transfer a regulatorului intern. Proiectand

regulatorul intern astfel incat sd aibd functia de transfer egald cu inversa
functiei de transfer a modelului procesului, adica Gp (s) = G,,(s), din (47)
rezultd Y(s) = R(s), deci y(¢t)=r(t) oricare ar fi timpul ¢, referinta r(¢) si
perturbatia V(7).

L]

7 &R0 16

Fyel5)

Fig. 12.20. Schema bloc a sistemului de reglare cu model intern.
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Proprietatea de mai sus se mentine §i in cazul general al unui model
imperfect. Astfel, pentru GRi(S):G;j(s), functia de transfer a sistemului

inchis

Gyp(s) = ]

I+~ -G,6) =~
GRZ.(S) Cu P( s)

devine Gy,(s)=1, deci y(¢t)=r(t) oricare ar fi referinta r(f). Putem astfel

formula

e Teorema reglarii perfecte. Daca functia de transfer a regulatorului
intern este inversa functiei de transfer a modelului procesului, adica

Cr ()_Gl()

atunci se realizeaza conditia ideald de reglare
y()=r(?)

oricare ar fi referinta r(t) si perturbatia V(t).

(48)

In realitate, modelul unui proces dinamic cu intarziere si inertie nu este
perfect inversabil, ci doar intr-o formd aproximativd. Astfel, in cazul
modelului cu functia de transfer
-7

uS

K
G, ()= (—+l)2 (49)

(strict proprie si cu timp mort), inversa exactd a functiei de transfer
(T, +1)?e

Ky

G;ll (s)=

este improprie (cu partea rationald avand gradul numaratorului mai mare
decat gradul numitorului) i necauzala (cu timp mort negativ). In general,
proiectarea regulatorului intern printr-o inversare cat mai exacta a functiei de
transfer a modelului nu este recomandata deoarece implica generarea unor
semnale de comandd ‘‘ascutite”, cu forma apropiata de cea a impulsului
Dirac. In practica, se evita utilizarea unor astfel de semnale de comanda,
care pot produce efecte colaterale negative (amplificare excesiva a
zgomotului, consum energetic sporit, uzurda ridicatd, regim periculos de
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functionare a instalatiei tehnologice, reducerea calitatii produsului finit etc.).
In consecintd, pentru a se obtine performante de reglare ridicate se impune
utilizarea unui model matematic cat mai precis.

e Proprietatea erorii stationare nule. La reglarea unui proces liniar de
tip proportional, daca factorul static de proportionalitate al regulatorului
intern este egal cu inversul factorului static de proportionalitate al modelu-
lui, adica Ky =1/ K, , sau echivalent

G (0)=1/G(0), (50)
atunci regulatorul global este de tip integral.

Demonstrarea acestei proprietati se poate face pe baza schemei bloc
echivalente din fig. 12.21, in care regulatorul global R contine o bucla
inchisa cu reactie pozitiva avand pe calea directa regulatorul intern R;, iar pe
calea de reactie modelul M al procesului. Functia de transfer a regulatorului
R are expresia

GR,-(S)
1= Gg,(5)Gp(s)

Deoarece 1-Gg (0)G),(0) =0, regulatorul R are un pol in origine, deci este

Gr(s) = (1)

de tip integral.

Daca relatia (50) este satisfacuta si sistemul de reglare este stabil, atunci
eroarea stationara este nuld la referinta si perturbatie treapta, indiferent de
gradul de acuratete a modelului procesului.

Tn(s) + —

Fig. 12.21. Schema bloc echivalenta a sistemului de reglare cu model intern.

e Proprietatea comenzii treaptd. La reglarea unui proces liniar de tip
proportional, daca modelul este perfect si regulatorul intern este de tip
static cu functia de transfer



490 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA - Teorie si aplicatii

Gr(s)=1/Ky, (52)

atunci semnalul de comanda c(t) la referinta treapta unitara are forma unei

trepte cu magnitudinea 1/K, .

Intr-adevar, daca modelul este perfect, in conformitate cu (46), avem:

€)= Gy (R(G) = RS).

M

Prin urmare, pentru referinta treapta unitara, rezulta
1 1
ct)y=—-rt)=—1().
0= rO=710

In ipoteza modelului perfect, in conformitate cu proprietatea comenzii
treaptd, regulatorul intern cu functia de transfer (52) genereazd semnal de
comandd asa cum face un operator uman experimentat care, dorind sa
schimbe valoarea marimii reglate, modificad brusc (treaptd) semnalul de
comanda exact cu valoarea necesara. In acest fel, raspunsul sistemului de
reglare la referinta treapta are forma proportionalda cu cea a raspunsului
indicial al procesului. Pe baza acestui rationament, putem considera ca un
sistem de reglare al unui proces fizic de tip proportional este bine proiectat
dacd timpul de raspuns al acestuia la referinta treaptd este comparabil cu cel
al raspunsului indicial al procesului. In general, calitatea reglarii devine si
mai buna prin reducerea timpul de raspuns al sistemului sub cel al
procesului. Proprietatea comenzii treaptd poate fi valorificatd pentru
verificarea §i corectarea parametrilor modelului procesului in timpul
functionarii sistemului de reglare in regim automat. In conditiile (52), modul
in care semnalul de comanda la referintd treapta se abate de la forma de
treapta oferd informatie utila referitoare la acuratetea modelului procesului si
a parametrilor acestuia.

o Proprietatea raportului de magnitudine a comenzii. La reglarea

stabila a unui process liniar de tip proportional §i cu intarziere stricta, daca
Ky=Kp si

1 K
Gy (0) = K Gy, (0) = K (53)
M M

unde K este factorul de acordare al regulatorului (cu valoarea standard 1),
atunci semnalul de comanda c(t) la referinta treapta unitara are valoarea

initiala de K ori mai mare decdt valoarea finala, adica
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c(0-)
=K
(o)

(54)

Pentru demonstrarea acestei proprietdtii, plecam de la urméitoarea
observatie: Deoarece procesul si modelul acestuia sunt subsisteme cu
intarziere strictd, deci avand raspunsul indicial cu valoarea initiala zero (la
momentul #=0, }, raspunsul c(¢r) la referintd treaptd unitard are valoarea

initiala egald cu valoarea initiald a raspunsului indicial al regulatorului intern
(fig. 12.20 sau fig. 12.21), adica

c(0+) = Gy ().

Pe de alta parte, conform proprietatii erorii stationare nule, marimea reglata
se stabilizeaza la valoarea y(o0)=1 pentru referintd treaptd unitard; in

consecinta, avem

(o0) = ye) 1
K, K,
deci
C(O+) _ . K _
@_KPGR,-(OO)_KP K—M—K

In conformitate cu proprietatea raportului de magnitudine, prin setarea
unei valori mai mari a factorului de acordare K se obtine, ca si in cazul
regulatorului PID, o crestere a valorii initiale a semnalului de comanda
generat de regulator, deci o reducere a timpului de stabilizare a raspunsului
indicial al sistemului de reglare in conditiile mentinerii suprareglajului sub
limita admisa.

Remarca 1. Din cele prezentate reiese faptul ca pentru asigurarea unei
reglari performante trebuie satisfacute trei conditii:

a) modelul M sa descrie cat mai exact dinamica procesului P;

b) factorul de proportionalitate static al regulatorului intern R; sa fie
egal cu inversul factorului de proportionalitate static al modelului M;

c) functia de transfer a regulatorului intern R; sd aproximeze rezonabil
inversa functiei de transfer a modelului procesului (fara a se forta impunerea
uneti precizii de aproximare ridicate).

Remarca 2. Metoda de reglare cu model intern poate fi extinsd la
procesele de tip integral si la unele procese instabile, prin transformarea
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acestora 1n subsisteme compensate stabile si de tip proportional, cu ajutorul
unei legaturi de reactie locald de tip pur proportional.

12.8.2. Algoritm de reglare IMC cu model si regulator intern
de ordinul doi

Modelul de ordinul doi cu functia de transfer
K, e v’

(55)
cu ambele constante de timp de intarziere egale si cu timp mort este adecvat
reglarii proceselor liniare de tip proportional, cu raspuns indicial monoton si
marginit. Un model de ordinul unu este prea simplu pentru a pune in
evidenta inertia procesului reglat, iar un model de ordinul doi cu constante
de timp diferite sau un model de ordin mai mare decat doi sunt prea
complicate si nu aduc, de reguld, avantaje semnificative.

Cei trei parametri ai modelului (55) pot fi determinati experimental, din
raspunsul la intrare treaptd al procesului. Constanta de timp T, , se
calculeaza cu relatia

Tsos = Ti

Ty = ——> = 56
M2 4,74 s ( )

in care Ty, este timpul de stabilizare a raspunsului procesului (la 95% din

valoarea finald). Expresia constantei de timp 7, , rezultd din egalitatea
Wz, +4.74T, )
y()

unde y(¢) este raspunsul indicial al modelului (55). Reamintim ca factorul

~ 0,95,

static adimensional de proportionalitate al procesului K, se determina
experimental cu relatia (19).

O functie de transfer rationald improprie poate fi aproximatda cu una
proprie (de reguld, simplu proprie) prin introducerea unor poli negativi
suplimentari, deci a unor constante de timp de intarziere (filtrare) pozitive si
de valoare relativ mica, iar o functie de transfer necauzala, cu timp mort
negativ, poate fi aproximata (in modul cel mai simplu) cu una cauzald prin
eliminarea timpului mort. In consecinta, functia de transfer a regulatorului
intern, obtinutad prin inversarea aproximativa a functiei de transfer (55) a
modelului procesului, are forma
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2
_ (T, +1)

Ky T o -

Gy (9)

unde T, este o constantd de timp dubla de filtrare (de regula, mai mica sau
egalacu 7} ,).
Constanta de timp T reprezintd principalul parametru de acordare al

regulatorului. Din considerente de ordin practic, se recomandd insa
introducerea notatiei

VK=12, (58)

&
prin care factorul de proportionalitate adimensional K (cu valoarea standard

1) devine principalul factor de acordare al reglatorului. Astfel, regulatorul
intern are functia de transfer

(T, s+1)°
G = (59)
K | M2541
M\JK
. 1 K :
care satisface conditille G, (0)=——, Ggp(©)=——, precum si
' Ky ' Ky

1 e : e - .
GRi(S):K_ pentru K =1. In consecintd, ultimele trei proprietati ale reglarii
M
cu model intern sunt satisfacute, astfel ca, la referintd treaptd: a) eroarea
stationard este nuld; b) pentru K =1, semnalul de comanda c(¢f) are forma

apropiatad de cea a unei trepte; c) pentru K,, =K, , semnalul de comanda c(¢)

are valoarea initiala de K ori mai mare decat valoarea finald, adica
c(0+) / ¢(0) =K . In plus, in ipoteza unui model perfect, din (47), (55) si (59)

rezultd urmatoarea expresie a functiei de transfer a sistemului de reglare:

“Tys

T )
(\/?S—Hj

In conformitate cu (60), raspunsul teoretic la referintd treapta al sistemului

Gyp(5)=G, ()G, (s)= (60)

de reglare cu model perfect de forma (55) este monotonic si cu atat mai
rapid cu cat valoarea lui K este mai mare.
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Regulatorul IMC, numit in continuare si Py-IMC, are patru parametri
principali: un parametru de acordare (factorul de proportionalitate K) si trei
parametri de model (factorul de proportionalitate K, timpul mort 7, si
timpul de stabilizare 7). In general, prin marirea/micsorarea factorului de
acordare K , regulatorul genereaza un semnal de comanda mai puternic/slab.
Prin urmare, factorul de acordare K trebuie ales cat mai mare, fara insa ca
suprareglajul raspunsului sistemului de reglare la referintd treapta sa
depaseasca 5...10%.

In cazul procesului cu raspunsul indicial y,(f) determinat experimental

si reprezentat grafic in fig. 12.22, parametrii de model pot fi alesi astfel:

K ZKPZI,S, TM:TP=12, 7;95:60,
deci
60-12

TM2_Wz10’13'

Pentru acesti parametri de model si K =1, raspunsurile c(t) si y(¢) ale

sistemului de reglare la modificarea treaptd unitara a referintei sunt
reprezentate grafic in fig. 12.22. Deoarece graficul semnalului de comanda
c(t) are forma apropiata de cea a unei trepte, rezultd cd toti parametrii de
model au fost alesi in concordantd cu caracteristicile dinamice ale
procesului. De reguld, in cazul proceselor de tip proportional cu raspuns
indicial marginit si monoton, performantele de reglare devin mai bune prin
marirea convenabila a factorului de acordare K pand la obtinerea unui
suprareglaj in gama 2...10%.

1.4

0.4

1]
¢

Fig. 12.22. Raspunsul indicial y; al procesului si raspunsurile indiciale ¢ si y ale

sistemului de reglare pentru K =1 §i parametri de proces alesi convenabil.
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Remarca 1. In cazul proceselor cu raspuns indicial monoton si
marginit, proprietatea comenzii treaptd (pentru K =1) sugereaza un mijloc
practic eficient pentru verificarea si corectarea parametrilor modelului
procesului, deoarece modul in care semnalul de comanda (la referinta
treaptd) se abate de la forma treapta ofera informatie referitoare la acuratetea
modelului si a fiecaruia din cet tre1 parametri ai modelului.

Daca factorul de proportionalitete al modelului este mai mic decat cel al
procesului, comanda ¢ are valoarea initiald mai mare decat valoarea finala,
ducand la cresterea vitezei de variatie a marimii reglate y si, eventual, la

suprareglaj (fig. 12.23 - cazul K, =1,2<1,5=K). Daca insa factorul de

proportionalitete al modelului este mai mic decat cel al procesului, comanda
¢ are valoarea initiala mai mica decat valoarea finalda, ducand la scaderea
vitezei de variatie a marimii reglate y si la cresterea timpului de stabilizare

(fig. 12.23 - cazul K,, :1,8>1,5:KP).

15 ,

I
Kp=15! 7

______________________

05 S0 U SO

0

1] 20 40 1] a0 ¢

Fig. 12.23. Raspunsul indicial y; al procesului §i raspunsurile indiciale c si y ale

sistemului de reglare pentru K =1 s1 Ky, # Kp.

Daca timpul mort al modelului este mai mic decat cel al procesului (fig.
12.24 - cazul 7,,=8<12=7,), sau timpul de stabilizare al modelului este
mai mic decat cel al procesului (fig.12.25 - cazul T4=50<60=(T§)p),
atunci comanda ¢ incepe sa creascd incepand cu momentul ¢ ~7, , fapt ce
mareste viteza de crestere a marimii reglate y si favorizeaza aparitia
suprareglajului. Variatia semnalului de comandéd ¢ dupa momentul /~7,,
este mai rapida in cazul erorii de timp mort decat in cazul erorii de timp de
stabilizare. Efectele sunt inverse atunci cand timpul mort al modelului este
mai mare decat cel al procesului (fig. 12.24 - cazul 7,, =16>12=7,), sau
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timpul de stabilizare al modelului este mai mare decat cel al procesului
(fig.12.25 - cazul T4, =75>60=(T§)p).

i

Fig. 12.24. Raspunsul indicial Y| al procesului si raspunsurile indiciale ¢ si y ale

sistemului de reglare cu regulator cu K =1 si t,, diferit de cel al procesului.

1.5

0.5

!
Fig. 12.25. Raspunsul indicial yy al procesului si raspunsurile indiciale ¢ si y ale

sistemului de reglare cu regulator cu K =1 si T, diferit de cel al procesului.

In concluzie, atunci cand un parametru al modelului este mai mic decat
parametrul respectiv al procesului, semnalul de comandd pentru K =1 si
referintd treaptd este deplasat in zona de deasupra liniei orizontale cu
magnitudinea c(0). Invers, atunci cand unul dintre parametrii modelului este
mai mare decat parametrul respectiv al procesului, semnalul de comanda
este deplasat in zona de sub linia orizontald cu magnitudinea c(«). Ca o
recomandare generald, in cazul proceselor cu raspuns indicial monoton si
marginit este preferabil ca parametrii de model (in special timpul de
stabilizare si timpul mort) sa fie alesi egali sau usor mai mari decat
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parametrii respectivi ai procesului. In acest fel, sistemul de reglare va avea
cele mai bune performante dinamice pentru valori supraunitare ale
parametrului de acordare K .

Din cele prezentate, se desprinde urmatoarea metodologie de corectare
in regim automat a parametrilor modelului procesului.

a) Se fixeaza parametrul de acordare K la valoarea 1;

b) Se modifica referinta sub forma de treaptd si se reprezinta grafic
variatia in timp a semnalului de comanda c(¢);

c¢) Daca semnalul de comanda c(¢) se abate putin de la forma de treapta
(de preferinta sub linia orizontald cu magnitudinea c(o0)), atunci parametrii
modelului sunt bine acordati la proces;

d) Daca c(0+)#c(), atunci se corecteazd K, prin inmultire cu
raportul ¢(0+)/ c();

e) Dacd c(0+)=c(o), dar c(f) se abate semnificativ de la forma de
treaptd, se impune modificarea fie a timpului mort 7, (cdnd comanda se
abate relativ rapid de la forma treaptd), fie a timpului de stabilizare 7 (cand
comanda se abate relativ lent de la forma treapta).

In cazul cresterii/scaderii intensitatii comenzii c(¢) fata de forma treapta

cu magnitudinea c¢(e), corectia oricarui parametru al modelului (X, ,7,,
sau Ty ) trebuie facutad in sensul cresterii/scaderii valorii acestuia.
Remarca 2. Tinand seama ca discretizatul unui sistem continuu cu

functia de transfer

1
G(s) = 61
O =711 (61)
are functia de transfer
1— -1
G'z) = (1—;%’ po=¢''h, (62)
0

care verifica proprietatile

G')=GO)=1, G")=G(0)=0, (63)
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putem considera cu suficienta precizie ca discretizatul modelului continuu de
ordinul doi si cu timp mort (55) are functia de transfer in z
-1 -1
K, (1= pyz
(-pz7y

Gl(z)= (64)

unde

-T/T,
p:e MZ’

T este perioada de discretizare, iar / - valoarea intreaga a raportului 7, /T .

In conformitate cu (64) si fig. 12.21, ecuatia cu diferente a modelului are
forma

Wi =2pWey + PP, =Ky (1= p)Pey - (65)

Remarca 3. Tinand seama cd discretizatul unui sistem continuu cu
functia de transfer

Ts+1
G(s) =2 66
©=F (66)
are functia de transfer
T 1-gz! _ T
CO=F o =T g =1-3-p). (6D
1 0 2

care verifica proprietatile

G'(1)=G(0) =1,
0o — ooy — 12
G(OO)—G()—i,

putem considera cu suficientd precizie ca discretizatul regulatorului intern
continuu cu functia de transfer

T, 1)°
GRZ.(S) — ( M;S + ) =, (68)
Ky, (\/A%s + lj
are functia de transfer
K 1_ -1\2
Go,(2) = 02 ) (69)

Ky (- PzZ_l)2 ’
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unde

1_
e KTy g 1P (70)

P = NG ¢

In conformitate cu (69) si fig. 12.21, ecuatia cu diferente a regulatorului
intern poate fi scrisa sub forma

K
Cr = 2PyCh + P3Ck_ o = a(fk 24, fr1+ 43 fr-2)- (71)

Remarca 4. Tinand seama de schema sistemului de reglare cu model
intern din fig. 12.21, precum si de ecuatiile cu diferente (65) si (71) ale
modelului si regulatorului intern, putem scrie ecuatiile in domeniul timpului

ale regulatorului numeric R, sub urmatoarea forma:

€ ="~k
W =2pWy_1— p*Wi_p + Ky (1 —P)Z(Ck—zm—l —Co)
Jr=(e,—ey)+wy , (72)

K
¢ =Co+2p,(ch_ o)+ p3(ci_—co) +K_ (e =202 51+ 93 fin)
M

unde ¢, si ¢, sunt respectiv valorile initiale ale erorii §1 comenzii.

Pentru evitarea socurilor la comutarea regulatorului din regim
MANUAL in regim AUTOMAT este necesar ca inaintea operatiei de
comutare sa se efectueze operatia de initializare a variabilelor algoritmului
de reglare. Variabilele ¢, si ¢, ¢, ..., Cry 1 S€ initializeaza la
valoarea curentd a comenzii c, variabila e, se initializeazd la valoarea
curentd a erorii e, iar variabilele w,_,, w,_,, f,_, s1 f,_, la valoarea zero.

Daca variabila ¢, este initializatd la valoarea zero, atunci regulatorul initiaza

o actiune imediata de reducere si eliminare a erorii curente, similara celei in
care referinta » ar fi suferit o variatie treaptd egala cu valoarea curenta a
erorii. Aceeasi operatie de initializare trebuie efectuatd la modificarea in
regim automat a factorului de acordare K si a parametrilor modelului
procesului.
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Remarca 5. Modelul continuu cu functia de transfer (55) poate fi
utilizat pentru toate procesele stabile de tip proportional, inclusiv pentru
procesele cu raspuns indicial cu supradepasire sau de fazda neminima
(caracterizate printr-un raspuns indicial avand la inceput semn opus
semnului valorii finale).

La procesele de faza neminima, timpul mort 7, va ingloba tot
intervalul de timp in care raspunsul indicial are semn opus semnului valorii
finale.

La procesele cu supradepdasire, parametrii modelului sunt determinati
prin aproximarea procesului P cu procesul P avand raspunsul indicial y(¢)

fara supradepdsire, cu valoarea constantd incepand cu momentul punctului
de maxim. Mai exact, dacd raspunsul indicial y(¢) al procesului P atinge

valoarea maxima la momentul ¢, atunci se considerd y(f) = y(¢) pentru ¢ <¢,
st y(¢) = y(t,) pentru ¢ 2> ¢,; prin urmare,

pP°

Remarca 6. Algoritmul IMC poate fi aplicat si la reglarea proceselor
de tip integral sau chiar instabile, prin transformarea acestora in procese
compensate stabile si de tip proportional, cu ajutorul unei legéturi locale de
reactie de tip pur proportional, cu factorul de proportionalitate K, (fig.
12.26). Procesul compensat are ca intrare marimea de iesire g a
regulatorului intern, iar ca iesire marimea reglatd y. In aceastd varianta
extinsa, regulatorul are cinci parametri principali: un parametru de acordare
(factorul de proportionalitate K ), un parametru de compensare a procesului
(factorul de reactie K, ) si trei parametri ai modelului procesului compensat
(factorul de proportionalitate K, timpul mort 7, si timpul de stabilizare

Ty).

Up(s) >

I
L - - L

Fig. 12.26. Schema sistemului de reglare cu proces compensat si regulator tip IMC.
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Regulatorul global R (care include si blocul de reactie locala cu factorul
K,) are trei regimuri de functionare: MANUAL, AUTOMAT si

COMPENSAT. In regim COMPENSAT, semnalul de iesire g al regulato-

rului intern poate fi modificat numai de operatorul uman, la fel cum in regim
MANUAL, semnalul de iesire ¢ al regulatorului global poate fi modificat
numai de operatorul uman.

La procesele stabile de tip proportional, factorul de reactie K, al
procesului se alege egal cu zero, semnalele g si ¢ sunt egale, iar regimul
COMPENSAT coincide cu regimul MANUAL. La procesele de tip integral
sau instabile, factorul de reactie K, se alege cat mai mare, fard a avea insa
supradepasire in raspunsul procesului compensat la o variatie treaptd a
intrdrit g (aplicatd in regim COMPENSAT). Dacad acest lucru nu este
posibil, se urmareste numai obtinerea unui proces compensat stabil de tip
proportional.

Cei trei parametri ai modelului sunt determinati experimental, in regim
COMPENSAT, din raspunsul la intrare treaptd al procesului compensat.
Daca parametrii modelului procesului compensat sunt bine alesi, atunci
raspunsul g(z) al sistemului de reglare pentru referintd treapta si K =1 are
forma apropiata de cea a unei treapte. Abaterea de la forma treapta permite
operatorului uman sa ajusteze convenabil parametrii modelului procesului
compensat (la fel ca in cazul procesului necompensat).

In conformitate cu (72) si schema din fig. 12.26, regulatorul numeric R

are ecuatiile Tn domeniul timpului:
="~ Vi
Wi =2pW_ = p*wi_p+ Ky (1= p)*(81y, 1 —Co)

K
g =Co+2py(gr1— o)+ P3(gs_s _CO)+K_(fk =20, i1+ 43 /)
M

=81 =K, (v =)

unde ¢, ¢, s1 ), sunt respectiv valorile initiale ale variabilelor e, ¢ s1 y.
La comutarea regulatorului din regim MANUAL in regim AUTOMAT,

variabila e, se initializeaza la valoarea curenta a erorii e, variabilele ¢, si

k1> 8k—2>--+»> &y, SC inifializeazd la valoarea curenta a comenzii c,
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variabila y, la valoarea curentd a marimii reglate y, iar variabilele w, |,
W, 5, fro S1 f,_, la valoarea zero. Aceeasi operatie de initializare trebuie

efectuata la modificarea parametrilor regulatorului in regim.

Metodologia de acordare a regulatorului este urmatoarea:

a) Se fixeaza factorul de reactie K, la valoarea zero si, cu regulatorul in
regim MANUAL, se determinda experimental raspunsul procesului la o
variatie treapta a intrarii c;

b) Daca procesul este de tip integral sau instabil, se comuta regulatorul

in regim COMPENSAT s1 se determind experimental raspunsul procesului
compensat la o variatie treaptd a intrarii g pentru diferite valori ale

factorului de reactie K,., dupa care se fixeaza K, la o valoare cat mai mare,
dar care sd nu genereze supradepasire in raspunsul procesului compensat;

¢) Din raspunsul procesului compensat, se determind parametrii K,
Ts si 7,, ai modelului procesului compensat;

d) Pentru K =1, cu regulatorul in regim AUTOMAT, se determina
raspunsurile g(¢) si y(¢) ale sistemului de reglare la referinta treapta; daca

raspunsul g(¢) are forma apropiatd de cea a unei trepte, se considerd cd
parametrii modelului au valori adecvate; in cazul contrar, parametrii
modelului pot fi corectati convenabil, in conformitate cu metodologia
descrisa la Remarca 1;

e) Se modificd valoarea parametrului de acordare K astfel Incat
raspunsul y(¢) al sistemului de reglare la referintd treaptd sa aibd un

suprareglaj mic, de 2...5%.

Remarca 7. Un algoritm IMC mai simplu poate fi proiectat prin
utilizarea unui regulator intern de ordinul unu, cu functia de transfer

T, .s+1
Gy () = — M2 (75)

KM(%S +1)

unde constanta de tip 7}, se determind experimental din raspunsul la intrare
treapta al procesului, cu relatia
Tyos — Ty

3 (76)

TMl =
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Prin utilizarea regulatorului intern de ordinul unu, ultimele trei proprietati
ale reglarii cu model intern sunt satisfacute.

Discretizatul regulatorului intern continuu cu functia de transfer (75)
are functia de transfer

K(1-gz™")
Gp(2)=— -, (77)
Ky(d-pz™)
unde
_ l1-p
p=¢ KT/TM1, 1:1_71_ (78)

In majoritatea aplicatiilor practice, performantele si robustetea sisteme-
lor de reglare cu regulator intern de ordinul unu sunt apropiate de cele ale
sistemelor de reglare cu regulator intern de ordinul doi, dar influenta
factorului de acordare K asupra intensitdtii actiunii de reglare este mai
puternica.

B Functia p0_imcl, realizatd In MATLAB, permite studiul sistemului cu regulator
Po-IMC pentru reglarea procesului cu functia de transfer
1,5¢76¢
Bs+D(4s+1)8s+1)(10s+1)

Gpi(s) =

(considerata cunoscutd pentru simularea procesului, dar necunoscuta pentru determinarea
modelului procesului).

Construitd pe baza relatiilor (55), (64) si (69), functia p0 imcl realizeaza
reprezentarea grafica a raspunsului indicial y,(z) al procesului, precum si a marimilor

c(t) si y(t) ale sistemului de reglare la modificarea treaptd unitara a referintei. Functia
are ca argumente de intrare perioada de esantionare 7', factorul de acordare al
regulatorului K si parametrii modelului (KM — factorul de proportionalitate, 7's—timpul
de stabilizare, Tm —timpul mort).

function[]=p0_imec1(T,K,KM,Ts,Tm)

t=0:T:80;

s=tf('s");

z=tf('z"); zl=z"-1,
P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1); P.iodelay=6;
yl=step(P,t); plot(t,yl,'k'"); hold on;

Pd=c2d(P,T);

Im=round(Tm/T);

TM2=(Ts-Tm)/4.74;

p=exp(-T/TM2); Model=KM*(1-p)*2*z1*(Im+1)/(1-p*z1)"2;
Kl1=sqrt(K); p2=exp(-K1*T/TM2); q2=1-(1-p2)/K1;
Ri=K/KM*(1-q2*z1)"2/(1-p2*z1)"2;
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R=Ri/(1-Ri*Model);
sra_y=R*Pd/(1+R*Pd);
y=step(sra_y,t); plot(t,y,'r");
sra_c=R/(1+R*Pd);
step(sra_c,'b',t);

grid on;

Din raspunsul indicial y,(#) al procesului, reprezentat grafic in fig. 12.27, rezulta
Kp=15; T, =60; 7,~12.
Cu comenzile

p0 imcl1(2, 1, 1.5, 60, 12); p0 imc1(2, 1.7, 1.5, 60, 12);

s-au obtinut reprezentdrile grafice ale raspunsului procesului y,(#) si raspunsurilor c(?) si
y(t) ale sistemului de reglare la referinta treapta, pentru perioada de esantionare 7'=2 si

doua valori distincte ale parametrului de acordare K (fig. 12.27). Pentru K =1, forma de
variatie in timp a comenzii c(¢) este apropiatd de forma treapta, iar curba de variatie a

marimii reglate y(#) este apropiatd ca formd de cea a raspunsului indicial y,(z) al

procesului. Cel mai bun raspuns corespunde factorului de acordare K =1,7.

1.4

0.4

1]

1] 10 20 a0 40 a0 60 7a a0 ¢

Fig. 12.27. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gp(s)

si raspunsurile ¢ §i y ale sistemului de reglare la referinta treapta unitara.

B Functia p0_imc2(T,K,KM,Ts, Tm) este asociatd procesului de faza neminiméa cu
functia de transfer
1,5(=6s +1)e

Cr) = G D as D@ 1)

Eadifera de functia p0_imc1 numai prin linia

P=1.5*(-6*s+1)/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1); P.iodelay=6;
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Din raspunsul indicial y,(7) al procesului (fig. 12.28), se aleg urmatorii parametri
de model:
K, =L5; T,=45; 1, =15.
Timpul mort a fost ales pentru a include si intervalul in care rdspunsul indicial y,(¢) al

procesului are semnul negativ. Cu comenzile

p0_imc2(2, 1, 1.5, 45, 15);
p0_imc2(2, 1.6, 1.5, 45, 15);

s-au obtinut reprezentdrile grafice ale raspunsului procesului y,(¢) si raspunsurilor c(?)
si y(¢) ale sistemului de reglare la referinta treapta, pentru perioada de esantionare 7 =2
si doua valori distincte ale parametrului de acordare K (fig. 12.28). Din examinarea
raspunsurilor sistemului reiese ca algoritmul de reglare poate fi aplicat cu rezultate bune

si la procesele stabile de faza neminima si cu timp mort, in general greu de reglat cu
regulatoare PID.

a 10 20 30 40 50 &0 0 20 &

Fig. 12.28. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gp(s)

si raspunsurile ¢ §i y ale sistemului de reglare la referinta treapta unitard.

B Functia p0_ime3(T,K,KM,Ts,Tm) este asociata procesului cu functia de transfer

_ L,50s+ 1)9_6s
Gp3(s) = Gs+1)(4s+1)@Bs+1)

care are o constantd de timp de avans dominanta, deci suprareglaj. Ea difera de functiile
p0_imc1 si p0_imc2 numai prin linia de comanda

P=1.5%(20*s+1)/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1); P.iodelay=6;

In conformitate cu relatiile (73) de la Remarca 5, din rdspunsul indicial asociat
)_/1(2‘) al procesului (fig. 12.29), se aleg urmatorii parametri de model:

K, =182; T,=4,,=20; 7,,=6.
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Cu comenzile
p0_imc3(2, 1, 1.82, 20, 6); p0_imc3(2, 0.6, 1.82, 20, 6);

s-au obtinut reprezentdrile grafice ale rdspunsului procesului y,(¢) si raspunsurilor c(?) si
V(t) ale sistemului de reglare la referinta treapta, pentru perioada de esantionare 7'=2 si
doua valori distincte ale parametrului de acordare K (fig. 12.29).

Din examinarea raspunsurilor sistemului de reglare se constatd cad algoritmul de
reglare poate fi aplicat cu rezultate bune si la procesele stabile cu supradepasire si timp
mort, in general mai greu de reglat.

15

0.3 =

1]

-
»

£

Fig. 12.29. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gps(s)

si raspunsurile ¢ §i y ale sistemului de reglare la referinta treaptd unitara.

B Functia p0_ime4(T,K, KM, Ts, Tm,Kr) este asociatd procesului de tip integral cu
functia de transfer

e—3s

CPa®) = 5055 T D(@s + D65 + 1)

Functia are ca ultim argument de intrare factorul de proprtionalitate Kr al blocului de
reactie locala in jurul procesului (fig 12.26).

function[]=p0_imc4(T,K,KM,Ts,Tm,Kr)

t=0:T:85;

s=tf('s"); z=tf('z"); zl=z"-1;
P=1/(50%*s)/(4*s+1)/(6*s+1)/(2*s+1); P.iodelay=3;
yl=step(P,t); plot(t,y1,'k'"); hold on;

Pd=c2d(P,T); PCd=Pd/(1+Kr*Pd);

yO=step(PCd,t); plot(t,y0,'k"); hold on;

Im=round(Tm/T);

TM2=(Ts-Tm)/4.74;

p=exp(-T/TM2); Model=KM*(1-p)"2*z1*(Im+1)/(1-p*z1)"2;
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K1=sqrt(K);

p2=exp(-K1*T/TM2); q2=1-(1-p2)/K1;
Ri=K/KM*(1-q2*z1)"2/(1-p2*z1)"2;
R1=Ri/(1-Ri*Model);
sra_y=R1*PCd/(1+R1*PCd);
y=step(sra_y.,t); plot(t,y,');
sra_g=R1/(1+R1*PCd);

g=step(sra_g.t); plot(t,g,'b');

c=g-Kr*y;

plot(t,c,'g"); grid on;

Pentru K, =1,2, procesul compensat are raspunsul indicial y,(#) din fig. 12.30. Din acest
raspuns indicial rezulta
K,=0,85; T,~88; 7,~8.
Cu comenzile
p0_imc4(5, 1, 0.85, 88, 8, 1.2);
p0_imc4(5, 1.5, 0.85, 88, 8, 1.2);

s-au obtinut respectiv raspunsurile din fig. 12.30 ale procesului de tip integral (y,),

procesului compensat (y,) si sistemului de reglare (g, ¢ si y), pentru perioada de
esantionare 7 =5 si doud valori distincte ale parametrului de acordare (K=1 si
K =1.5). Raspunsurile g(f) si c(f) au aceeasi valoare la momentul #=0+.

-

0 10 20 30 40 50 a0 0 &0
Fig. 12.30. Raspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P4 (y,),

procesului compensat ( y) si sistemului de reglare (g, c, y ).

B Functia p0_imeS(T,K,KM,Ts,Tm,Kr) este asociata procesului instabil cu functia
de transfer
2 e—2S
G =——|
75 = 3@ o))
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function[]=p0_ime5(T,K, KM, Ts,Tm,Kr)
t=0:T:20;

s=tf('s");

7z=tf('z"); z1=z"-1;

P=2/5/(8*s-1)/(s+1); P.iodelay=2;
yl=step(P,t); plot(t,y1l,'k"); hold on;
Pd=c2d(P,T); PCd=Pd/(1+Kr*Pd);
t=0:T:50;

y0=step(PCd,t); plot(t,y0,'k"); hold on;
Im=round(Tm/T);

TM2=(Ts-Tm)/4.74;

p=exp(-T/TM2);
Model=KM*(1-p)"2*z1"(Im+1)/(1-p*z1)"2;
K1=sqrt(K);

p2=exp(-K1*T/TM2);

q2=1-(1-p2)/K1;
Ri=K/KM*(1-q2*z1)"2/(1-p2*z1)"2;
R1=Ri/(1-Ri*Model);
sra_y=R1*PCd/(1+R1*PCd); y=step(sra y.,t); plot(t,y,'');
sra_g=R1/(1+R1*PCd); g=step(sra_g,t); plot(t,g,b');
c=g-Kr*y;

plot(t,c,'g");

grid on;

Pentru K, =15,51, procesul compensat are raspunsul indicial y,(#) din fig. 12.31, din care
rezultd
Kp=25; Ty =45; 7, =3.
Cu comenzile
p0_imc5(3, 1, 2.5, 45, 3, 2.9);
p0_imc5(3, 2, 2.5, 45, 3, 2.9);

s-au obtinut respectiv raspunsurile din fig. 12.31 ale procesului instabil ( y,), procesului
compensat (y,) si sistemului de reglare (g, ¢ si y), pentru perioada de esantionare

T =3 si doud valori distincte ale parametrului de acordare (K =1 si K =2). Pentru
valori ale lui K intre 1,5 si 2,2, raspunsurile y ale sistemului de reglare la referinta

treaptd unitard au timpul de stabilizare mai mic decat 30, punand in evidentd o foarte
buna calitate a reglarii procesului instabil.
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o 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Fig. 12.31. Raspunsurile indiciale ale procesului instabil P5 ('y, ),

procesului compensat ( y) si sistemului de reglare (g, ¢,y ) .

12.8.3. Algoritmul de reglare P,-IMC

Varianta de reglare cu model intern P,-IMC are regulatorul intern R; de
ordinul zero, deci de tip static, cu factorul de proportionalitate egal cu
inversul factorului de proportionalitate al modelului procesului (fig. 12.32),
adica

G (5) == (719)
Ky Gy

Pentru ca regulatorul sa fie acordabil, in structura acestuia se inseriazd un
element static (pur proportional) cu factorul de proportionalitate K avand
valoarea standard egala cu 1. In acest caz, regulatorul R are functia de
transfer

K

(80)

v
S Gois) a{%—};

Fig. 12.32. Schema sistemului de reglare cu regulator P,-IMC.
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Deoarece Gp(s) are un pol in origine, regulatorul global R este de tip

integral, deci satisface proprietatea erorii stationare nule (daca sistemul de
reglare este stabil, atunci eroarea stationara este zero la referintd si
perturbatie treapta, indiferent de gradul de acuratete a modelului procesului).

Deoarece, pentru K =1, algoritmul de reglare P;-IMC este identic cu
algoritmul de reglare Py-IMC, proprietatea comenzii treapta este, de
asemenea, satisfacuta.

Fiind satisfacutda si proprietatea raportului de magnitudine, daca
sistemul de reglare este stabil si K,, =K, atunci semnalul de comanda la
referinta treaptd are valoarea initiala de K ori mai mare decat valoarea
finald, adica c(0+)/c(0) =K . O scurtd demonstratie a acestei proprietéti este
datd 1n continuare. In conformitate cu proprietatea erorii stationare nule,
raspunsul p(¢) al sistemului de reglare la referintd treaptd unitara are
valoarea finalda y(o0) =1, deci

c(oo):KL. @81)
P

Pe de alta parte, deoarece procesul P s1i modelul M sunt sisteme strict proprii
(care Tmpiedicd aparitia efectului la momentul 7=0, pe cele doud céi de

reactie ale sistemului de reglare), valoarea initiald ¢(0,) a semnalului de

comanda la referintd treapta unitard este

K
c0)=—. (82)
Ky
Asadar, in cazul K, =K, rezulta

o(®)

Regulatorul P;-IMC utilizat la reglarea proceselor stabile de tip
proportional are, ca si regulatorul Po-IMC, patru parametri principali: un

parametru de acordare (factorul de proportionalitate K, cu valoarea standard
1) si trei parametri de model (factorul de proportionalitate K,,, timpul mort

7,, $i timpul de stabilizare T).
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Remarca 1. Ponderea parametrului de acordare K asupra intensitdtii
actiunii de reglare este mai puternica la algoritmul P,-IMC decét la Py-IMC,
mai ales in cazul proceselor cu timp mort. Uneori, aceasta pondere este prea
mica la algoritmul Py-IMC (cand cresterea lui K schimbd insensibil
intensitatea actiunii de reglare), respectiv prea mare la algoritmul P;-IMC
(cand o crestere mica a lui K schimba substantial intensitatea actiunii de
reglare).

Remarca 2. Ca si la algoritmul Py-IMC, proprietatea comenzii treapta
(pentru K =1) constituie un mijloc eficient pentru verificarea si corectarea
in regim automat a parametrilor modelului procesului, deoarece modul in
care semnalul de comanda se abate de la forma treaptd ofera informatie
despre acuratetea setdrii parametrilor modelului. Metodologia de
verificare/corectare a parametrilor modelului este identica cu cea prezentata
la sistemele de reglare de tip Po-IMC. Astfel, pentru K =1 si referinta
treaptd, in cazul cresterii/scaderii intensitatii comenzii c(f) fatd de forma
treaptd, corectia parametrilor modelului (K,,7,, sau Ty) trebuie facutd in
sensul cresterii/scaderii valorii acestora.

Remarca 3. Tinand seama de ecuatia cu diferente (65) a discretizatului
modelului si de schema regulatorului P;-IMC din fig. 12.32, regulatorul
numeric R are ecuatiile in domeniul timpului:
€ =T — Vi

2 2
W, =2pwWy_1 = P Wi + Ky (1= p) (c4y, -1 =) - (84)

Pentru ca trecerea regulatorului din starca MANUAL 1in starea

AUTOMAT sa se realizeze fara soc se aplicd urmaitoarea procedura de
initializare: se initializeazd w,_, s1 w,_, la valoarea zero, ¢, la valoarea

curenta a erorii e, iar ¢, §i ¢y, ¢y, ... , ¢, | la valoarea curentd a
semnalului de comanda c. Dacad insa variabila ¢, este initializata la valoarea

zero, atunci regulatorul initiaza o actiune imediata de reducere si eliminare a
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erorii curente, similard celei in care referinta » ar fi suferit o variatie treapta,
egala cu valoarea curenta a erorii.

Remarca 4. Algoritmul P,-IMC poate fi aplicat si la reglarea
proceselor de tip integral sau chiar instabile, prin transformarea acestora in
procese compensate stabile si de tip proportional, cu ajutorul unei legaturi
locale de reactie de tip pur proportional — fig. 12.33. In aceastd varianta
extinsd, regulatorul are cinci parametri principali: un parametru de acordare

(factorul de proportionalitate K, cu valoarea standard 1), un parametru de
compensare a procesului (factorul de reactie K,) si trei parametri ai

modelului procesului compensat (factorul de proportionalitate K,,, timpul
mort 7, si timpul de stabilizare Ty).

Gp I:S:] —

Fig. 12.33. Schema sistemului de reglare cu proces compensat §i regulator P,-IMC.

Daca parametrii modelului procesului compensat sunt bine alesi, atunci
raspunsul c(¢) al sistemului de reglare la referinta treapta si K =1 are forma
apropiatd de forma treapta. Abaterea de la aceastd formd permite
operatorului uman sa corecteze convenabil parametrii modelului procesului
compensat.

Ecuatiile regulatorului numeric P;-IMC cu reactie locala in jurul
procesului au urmatoarea forma:

ek = I"k _yk
W, =2pw_ — PP, +K,,(1 _p)z(gk—lm—l —Co)
1 : (85)

K
g1 =Co +@(€k—eo)+mwk

=8~ K.(ye—»0)
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unde ¢,, ¢, s1 y, sunt valorile initiale ale variabilelor e, ¢ 51 y.

Pentru ca trecerea regulatorului din starea MANUAL 1in starea

AUTOMAT sa se realizeze fara soc se aplicd urmatoarea procedura de
inifializare: se initializeazd w,_, s1 w,_, la valoarea zero, ¢, la valoarea

curentd a erorit e, y, la valoarea curentd a marimii reglate y, iar ¢, si
i1 8k2>--+» &y, 1a valoarea curentd a semnalului de comanda c.

Aceeasi operatie de initializare trebuie efectuata la modificarea parametrilor

regulatorului In regim automat.

B Din functiile

p0_imc1(T,K,KM,Ts, Tm),
p0_imc2(T,K,KM,Ts, Tm),
p0_imc3(T,K, KM, Ts, Tm),

realizate Tn MATLAB pentru studiul sistemelor de reglare tip Po-IMC (cu regulator intern

de ordinul doi), prin inlocuirea liniilor
K1=sqrt(K); p2=exp(-K1*T/TM); q2=1-(1-p2)/K1;
Ri=K/KM*(1-q2*z1)"2/(1-p2*z1)"2;
R=Ri/(1-Ri*Model);
cu linia
Ri=1/KM; R=K*Ri/(1-Ri*Model);
se obtin respectiv functiile
pl_imcl(T,K,KM,Ts, Tm),
pl_imc2(T,K,KM,Ts, Tm),
pl_imc3(T,K, KM, Ts, Tm),

pentru studiul sistemelor de reglare cu regulator P;-IMC.

Cu comenzile

pl imcl(2, 1, 1.5, 60, 12); pl_imc1(2, 1.15, 1.5, 60, 12);
pl imc2(2, 1, 1.5, 45, 15); pl_imc2(2, 1.15, 1.5, 45, 15);
pl imc3(2, 1, 1.82, 20, 6); pl imc3(2, 0.8, 1.82, 20, 6);

s-au obtinut raspunsurile din figurile 12.34, 12.35 si 12.36 asociate respectiv
raspunsurilor sistemelor de reglare a acelorasi procese cu regulator tip Po-IMC din
figurile 12.27, 12.28 si 12.29.
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Fig. 12.34. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gp(s)

si raspunsurile ¢ §i y ale sistemului de reglare la referinta treapta unitara.

L3 T T
1 s
LT N7/ N T N -
D N
i
PN I R U S N NN B
0 1n 20 30 4an 0 a0 T a0

Fig. 12.35. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gp,(s)

si raspunsurile ¢ §i y ale sistemului de reglare la referintd treapta unitard.

N
>

i

Fig. 12.36. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gps(s)

si raspunsurile ¢ si y ale sistemului de reglare la referinta treapta unitara.
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Performantele reglarii cu cele doua tipuri de algoritmi de reglare sunt comparabile.
Principala deosebire este datd de ponderea parametrului de acordare K asupra operatiei
de reglare. Influenta lui K este semnificativ mai mare la algoritmul de tip P;-IMC, unde
raspunsul y(f) pentru K =1.15 (fig. 12. 34) este practic identic cu cel obtinut cu

algoritmul tip Po-IMC pentru K =1.7 (fig. 12.27).

B Din functiile
p0_imc4(T,K,KM,Ts, Tm,Kr),
p0_imcS5(T,K, KM, Ts, Tm,Kr),
realizate In MATLAB pentru studiul sistemelor de reglare tip Po-IMC (cu regulator intern
de ordinul doi si proces de tip integral, respectiv instabil), prin inlocuirea liniilor
Kl1=sqrt(K); p2=exp(-K1*T/TM); q2=1-(1-p2)/K1;
Ri=K/KM*(1-q2*z1)"2/(1-p2*z1)"2;
R1=Ri/(1-Ri*Model);
cu linia
Ri=1/KM; R1=K*Ri/(1-Ri*Model);
se obtin respectiv functiile
pl_imc4(T,K,KM,Ts, Tm,Kr),
pl_ime5(T,K, KM, Ts,Tm,Kr),
pentru studiul sistemelor de reglare cu regulator P;-IMC.
Cu comenzile

pl _imc4(5, 1, 0.88, 90, 8, 1.2); pl_imc4(5, 1.2, 0.88, 90, 8, 1.2);
pl imc5(3, 1, 2.5, 45, 3,2.9); pl imc5(3, 1.3, 2.5, 45, 3, 2.9);
s-au obtinut respectiv raspunsurile din figurile 12.37 si 12.38, asociate respectiv

raspunsurilor din figurile 12.30 si 12.31 (ale sistemelor de reglare a acelorasi procese cu
regulator tip Po-IMC).

T T T T T T T T
S T U AU SR Sy SR SR SRy TR

K=1.2 | ' 5 5
) SRR upuyuy IR WSS RO AR R S o ey
. : . ; : G

I S S e AN S N S
0 : £ '

: ] ¢

Fig. 12.37. Raspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P4 ( y,),

procesului compensat ( y) si sistemului de reglare (g, ¢, y ).
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Fig. 12.38. Raspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P5 (y,),

procesului compensat ( y) si sistemului de reglare (g, c, y ).

12.8.4. Algoritmul de reglare P-IMC

Algoritmul P-IMC, denumit si P-IMC (fig. 12.38), este o extindere a
algoritmilor Py-IMC si P;-IMC, in scopul asigurdrii unei influente moderate
a factorului de acordare K asupra intensitatii actiunii de reglare.

_______________________ - Vis)
' +
| @ G(S)+ Cis) Gp(s) +é) F_(i)

|
|
|
K|
|
|

Fig. 12.38. Schema sistemului de reglare cu proces compensat si regulator P,-IMC.

Algoritmul Py-IMC are regulatorul intern cu functia de transfer

2
Tyrs+1

a €[0,1], (86)

l-a ?

1

Gp (s) =
i K -
Tyrs/K 2 +1

M

si blocul pur proportional din fata acestuia cu factorul de proportionalitate
Ka

Sistemul de reglare cu regulator P-IMC satisface proprietatea erorii
stationare nule, proprietatea comenzii treaptd si proprietatea raportului de
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magnitudine. Influenta factorului de acordare K al algoritmului de reglare

P-IMC asupra actiunii de reglare este cu atat mai puternica cu cat factorul de
ponderare o este mai mare. Valoarea recomandata in aplicatii practice este
a=0,2.

La fel ca la regulatoarele Po-IMC si P;-IMC, regulatorul P-IMC are
cinci parametri: un parametru de acordare (factorul de proportionalitate K,
cu valoarea standard 1), un parametru de compensare a procesului (factorul
de reactie K, ) si trei parametri ai modelului procesului compensat (factorul
de proportionalitate K, timpul mort 7, si timpul de stabilizare 7).

Determinarea experimentald a parametrilor regulatorului si corectia lor
in regim automat se face ca la regulatorul Py-IMC.

In conformitate cu (67), putem considera cu suficientd precizie ca
discretizatul regulatorul intern (86) are functia de transfer

Ki(l—qz ")
Ky(1-pz ')’

Gy (2) = (87)

unde

_ 1-
=e K\T/Ty, g =1- sz
1

_ p-a)2
K =K ,

(83)

Avind in vedere (87) si fig. 12.38, ecuatia cu diferente a regulatorului intern
poate fi scrisd sub forma

l-a
Ky

Prin urmare, ecuatiile regulatorului numeric R cu reactie locald in jurul

8k —2P28k 1+ P3gkr = (s =202 /50 + 95 f12)- (89)

procesului au urmatoarea forma:

€ ="~ Vi

W =2pwi— p*w, + Ky (1-p)*(g k1,1~ C0)

i =K%, —ep)+w, 1 , (90)
-

K
g =Co+2p5(8g5_1—Co)— P3(gs_s _CO)+K—(fk ~2¢, fi 1+ 45 fi2)
M
¢ =8~ K.V =0)

unde ¢,, ¢, s1 y, sunt valorile initiale ale variabilelor e, ¢ 51 y.
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B Functia p_imcl realizeazd, in MATLAB, reprezentarea grafica a raspunsului
indicial y,(¢) al procesului cu functia de transfer

1, 5 e 6s

Gpi(s) = Bs +D)(4s + D@s +1)(10s +1)

precum si a marimilor c(f) si y() ale sistemului de reglare cu regulator P-IMC la

modificarea treapta unitard a referintei. Functia are ca argumente de intrare perioada de
esantionare 7', factorul de acordare al regulatorului K, parametrii modelului (KM —
factorul de proportionalitate, 7's— timpul de stabilizare, 7m — timpul mort), factorul de
reactie Kr si factorul de ponderare a .

function[]=p_imc1(T,K, KM, Ts,Tm,Kr,a)

t=0:T:80;

s=tf('s");

7z=tf('z"); z1=2"-1;
P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1); P.iodelay=6;
y1=step(P,t); plot(t,y1,'k"); hold on;

Pd=c2d(P,T); PCd=Pd/(1+Kr*Pd);

y0=step(PCd,t); plot(t,y0, 'k'); hold on; grid on;
Im=round(Tm/T);

TM2=(Ts-Tm)/4.74;

p=exp(-T/TM2); Model=KM*(1-p)"2*z1(Im+1)/(1-p*z1)"2;
K1=K*((1-a2)/2); p2=exp(-K1*T/TM2); q2=1-(1-p2)/K1;
Ri=K"(1-a)/KM*(1-q2*z1)"2/(1-p2*z1)"2;
R1=K"a*Ri/(1-Ri*Model);
sra_y=R1*PCd/(1+R1*PCd);

y=step(sra_y,t); plot(t,y,'");

sra_g=R1/(1+R1*PCd);

g=step(sra_g,t); plot(t,g,'b');

c=g-Kr*y;

plot(t.c,'g);

grid on

Pentru a=0 si a=1, din functia p imel se obtin respectiv functiile p0 imel si
pl _imcl.

Pentru a=0.2, perioada de esantionare 7=2 si doud valori distincte ale
parametrului de acordare K, cu comenzile

p_imcl(2, 1, 1.5, 60, 12,0, 0.2); p_imcl(2, 1.5, 1.5, 60, 12, 0, 0.2);
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s-au obtinut reprezentarile grafice din fig. 12.39. Compararea acestora cu graficele
similare (pentru acelasi proces) din fig. 12.27 si fig. 12.34, realizate respectiv cu
algoritmii de reglare Po-IMC si P;-IMC, evidentiaza rolul factorului « asupra modului in
care factorul de acordare K influenteaza intensitatea actiunii de reglare. Influenta este

slaba pentru =0, moderata pentru @=0.2 si puternicd pentru «=1. Astfel, cele mai
bune raspunsuri y(¢f) pentru =0, ¢=0.2 si a=1 au fost obtinute respectiv pentru

K=1.7 (fig. 12.27), K=1,5 (fig. 12.39) si K=115 (fig. 12.34).

1.5

n.s

1] H i i
0 10 20 30 40 50 a0 10 20

Fig. 12.39. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gp(s)

si raspunsurile ¢ si y ale sistemului cu algoritm de reglare Py -IMC la referinta treapta

unitard.

Prin inlocuirea liniei de definire a procesului, din functia p_imc1 se obtin functiile
p_ime2, p imc3, p imc4 si p_imc5S pentru reglarea proceselor cu functiile de transfer
Gpy(8), Gps(s), Gpa(s) si Gps(s). La functia p_imcS5, ca si la functia p0_imcS, variabila

timp se alege t=0:T:20 - pentru raspunsul indicial al procesului instabil si t=0:T:50 -
pentru toate celelalte raspunsuri.

Cu comenzile
p_imc2(2, 1, 1.5,45, 15,0, 0.2); p_imc2(2, 1.4, 1.5, 45, 15, 0, 0.2);
p_imc3(2, 1, 1.82, 20, 6, 0, 0.2); p_imc3(2, 0.6, 1.82, 20, 6, 0, 0.2);
p_imc4(5, 1, 0.85, 88, 8, 1.2, 0.2); p_imc4(5, 1.35, 0.85, 88, 8§, 1.2, 0.2);
p_ime5(3, 1, 2.5, 45, 3,2.9,0.2); p_imc5(3, 1.8, 2.5, 45, 3,2.9,0.2);
s-au obtinut reprezentdrile grafice din figurile 12.40, 12.41, 12.42 si 12.43, asociate
sistemelor de reglare a proceselor cu functiile de transfer Gp,(s), Gps3(s), Gpu(s) si

Gps(s), cu regulatorul de tip P-IMC si ¢ =0,2.
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Fig. 12.40. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gp,(s)

si raspunsurile ¢ §i y ale sistemului cu regulator Py »-IMC la referintd treaptad unitara.

L 4
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Fig. 12.41. Raspunsul indicial y, al procesului cu functia de transfer Gp;(s)

si raspunsurile ¢ §i y ale sistemului cu regulator Py »-IMC la referinta treapta unitara.

sl h
0 10 20 Ell] 40 ] il 0 20

Fig. 12.42. Raspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P4 (y,),
procesului compensat (y,) si sistemului de reglare cu regulator Py-IMC (g, ¢, ).
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Fig. 12.43. Raspunsurile indiciale ale procesului instabil P5 ('y,),
procesului compensat (y) si sistemului de reglare cu regulator Po»-IMC (g, ¢, y ).

12.9. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C12.1. Utilizand functia Matlab
p_imela(T,K.KM,Ts, Tm,Kr,a),
obtinutd din p_imel(T,K, KM, Ts, Tm,Kr,a) inlocuind t=0:T:80 cu t=0:T:50 si linia
P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1); P.iodelay=6;
cu
P=1.2((2*s+1)/(4*s+1)/(6*s+1)/(8*s+1); P.iodelay=5;
sd se reprezinte grafic raspunsul indicial y,(?) al procesului cu functia de transfer

1.2e7S

Gpi(s) = Q2s+1)(ds+D(6s +1)Bs+1)°

din care sa se determine parametrii modelului KM, Ts si Tm. Sa se reprezinte grafic, In
acelasi sistem de coordonate, pentru 7=2 si respectiv a=0, a=0.2 si a=1, raspunsurile
c(t) si y(¢) ale sistemului de reglare la modificarea treapta unitara a referintei, alegandu-
se K astfel incat raspunsul y(¢) sa aiba un suprareglaj in gama 1...3%.

¢ C12.2. Utilizand functia Matlab
p_imc4a(T,K,KM,Ts, Tm,Kr,a),
obtinuta din p_imc1(T,K,KM,Ts,Tm,Kr,a) inlocuind t=0:T:80 cu t=0:T:60 si linia

P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1); P.iodelay=6;
cu
P=1/30/s/(2*s+1)/(6*s+1); P.iodelay=3;
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s se reprezinte grafic raspunsul indicial y,(¢) al procesului cu functia de transfer

e—3s

30s(2s + 1)(6s +1)

Gpi(s) =

precum si raspunsul indicial y,(r) al procesului compensat cu K,=1.1. Apoi si se
reprezinte grafic, in acelasi sistem de coordonate, pentru 7'=2 si respectiv a=0, a=0.2
si a=1, raspunsurile c(¢) si y(r) ale sistemului de reglare la modificarea treaptd unitara a
referintei, alegandu-se K astfel incat raspunsul y(r) sd aiba un suprareglaj in gama
1...3%.



13

PROPRIETATI STRUCTURALE
ALE SISTEMELOR LINTARE

Teoria structurald a sistemelor opereazd in mod explicit cu conceptul de
stare, esential pentru caracterizarea internd a sistemului la momentul de timp
curent. Reamintim ca vectorul de stare sintetizeaza intreaga informatie utila
referitoare la evolutia anterioara a sistemului, astfel ca starea X si iesirea ¥ ale
unui sistem determinist sunt univoc determinate la momentul >0 de starea
initiala X, i intrarea Upg .

In cele ce urmeaza ne vom referi la sistemele multivariabile liniare,
invariante si fara timp mort, continue sau discrete, avand modelul structural tip
I-S-E:

{X(t)=AX(t)+ BU(t)  ier, o
Y(t)=CX(t)+ DU(¢)
respectiv
{X (t+1)=AX@®)+BU®) 2
Y(O)=CX(@)+DU(t)

La ambele modele, vectorii de intrare U, de stare X si de iesire ¥ au respectiv
dimensiunile m, n §i p. Ordinul (dimensiunea) sistemului este 7.

13.1. CONTROLABILITATEA

Controlabilitatea (reglabilitatea) este acea proprietate structurala a unui
sistem liniar, stabil sau instabil, care permite reglarea acestuia prin reactie dupa
stare, cu performante dinamice foarte bune (oricit de bune la sistemele
continue), prin alocarea convenabild a spectrului sistemului (format din
totalitatea valorilor proprii ale matricei patrate A ).
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13.1.1. Controlabilitatea starii

Prin definitie, o stare X, este controlabila (reglabild) dacd exista o
comanda U care s-o transfere in origine intr-un interval de timp finit. Starea X,
este accesibila daca existd o comandd U care sa transfere originea in X, intr-un
interval de timp finit.

Tinand seama de expresia functiei de tranzitie a starii sistemului continuu
2(4,B,C,D) —relatia (5) de la Cap. 4, starea X, a este controlabila daca exista

t,>0 si Uy ) astfel incat
O=e X, + jé‘ e IBU(r)dr,
adica
[le " BU(r)dr =-X]. (3)

Tinand seama de expresia functiei de tranzitie a starii sistemului discret
24(4,B,C,D) —relatia (42) de la Cap. 4, starea X, este controlabild daca exista

un numar finit %4; de pasi de comanda, anume
{U©),Ud),.... Utk -1},
astfel Tncat
0=4X,+(A"'BUO)+ A *BU(1) +---+ BU(k, - 1).
adica
AT'BU0)+ A?BU()+---+ AMBU(k, - 1) =-X,. 4)
La ambele tipuri de sisteme, matricea

C,=[B AB --- A"'B], C,eR™™", (5)

reprezintd matricea de controlabilitate a sistemului.
Pe baza relatiilor (3) si (4) de calcul al starii X,, se poate demonstra (mai
usor 1n cazul sistemelor discrete)

Teorema controlabilitatii starii. O stare X, este controlabilad daca si
numai daca poate fi scrisa sub forma X, =C W ,unde W e R™".
Conform teoremei de controlabilitate a starii, o stare X, este controlabila
daca si numai daca apartine imaginii matricei de controlabilitate C, , adica
X, eImC,.
unde
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A
ImC,=(X eR" | X =C, W, WeR™}, (6)

reprezintd subspatiul controlabil al sistemului (sau al matricei de controlabilitate
C,), cu dimensiunea

n,=rangC,<n. (7

Observatii. 1°. In cazul unui sistem liniar continuu, daca starea X, este
controlabild, atunci exista o comanda Uy, ,; care transferd starea X, in origine

intr-un timp ¢, oricdt de mic. Din cauza incertitudinii modelului sistemului,

acest rezultat teoretic nu poate fi insa riguros implementat in aplicatiile practice.
Dar si in cazul ipotetic al unui model perfect, reducerea excesiva a timpului de
transfer ar necesita utilizarea unui semnal de comanda foarte ,,ascutit” (cu forma
apropiatd de cea a impulsului Dirac), greu de realizat fizic si inacceptabil din
punct de vedere practic. La sistemele liniare discrete de ordinul n si cu perioada
1, timpul minim in care starea controlabila X, este tranferatd in origine este

cuprins intre 1 §i n.

2° In cazul rang C, = n, subspatiul controlabil coincide cu R”, deci toate
starile X €R" sunt controlabile. Dacd insa rangC, <n, atunci starile
controlabile apartin subspatiului controlabil ImC,, iar starile necontrolabile
apartin multimii R"\ImC,, care nu formeaza un subspatiu vectorial. Exista

insd un cel mai mare subspatiu vectorial format din elemente ale multimii
starilor necontrolabile R" \ImC, , notat prin

KerCnTi{XeR”|CnTX:O} (8)
si cu dimensiunea
n, =n-—n,, )
numit subspatiul necontrolabil al sistemului sau al matricei de controlabilitate
C, (fig. 13.1). Deoarece n,.+n,. =n, subspatiul controlabil si subspatiul
necontrolabil sunt complementare in R". Orice stare X € R" poate fi scrisd in
mod unic ca suma a doua stari ce apartin celor doud subspatii vectoriale, adica
X=X+X"
unde X'eImC, si X"eKerCI'. O stare X €R” necontrolabild apartine

subspatiului necontrolabil sau nu apartine vreunuia din cele doud subspatii
vectoriale.



526 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si aplicatii

Subspatiul controlabil si subspatiul necontrolabil sunt ortogonale, deoarece
produsul scalar al oricdror doud elemente apartindnd celor doud subspatii este
nul. Astfel, dacd X, apartine subspatiul controlabil, iar X, apartine subspatiul

necontrolabil, atunci
X"X,=X,"X,=0.

=X\

R™ {ImT,, UKer o] }
Fig. 13.1. Subspatiul controlabil ImC,, si subspatiul necontrolabil Ker CnT .

3°. Determinarea unui subspatiu vectorial este echivalentd cu aflarea unei
baze a acestuia. O baza B, a subspatiului controlabil ImC, este datd de n,

coloane liniar independente ale matricei de controlabilitate C, , iar o baza B, a
subspatiului necontrolabil este datd de n,, vectori liniar independenti V; care
verifica ecuatia

Blv,;=0. (10)

De notat faptul ca orice element al subspatiului controlabil sau al subspatiului
necontrolabil poate fi reprezentat ca o combinatie liniard a vectorilor
n - dimensionali care formeaza baza subspatiului respectiv.

13.1.2. Controlabilitatea sistemului

Prin definitie, un sistem este controlabil (reglabil) atunci cand toate starile
X eR"” sunt controlabile. Din teorema de controlabilitate a starii rezulta imediat

Teorema controlabilitatii sistemului. Un sistem liniar de ordinul n este
controlabil daca si numai daca matricea de controlabilitate are rangul n, adica

rangC, =n. (11)

Observatia 1°. Proprietatea de controlabilitate este asociati exclusiv
ecuatiei de stare a sistemului, adica perechii de matrice (A4, B) .
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. 0 . . . . . o o -

Observatia 2°. La un sistem liniar controlabil, oricare ar fi doua stari

X,, X, eR", exista o comanda Uy, care sa transfere sistemul din starea
initiala X, in starea X, intr-un timp # oricdt de mic (daca sistemul este
continuu), sau cuprins intre 1 si » (daca sistemul este discret). In cazul unui
sistem continuu controlabil, demonstratia se reduce la a ardta ca daca Up

transfera starea X; In origine, iar Uy, transferd starea — X, in origine,
atunci comanda Up ,;=U"+U" va transfera starea X; in starea X,. Intr-

adevar, tinand seama de (3), avem

~X, = [l BU()dr, e X,=[le"BU"(r)dr,

iar prin insumare, obtinem

—X,+e X, = N e "BU(r)dr,

adica

X, =eMx + fé‘ e “IBU(Ddr,

care exprima faptul cd starea X, poate fi transferatd in starea X, In timpul #, cu

comanda U =U'+U". Demonstratia este similara in cazul sistemelor discrete.
Din proprietatea demonstrata rezultd ca la sistemele liniare invariante (cu

parameri constanti), controlabilitatea si accesibilitatea sunt proprietati identice.

Observatia 3°. Intre matricele de controlabilitate C, si C, a doud sisteme

2(4, B,C, D) si 2(4, B, C, D) echivalente I-S-E exista relatia
Cc,=SC,, (12)

similara relatiei de transformare a starii X = SX . Intr-adevar, din teorema de
echivalenta I-S-E (paragraful 4.4), rezulta:

SC,=S[B AB --- A""'B]
=S[S™'B S7'4S-57'B - $7'4"'S.57'B]
—[B 4B --- A"'Bl=C,.

Deoarece matricea patratd S de transformare a starii este nesingulara, din (12)
rezulta
rang C, =rangC, , (13)
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IR

sensul ca subspatiile controlabile a doua sisteme echivalente I-S-E au aceeasi
dimensiune, deci ambele sisteme sunt fie controlabile, fie necontrolabile.

Observatia 4°. Teorema urmitoare exprimi posibilitatea descompunerii
unui sistem necontrolabil in doud subsisteme, unul controlabil si celdlalt
necontrolabil.

Teorema descompunerii unui sistem necontrolabil. Fie 2(A,B,C,D) un
sistem liniar necontrolabil de ordinul n, cu
rangC, =n.<n.
Efectudnd transformarea de stare X =SX cu

S=[B,. B,.], (14)

unde B, §i B, sunt respectiv baze ale subspatiului controlabil §i necontrolabil,

se obtine sistemul echivalent 2(A, B, C, D), avand
— 4, 4 _ B _ _
A= 12 B:[ 1}, c=|C, C,|, D=D, 15
{ 0 4. 0 (G G (15)
cu A, de tipul n xn,, A,, de tipul n, xn, ., B, de tipul n,xm si C, de tipul
pxn,.
In cazul sistemelor continue, scriind vectorul de stare X al sistemului
sub forma

nc?

— )?C In.
X_|:)_(nci|}7’l-nc (16)

ecuatiile sistemului X devin astfel:

Ngll

In mod clar, componenta X, . a starii X este necontrolabila, deoarece nu poate
fi transferata in origine, in timp finit, sub actiunea comenzii U . Prin eliminarea
acestei componente, obtinem partea controlabila X a sistemului X, cu ordinul
n,=rang C, si ecuatiile

5. | XX ABU, (18)
y=C,X,+DU
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De regula, reglarea sistemului necontrolabil ¥ se reduce la reglarea partii sale
controlabile ~-(4,,, B,,C,, D).

Observatia 5°. Subsistemul controlabil X este echivalent I-E cu sistemul

3, deci si cu sistemul X. Aceasta proprietate este consecinta formei particulare
a celei de-a doua ecuatii de stare a sistemului . Astfel, daci sistemul X are
starea de tip original, adici X(0)=0, deci X A0)=0 si X 4.(0)=0, atunci
X 2@ =0 pentru orice t>0, iar ecuatiille de stare ale sistemului > devin

identice cu cele ale sistemului X .

Observatia 6". Sistemele echivalente = si T au acelasi spectru (definit ca

fiind multimea valorilor proprii, adicd a radacinilor ecuatiei caracteristice).
Spectrul o, al matricei patrate A4, reprezintd spectrul controlabil, iar spectrul

o,. al matricei patrate A,, este spectrul necontrolabil. Din

det(s1— 4) =det(s1— A) =det(sI— 4, ,)-det(sI— 4,,),
rezulta

o(A)=c(A)=0,00,,, (19)

care exprima faptul ca spectrul unui sistem este reuniunea disjunctd (la care
elementele comune devin multiple) a spectrului controlabil si a spectrului
necontrolabil.

. 0 . . .
Observatia 7. Pe baza teoremei de descompunere a unui sistem necon-
trolabil putem demonstra

Teorema de controlabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar X(A, B, C, D)
de ordinul n este controlabil daca §i numai daca pentru orice element 1 al
spectrului sistemului, matricea de controlabilitate a lui Hautus

H (2)=[21-4 B] (20)
are rangul n.
Tindnd seama de faptul cd rang[Al-A]=n pentru A€C\o(4), din

teorema de controlabilitate a lui Hautus rezultd ca un sistem este controlabil
daca si numai dacd matricea H_.(1) are rangul n pentru orice A1eC (C -

multimea numerelor complexe).
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Observatia 8. In cazul unui sistem 2(A4,B,C,D) de ordinul n si avand
spectrul o(A4) format din n elemente distincte, spectrele controlabil si
necontrolabil sunt date de relatiile

o.={A e o(A)|rangH (1) = n}, (21)
0,. =12 €o(4)|rangH (1) < n}. (22)

Pe de altd parte, spectrul unui sistem continuu este reuniunea spectrului stabil
(strict) o~ si a spectrului instabil o, definite astfel

o ={1eo(4)|Rer<0}, (23)
oc"={ieo(d)|Re1>0}. (24)

13.2. STABILIZABILITATEA

Stabilizabilitatea este o proprietate structurala mai slaba decat controla-
bilitatea, care permite numai stabilizarea sistemului prin reactie dupa stare (prin
alocarea spectrului in zona de stabilitate), dar nu s1 obtinerea unor performante
dinamice convenabile. Toate sistemele intern stabile satisfac, In mod evident,
proprietatea de stabilizabilitate. Un sistem intern instabil care nu satisface
proprietatea de stabilizabilitate nu poate fi stabilizat prin introducerea unei
legdturi de reactie dupa stare.

Prin definitie, o stare X, este stabilizabila daca existd o comanda U care
s-o transfere 1n origine, intr-un interval de timp oricat de mare (finit sau infinit).
Un sistem este stabilizabil atunci cind toate stirile X e R" sunt stabilizabile.

Teorema stabilizabilitatii sistemului. Un sistem liniar este stabilizabil daca
si numai daca partea necontrolabila este asimptotic stabila (spectrul
necontrolabil este asimptotic stabil), adica, la sistemele continue,

0, cC (25)

Avand in vedere lantul de echivalente
(6,,cC) & (lec' =iec,) & (Lec =rangH (A)=n),
rezultd

Teorema de stabilizabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar este stabilizabil
daca si numai daca matricea de controlabilitate a lui Hautus are rangul n
pentru orice element A al spectrului instabil, adica, la sistemele continue,

rangH . (A)=n Vieo'. (26)
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13.3. FORME CANONICE CONTROLABILE

Utilizarea formelor canonice de reprezentare [-S-E a unui sistem
2(4,B,C, D) poate aduce simplificari in rezolvarea unor probleme majore de
sinteza a sistemelor de reglare automata cu reactie dupa stare. Teoria formelor
canonice are la baza conceptul de echivalenta I-S-E, care permite transformarea
unui sistem X(A4, B,C, D) intr-un sistem echivalentX(4, B,C, D) prin schimba-
rea bazei spatiului starilor. Determinarea noii baze S, adicd a matricei de
transformare a stirii, dupa relatia X = SX , este esentiald in obtinerea formei
canonice dorite si, eventual, dupd rezolvarea problemei de sintezd, pentru
revenirea la forma initiala. In cele ce urmeazd este abordat numai cazul
sistemelor cu o singura intrare.

Forma canonicd controlabild de tipul unu. Un sistem liniar controlabil
2(A4,B,C,D), cu o singurd intrare si cu polinomul caracteristic

P(A)=det(Al—A)=A"+a, A" +-+ad+a,,
poate fi adus la forma canonica controlabila de tipul unu ZCI(Z, B,C,D), cu

matricele A si B de forma

0 1 O 0 0

/0 0 1 - 0 10

A= = = . i |, B=|:i], (27)
o 0 0 - 1 0
o 4y Ay Ty 1

prin alegerea bazei S =[s,5,:"5,], unde

s =B
{ ! (28)

s;=As.,,taB, i=n-1n-2..,1.

Matricea patratd S, este nesingulard deoarece, scriind relatiile (28) sub
forma explicita
s,=B
s,1=a, B+AB

s,=a,B+a,AB+---+a, A" *B+A4""'B

rezulta
A = CnAl ’
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unde C,=[B AB --- A""'B] este matricea de controlabilitate a sistemului 2,
1ar

Ca,  a, a, 1]

a, a 1 0

A= :

a,; 1 0 0

10 0 0
Prin urmare,

et S, |=|detC, |-|det 4, |=|det C, |#0.

Pentru a demonstra cd prin alegerea bazei S, se obtine forma canonica

echivalenta (27), in conformitate cu teorema de echivalentd I-S-E (paragraful
4.4) trebuie aritat ci A= SaASC1 si B= SE}B , adica

ScA=ASg, S B=B.
A doua relatie este evidenta. Pentru demonstrarea primei relatii, avem
Asy=(ayA+a,A* +--+a, A"+ 4")B,

iar din teorema Cayley-Hamilton, rezulta
Asy=—-ayB=-ays,.

In plus, avem A4s,,,=s;—s,a; pentru i=1,2,...,n—1. Rezulta astfel:

0 1 o --- 0
0 0 1 - 0
Alsy sy 8,48, 1=[s152 5,1 5,] : : ) b
O 0 0 1
—ag —d; —a; A,

Sistemul 2., este controlabil deoarece este echivalent I-S-E cu sistemul
controlabil X. Controlabilitatea sistemului 2., reiese insa si din faptul ca

matricea sa de controlabilitate (_?n =[B AB -- Z"_IE] are forma

—_ O

00 --- 1 *
C,=|i i i,
1 ... % %
% %k %k

—_ O
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deci proprietatea |det C, |=1.

Ecuatia de stare asociatd formei canonice controlabile de tipul unu are
forma

Xl :fz
L , (29)
Xn-1=%Xp

care evidentiaza faptul cd fiecare dintre variabilele de stare x,,xs,...,x, sunt

derivatele variabilelor de stare precedente.
De mentionat faptul ca sistemul monovariabil cu forma canonica
controlabila X~ (4, B,C, D) si
5:[00 Cl Cl’l—l]’ 520,
are functia de transfer

n—-1
Cn_lS +”‘+CIS+CO

G(s)=— — .
S +an_1S +"'+a1S+a0

Forma canonicda controlabild de tipul doi. Un sistem liniar controlabil
2(4,B,C,D), cu o singurd intrare §i cu polinomul caracteristic
P(A)=det(Al-A)=A"+a, A" ++ad+a,,

poate fi adus la forma canonica controlabila de tipul doi ECZ(Z, B,C,D), cu

matricele A si B de forma

00 -0 —a 1

100 o

A=[01 -0 —a, |, B=|0], (30)
0 - E
00 - 1 —a, | 0

prin alegerea bazei S, egala cu matricea de controlabilitate C, a sistemului
2(4,B,C,D).

In conformitate cu teorema de echivalenta I-S-E, este suficient sd aratam ca

C A=AC,si C,LB=B.
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Tinand seama de cu teorema Cayley-Hamilton, avem
AC,=[AB A°B --- A"B]

—[4B A’B - A"'B —(ajl+a,A+---+a, A")B]

00 -0 —a
10 -0 —g -
=[B 4B - A"'B|0 1 - 0 —a, |=C, 4
POt
_O 0 -1 a1
si
1
n—1 0 -
B=[B 4B --- A"'B]|Y|=C,B.
0

Controlabilitatea sistemului X, reiese si din faptul ca matricea sa de contro-
labilitate 5,1 =[B AB -- ZHE] este egald cu matricea unitate I.

Ecuatiile de stare asociate formei canonice controlabile de tipul doi au forma

Xy =X|—aiX,

€2))

xn :xn_l —d

13.4. OBSERVABILITATEA

Observabilitatea este duala proprietatii de controlabilitate. Daca
proprietatea de controlabilitate permite atingerea originii din orice stare initiala
intr-un timp foarte mic (printr-o comanda convenabild), deci reglarea sistemului
prin reactie dupa stare cu performante dinamice foarte bune, in schimb,
proprietatea de observabilitate permite estimarea rapida a starii sistemului prin
masurarea §i procesarea convenabild a marimilor de intrare si de iesire.

Prin definitie, o stare X, este observabila dacd raspunsul liber (sub
actiunea intrarii nule) Y,(¢) din starea initiala X, este nenul pentru >0. Altfel
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spus, o stare X, este neobservabila daca raspunsul liber Y,(¢) din starea initiald
X, este identic nul pentru >0.
La sistemul continuu X(4, B,C, D), starea X, este neobservabild daca si
numai daca
Ce’'X,=0 V0. (32)

iar la sistemul discret 2 4(4, B, C, D), starea X, este neobservabila daca si numai
daca
CcA*Xx,=0 Vk=0,12,.... (33)

Relatiile (32) si (33) sunt echivalente, deoarece (33) implicd (32), conform
relatiel de definitie a exponentialei matriceale, iar (32) implica

ik(CeA‘)(l) =0 Vk=0,12,...,
dt 1=0
adica (33).
La ambele tipuri de sisteme, matricea
C
0| |, oerm, (34)
ol

reprezintd matricea de observabilitate a sistemului. Pe baza relatiilor (32) si (33)
putem demonstra urmatoarea teorema.

Teorema observabilitatii starii. O stare X, este neobservabila daca si

numai daca
0,X,=0. (35)

Multimea  starilor neobservabile formeaza subspatiul vectorial
neobservabil, cu dimensiunea n-rang(Q,, in timp ce multimea starilor

observabile din R” nu formeaza un subspatiu vectorial, dar contine un cel mai
mare subspatiu vectorial, cu dimensiunea n,=rang(Q,, numit subspatiul
observabil. Cele doud subspatii, ca si subspatiile controlabil si necontrolabil,
sunt ortogonale si complementare in R”.

Prin definitie, un sistem este observabil atunci cand toate stirile X eR”

sunt observabile, adica subspatiul neobservabil are dimensiunea zero, iar
subspatiul observabil are dimensiunea n, =n. Am obtinut astfel
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Teorema observabilititii sistemului. Un sistem liniar de ordinul n este
observabil daca si numai daca matricea de observabilitate are rangul n, adica

rangQ, =n. (36)

Proprietatea de observabilitate este asociatd exclusiv perechii de matrice
(4,C). Din

T T T -\ T
0,(4,0)=[C" (CA)" - (CA")]
—ic” AT ... 4Ty
=C,4",ch,
rezultd
rang 0,(4,C)=rang C,(4",C"), (37)
care exprima

Principiul dualititii. Perechea (A,C) este observabila daca §i numai daca
perechea (AT ,CT) este controlabila.

Sistemele X(4,B,C,D) si Zl(AT,CT,BT,D) se numesc sisteme duale
deoarece, conform principiului dualitatii, studiul observabilitatii/controlabilitatii
unuia se reduce la studiul controlabilitatii/observabilitatii celuilalt. Din
principiul dualitdtii putem obtine feorema descompunerii unui sistem

neobservabil (similara teoremei descompunerii unui sistem necontrolabil),
precum si

Teorema de observabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar X(A4, B, C, D) de

ordinul n este observabil daca si numai daca pentru orice element 1 al
spectrului sistemului, matricea (de observabilitate a lui Hautus)

/II—A}

HO(A)z[ . (38)

are rangul n.

Observatia 1°. Intre matricele de observabilitate 0, st Qn a doua sisteme
2(4,B,C,D) si E(Z ,B,C,D) echivalente I-S-E, cu matricea de transformare S
(X =5X), exista relatia

0,=0,S. (39)

Intr-adevar,
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cs C

4 |_ CS-S7'4s CA

C
¢ = $=0,5.

Qn - . .
cam| |cs-s7lams| [ca™
Deoarece matricea patrata S este nesingulara, din (39) rezulta

rangQ, =rangQ, . (40)

care exprima proprietatea de conservare prin echivalenta a observabilitatii.
Observatia 2°. In cazul unui sistem 2(A4,B,C,D) de ordinul »n si avand
spectrul o(4) format din n elemente distincte, spectrul observabil si spectrul

neobservabil sunt date de relatiile
o,={A€o(A)|rangH ,(1)=n}, (41)
c,,=1A€o(4)|rangH (1) <n}. (42)

13.5. DETECTABILITATEA

Detectabilitatea este o proprictate mai slaba decat observabilitatea, care
permite numai stabilizarea procesului de estimare a starii sistemului pe baza
masurarii i procesarii convenabile a marimilor de intrare si de iesire, dar nu si
realizarea unei operatii de estimare performante. Starea unui sistem nedetectabil
nu poate fi estimatad prin procesarea iesirii.

Prin definitie, o stare X, este detectabila dacd este observabild sau daca
starea sistemului evolueazd in regim liber din starea initiala X, spre origine,
intr-un interval de timp finit sau infinit. Daca toate stirile X eR" sunt
detectabile, atunci sistemul este detectabil.

Teorema detectabilitatii sistemului. Un sistem liniar este detectabil daca si

numai daca spectrul neobservabil este asimptotic stabil, adica, la sistemele
continue,

T, cC . (43)
Avand in vedere lantul de echivalenta
(0,,cC ) © (tec"=1e0,) & (leoct=rangH,(1)=n),

rezulta
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Teorema de detectabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar este detectabil
daca si numai daca matricea de observabilitate a lui Hautus are rangul n
pentru orice element A al spectrului instabil, adica, la sistemele continue,

rang H (A)=n Yieo . (44)

Perechea (A4, C) este detectabild daca si numai daca perechea (AT, C T) este
stabilizabila, iar sistemul (4, B,C,D) este detectabil daca si numai daca

sistemul dual Zl(AT,CT,BT,D) este stabilizabil.

13.6. FORME CANONICE OBSERVABILE

Forma canonicd observabilid de tipul unu. Un sistem liniar observabil
>(4,B,C,D), cu o singura iesire si cu polinomul caracteristic

P(A)=det(Al—A)=A"+a, A" +-+ad+a,,

poate fi adus la forma canonica observabila de tipul unu ZOI(;I, B,C, D), cu

o 1 0 - 0

10 0 1 - 0 _

A=+ = . |, C=[10--00], (45)
o 0 0 - 1
—do —dp Ay Ty

prin alegerea bazei S, egala cu inversa matricei de observabilitate, adica
-1
So1=0, -

Acest rezultat poate fi obtinut din forma canonicd controlabild de tipul doi
(30), tinand seama ca

AT=4 si Cc’=B.
Intr-adevar, din principiul dualitatii, avem:
(4,C) observabildi < (47,C") controlabili < (4,B) controlabila.
Prin transpunere, relatiile
A=58,148,,, C=CSp,
devin respectiv
A=554"(S5)™", B=shc’.
Pe de alta parte, deoarece

A=S;zyASpy, B=SqhB,
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obtinem
SglAT(Sgl)_l = Sc_*leScz’ SglcT = SglzB :
Din aceste relatii rezultd ca baza S, se obtine prin transpunerea §i inversarea
bazei S, dupd ce, in prealabil, au fost inlocuiti parametrii 4 s1 B din
Sczz[B AB - A"_IB} respectiveu A” si CT; deci, Sy =(Sey) ' =0,
Similar, din forma canonica controlabila de tipul unu (27), rezulta

Forma canonica observabild de tipul doi. Un sistem liniar observabil
2(4,B,C,D), cu o singura iesire si cu polinomul caracteristic

P(A)=det(Al—A)=A"+a, A" ++ad+a,,

poate fi adus la forma canonica observabila de tipul doi 202(;1, B,C, [)) , CU

00 -0 —a

100 —g .

A=[0 1 0 —ay |, C=[0 0 - 01], (46)
00 -1 -a.

alegdnd baza S, astfel incat S512 =[s; 5, ---sn]T, unde
T
S, =CT ) (47)
s;=A s;4+ta,C", i=n-l, n2 - 1.

De mentionat faptul ca sistemul monovariabil cu forma canonica
observabila X,(4, B,C, D) si

are functia de transfer

-1

G(S): n n—1 )
S +an_1S +"'+a1S+a0

13.7. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 13.1. S se studieze controlabilitatea stérilor sistemului cu ecuatiile de
stare

{Xl =X] _2X2 +u

. b
Xy =X| +mxy —2u
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unde m este un parametru real.

Solutie. Sistemul are matricea de controlabilitate

C,=[B AB]:[_12 l_zm}.

Pentru m=11/2, matricea C, are rangul 2, deci sistemul este controlabil (are toate

starile X eR? controlabile).

Pentru m=11/2, matricea C, are rangul 1, deci sistemul nu este controlabil. Subspatiul
controlabil are dimensiunea n,=rangC, =1, iar subspatiul necontrolabil are dimensiunea
n,.=n—-n,=1.

Prima coloand a matricei C, formeazad baza subspatiului controlabil

1
Prin urmare, elementele subspatiului controlabil sunt de forma X :[ 2}0{, aeR, deci

X

starile controlabile X =[
o)

} sunt situate in planul R’ pe dreapta
Xy ==2X;

Toate stirile X e R? nesituate pe aceasti dreaptd sunt necontrolabile.

O bazid B, a subspatiului necontrolabil este data de o solutie nenuld v a ecuatiei

vectoriale BCT v=0,unde Bl =[1 -2].Rezulta

2
deci elementele subspatiului necontrolabil sunt de forma X :[1 }a , 2€R, adicd de forma

1 o . .
X =[x1 } cu x, =5x1. Dreapta de controlabilitate x, =—2x; si dreapta de necontrolabilitate
X2

1
X9 ZEXI

sunt perpendiculare.

¢ Aplicatia 13.2. Sa se studieze controlabilitatea starilor sistemului cu ecuatiile de stare
).Cl =—2x1 +x2 +u
)&2 =—X _6X3
X3 =X +u
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Solutie. Sistemul are matricea de controlabilitate

1 -2 -2
C,=[B 4B A*B]=|0 -6 0
1 1 -2

Deoarece matricea C; are determinantul nul, dar contine determinanti de ordinul doi nenuli,
rezultd rangC;=2. Prin urmare, sistemul este necontrolabil, subspatiul controlabil are
dimensiunea n,. =rang C3 =2, iar subspatiul necontrolabil are dimensiunea n,.=n-n.=1.

O bazd B, a subspatiului controlabil este formata din primele doua coloane ale matricei

C5, adica
1 -2
B.=|0 -6 |,
1 1

iar o bazd B,,. a subspatiului necontrolabil este data de vectorul nenul v care verifica relatia

T 1 01 .
B.v=0,unde B! = [_2 6 J ; rezulta
-2
B,.=v=| 1
Starile controlabile sunt de forma
1 -2 a-2p
X=|0 |a+|-6 |f=| -6
1 1 a+p

unde a, R, deci sunt situate in planul
2x1 — X _2X3 =0

din spatiul R>. Toate stirile X eR> nesituate in acest plan sunt necontrolabile. Stirile
subspatiului necontrolabil sunt de forma

-2
X=| 110, 0eR,
2
deci sunt situate pe dreapta
il X3
——=XH =— ,
2 "t

perpendiculara pe planu de controlabilitate

¢ Aplicatia 13.3. Sa se studieze controlabilitatea si stabilizabilitatea sistemului liniar
continuu cu modelul I-S-E
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xl =—2x1+x2+u
2: XZZ_XZ_6X3 . V=X —Xy) —X3 .

X3=X+u
Sa se determine partea controlabila.

Solutie. Avem

-2 1 0 1 1 -2 -2
A= 0 -1 =6 |, B=0|, Cy=[B AB A*B]=|0 -6 0
1 0 0 1 11 -2

Deoarece n, =rang C; =2, sistemul nu este controlabil. La acelasi rezultat ajungem aplicand
teorema de controlabilitate a lui Hautus. Ecuatia caracteristicd det(sI — A4) =0, echivalenta cu

(s+3)(s*+2)=0,
are radacinile
S1:—3, S2’3:ij\/§.

Asadar, sistemul are spectrul

O'={—3,—j\/§,j\/§}.

Matricea de controlabilitate a lui Hautus

A+2 -1 0 1
H,0)=[\-4 Bl=| 0 241 6 0
-1 0 a1

are rangul 3 pentru 1==*j~/2 (ultimele trei coloane fiind liniar dependente numai pentru

A=-3s1 A=2)sirangul 2 pentru A=-3, rezultat ce confirma necontrolabilitatea sistemului.
Sistemul are spectrul controlabil o, ={—j/2,7/2} si spectrul necontrolabil o, ={-3}.

Deoarece spectrul necontrolabil o, al sistemului coincide cu spectrul stabilo™ = {3}, din

teorema stabilizabilitatatii rezulta ca sistemul este stabilizabil. Acest lucru este confirmat de
teorema de stabilizabilitate a lui Hautus, prin faptul ca matricea H (1) are rangul 3 pentru

toate valorile lui A apartinand spectrului instabil ot = {£j~/2} .
O baza B, a subspatiului controlabil este formata din primele doud coloane ale matricei

C;, adica
1 -2
B.=[0 -6,
11

iar o baza B, a subspatiului necontrolabil este datd de vectorul nenul v care verifica relatia

BCTV =0, adica
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-2
B,.=| 1
2
Cu matricea de transformare
1 -2 -2 { 13 -2 14
S=[B., B,]=|0 -6 1], S*lzﬁ -1 -4 1],
I 1 2 -6 3 6
se obtine forma necontrolabila descompusa
- - 7=
X =—2x2+§x3+u

care evidentiaza clar necontrolabilitatea starii x5 . Prin eliminarea acestei stari, obtinem partea

controlabila a sistemului

X, =—2Xx,+u
DI {,1 ~ 2T y=3x,.
Xy =X

4.0 Ay, =—3
11_1 07 22 — 79

rezultd din nou ca sistemul are spectrul controlabil

Din

o, =0o(d) = {£jV2}
si spectrul necontrolabil

Ope = 0-(222) ={-3}.

¢ Aplicatia 13.4. Sa se studieze controlabilitatea si stabilizabilitatea sistemului liniar

Xl =2x1+2x2—x3—u1+2u2
- Y=X—X3
Z: XZZXZ+MI+UZ .

. y2=x1—2x2+u1
X3 =x1+2x2+3u2

Sa se determine partea controlabila

Solutie. Avem
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22 -1 -1 2
A={01 0|, B=| 1 1],
12 0 03
1 0 -1 00
C‘L -2 0}’ D_[l 0}’
-1 2031 4
Cy;=[B 4B A4°B]=| 1 1 1 1 11
031425

Deoarece matricea de controlabilitate C; are rangul 2 (linia a treia este suma primelor
doud) sistemul este necontrolabil; subspatiul controlabil are dimensiunea n,=2, iar
subspatiul necontrolabil are dimensiunea 7, =1. Alegem baza B, a subspatiului controlabil

ca fiind formatd din prima si a treia coloanad a matricei C;, apoi baza B,,. a subspatiului

necontrolabil sub forma vectorului nenul v care verific relatia BCT Vv =0; rezultd

-10 1 - -1
S=[B, B,]=| 1 1 1], S'=—| 11 2
1 3 1

Cu matricea de transformare S, se obtine forma necontrolabild descompusa

X; =—Xo—4x3+u;—u, o
S e Y ==X= X+ 2x;
2 . Xy =x1+2x2+4x3+3u2 . _ _ _ ,
- _ y2 :—3X1_2X2—X3+M1
X3 =X3
care evidentiaza necontrolabilitatea starii x;. Prin eliminarea acestei stari, obtinem partea

controlabila a sistemului
s . {Xl =Xy tuTUy N=N7X%
(O . ’ :
x2=x1+2x2+3u2 b %) =—3x1—2x2+u1

Din

rezulta ca sistemul are spectrul controlabil
o.=0(d;) =1, 1}

si spectrul necontrolabil B
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Pentru A=1, matricea lui Hautus

1-21-12
H,(A)=[A1-4 B]={0 0 0 1 1
~1-210 3

are rangul 2 (ultima linie fiind suma primelor doud), fapt ce confirmd necontrolabilitatea
sistemului.

Deoarece spectrul necontrolabil o, al sistemului nu este asimptotic stabil, din teorema

stabilizabilitatii rezultd ca sistemul nu este nici stabilizabil. Acest lucru este confirmat de
teorema de stabilizabilitate a lui Hautus, prin faptul cd matricea H (1) are rangul 2 pentru

deot ={L1L1}.

¢ Aplicatia 13.5. Sa se determine formele canonice controlabile ale sistemului cu

01 0 1
A={1 0 2|, B=|-1|, C=[10-1, D=0.
2

01 -1

Solutie. Polinomul caracteristic

A -1 0
PA)=det(Al-A)=|-1 2 =2|=2+1-31-1,
0 -1 A+1

are coeficientii
aoz—l, a1=_3, a2=1.

Pentru a obtine forma canonicad controlabild de tipul unu, cu relatiile (28) determinam

baza Sy, astfel:
1 0 1
83 =B=|-1 5 SZZAS3 +azB= 4 , S1=A52 +alB: 1 5
2 -1 -1

1 0 1 7 -1 -4
Sei=| 1 4 -1|, Sg=—|-1 3 2.
-1 -1 2 100 3 1 4

Rezultd forma canonica X (4, B,C, D) cu

adica
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;1 =X)
Pentru a obtine forma canonica controlabild de tipul doi, calculam
5 I -1 5 Lo -19 7 18
Scr=[B AB A°B]=|-1 5 -7\, Sco=— 6 2 =-2|.
2 -3 8 0] 7 1 -4

Rezulta forma canonica ZCQ(Z, B,C, 5) cu

00 1 N _
AzsgleSCz:[l 0 3], B:S&B:H, C=CS¢y=[-1 2 =3], D=D=0,

01 -1 0
adica
)_Cl =)_C3 +u
ZCZ: .¥2 :.;14‘3;3 , y:_.;1+2.¥2 _3.;3.
.;3:;2_;3

¢ Aplicatia 13.6. Sa se studieze observabilitatea si detectabilitatea sistemului liniar
continuu cu modelul I-S-E

).Cl =—x1+x,+tu
2l Xp=x;—xp—2u ,  y=x+X,+2x3 .

).63 =—X) _X3+2u

Solutie. Avem

-1 1 0 1
A= 1 -1 0|, B=|-2],
0 -1 -1 2

C=[112], D=0,

C 1 1 2
0,=|C4 |=| 0-2-2|.
CcA?| |-2 4 2

Deoarece matricea de observabilitate (; are rangul 2, sistemul este neobservabil; subspatiul
observabil are dimensiunea n,=rang(; =2, iar subspatiul neobservabil are dimensiunea

n,,=1.

Prin rezolvarea ecuatiei caracteristice det(sI—A)=0, echivalentd cu s(s+1)(s+2)=0,

obtinem spectrul
o={-2,-1,0}.



PROPRIETATI STRUCTURALE ALE SISTEMELOR LINIARE 547

Matricea de observabilitate a lui Hautus,

A+1 -1 0

Al-4 -1 A+1 O
=" G )

1 1 2

are rangul 3 pentru A=-2 si A=—1 (ultimele trei linii fiind liniar independente) si rangul 2

pentru A=0, fapt ce confirmad neobservabilitatea sistemului §i permite determinarea
spectrului observabil o, ={-2,—1} si a spectrului neobservabil o,, ={0} . Deoarece spectrul

neobservabil nu este asimptotic stabil (adica inclus iIn C™), din teorema detectabilitatii rezulta
ca sistemul este nedetectabil. Acest lucru este confirmat de teorema de detectabilitate a lui
Hautus, deoarece rangul matricei H,(A1) pentru A=0€0 ™ este mai mic decat 3.

¢ Aplicatia 13.7. Sa se determine formele canonice observabile ale sistemului cu
01 0 1
A=|1 0 2|, B=|-1|, C=[10 -1, D=0.
01 -1 2
Solutie. Pentru a obtine forma canonica observabild de tipul unu, calculam

C 10 -1 110
Spi={C4 |=[0 0 1|, Sp=l0 1 1]

o2 1o 1 -1 01 0

Rezulta forma canonica ZOI(Z, ZN?, c ,5) cu

1 3 -1

_ 01 O _ -1
A=S,455,=|0 0 1|, B=S,B=| 2|,
C=CSp=[1 0 0], D=D=0,
adica
;1 =)NC/2 —u
E:J, :.;1 +3;2 —E:; —3u
Pentru a obtine forma canonica observabila de tipul doi, calculdm polinomul caracteristic
A -1 0

P =det(Al-A)=|-1 4 -2|=A+1*-31-1,
0 -1 A+l
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care are coeficientii
aoz—l, a1=—3, a2=1.

Cu relatiile (47) determindm baza S, , astfel:

1 1 -3
s3=CT{ 0], szzATs3+ach=M, sleTs2+alcT{ 1],
-1 0

3
31 3 01 0

Soh=| 1.0 0, Sp=[1 0 3]
10 -1 01 -1

l
l
l

adica
51 :;3 +2u
202: ).CZZXI+3X3 +u , Yy=X3.

373 :;1 —373 —Uu

13.9. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C13.1. Fie sistemul

9

)‘Cl =2x1 +XZ +u
)tz =mx; -X,

unde m este un parametru real. Sa se studieze controlabilitatea starilor si a sistemului, precum
si stabilizabilitatea sistemului.

¢ C13.2. Sa se studieze controlabilitatea si stabilizabilitatea sistemului cu ecuatiile de
stare

)‘Cl =—x1—2x2+u
).Cz:.)Cz—x:;—u ,

)‘C3 =mx,

unde m este un parametru real.
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+ C13.3. Sa se studieze controlabilitatea si stabilizabilitatea sistemului liniar

Xlz—x1+x2 +Uy VI =X1+Xy
. b 2
Xy =mMX] —2Xy —Uy Vo =X1—2X%,

unde m este un parametru real.

¢ C13.4. Sa se determine formele canonice controlabile ale sistemului cu

01 0 1
A={11 -2|, B=| 0|, Cc=[11-1, D=o.
01 -1 —2

¢ C13.5. Sa se studieze observabilitatea sistemului liniar continuu cu modelul I-S-E
).Cl = —xl + XZ +u
Xl {Xy=—xj—u ., Y=X|—Xp—X3.

)273 =—X +X3

¢ C13.6. Sa se determine formele canonice observabile ale sistemului cu
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14

REGLAREA PRIN REACTIE DUPA
STAREA ESTIMATA

Reglarea automata a unui sistem (proces) strict propriu X(4, B, C) presupu-

ne elaborarea unui semnal de comanda a acestuia in functie de iesirea masurata
Y si de intrarea de referintd R. Rezolvarea structurala a problemei sintezei
sistemului de reglare se face in doua etape:

- construirea, 1n conditiile observabilitatii sistemului X, a unui estimator de
stare 3 a carui iesire X sa reconstituie asimptotic exact starea necunoscuti X
a sistemului X, pe baza intrarii U si a iesirii masurate Y (fig. 14.1);

- determinarea, in conditiile controlabilitdtii sistemului X, a unei legi de
comandad liniara dupa starea estimata, de forma

U(t)=—FX({)+ PR(@) , (1)
astfel incat sistemul inchis s aiba un spectru apriori fixat.
Prin indeplinirea conditiei de estimare asimptotic exacta a starii X a
sistemului ¥, iesirea X (¢) a estimatorului de stare ) converge catre starea X ()
atunci cand ¢ — o, oricare ar fi starea initiala X'(0) si intrarea Up

Sistemul X format din subsistemul de comandd dupa stare si estimatorul

de stare se numeste compensator liniar.

Fig. 14.1. Schema sistemului de reglare cu estimator de stare
si reactie dupa starea estimatd.



552 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si aplicatii

14.1. REGLAREA PRIN REACTIE DUPA STARE

Pentru sistemul continuu liniar X(A4, B,C) cu m variabile de intrare si n
variabile de stare, legea de comanda liniara dupa stare are forma (1), unde
ReR? este marimea de intrare (de referintd) a sistemului inchis (cu reactie),

PeR™1 este matricea de precompensare, iar F € R™" este matricea de reactie

b H
dupa stare. Daca sistemul X are o singura intrare (m=1), atunci matricea de
precompensare P si matricea de reactie F sunt de tip linie.

Sistemul inchis cu reactie dupa stare X, ,(4,B8,C) din fig. 14.2 are modelul

X=A4,.X+B,R
F P ()
Y=CX
unde
oy P _ rr Z ¥

F<X

Fig. 14.2. Sistem inchis cu reactie dupa stare.

Un sistem X(A4,B,C) cu n variabile de stare se numeste alocabil daca
oricare ar fi multimea simetricd' o, de n numere reale sau complexe, existi o

matrice de reactie F astfel incat spectrul sistemului cu reactie dupa stare sa
coincidd cu o, adicd

o(dp)=0y. 4
Se poate demonstra relativ usor, pe baza teoremei descompunerii unui
sistem necontrolabil (vezi cap. 13), ca un sistem necontrolabil (4, B, C) nu este

alocabil deoarece, oricare ar fi matricele F' g1 P, spectrul sistemului cu reactie
dupd stare X p(4,B,C) contine spectrul necontrolabil, deci fix, al lui . Mai

complicata este demonstrarea conditiei necesare si suficiente de alocabilitate a
sistemului X(4, B, C).

1 = A - . -
In care fiecare numdr complex apare impreuna cu conjugatul sau.
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Teorema alocabilitatii spectrului prin reactie dupa stare. Un sistem este
alocabil daca si numai daca este controlabil.

Performantele dinamice ale sistemului de reglare dupd stare sunt in mare
masura determinate de spectrul matricei A . Daca sistemul X este controlabil,

prin alegerea convenabild a matricei de reactie F', putem obtine spectrul dorit
(impus) o, al sistemului inchis (al matrice1 Ay ), deci putem proiecta sistemul

inchis pentru a avea performante dinamice oricat de bune. Acest lucru nu este
insd perfect realizabil in cazul aplicatiilor practice, ca urmare a nivelului ridicat
de zgomot si gradului de incertitudine al modelului sistemului 2.

In cazul sistemelor cu o singurd intrare (m=1), procedura de alocare a
spectrului este urmatoarea:

a) Se calculeaza matricea de controlabilitate
C,=[B AB --- A"'B]
s1 se verifica faptul ca rangC, =n;
b) Se determina vectorul % cu relatia
h'C,=[0 - 01];
c) Se calculeazd matricea de reactie F' (tip linie) cu relatia
n
F=h"®@yA)=h"[[A-A), (5)
k=1
unde ®,(s) este polinomul caracteristic dorit (impus) al sistemului inchis, iar
A2, ..., Y sunt radacinile lui @) (s), adica elementele spectrului impus o,.

Observatie. Procedura de alocare se simplifica in cazul unui sistem
20(4,B,C) avand forma canonica controlabila de tipul unu. Astfel, daca

sistemul are polinomul caracteristic
P(A)=det(Al-A)=A"+a, A" +-+ad+ay,
atunci alegand matricea de reactie
h=lag-ay ay—ay - o, 1-a,,], (6)
sistemul inchis va avea polinomul caracteristic impus
RN =A"+a, A"+t oAt a.

Intr-adevar, avem



554 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si aplicatii

0 1 O 0 0
- O 0 1 O 110
A-BF =| + - [ag—ay oy —a a,_1—a,]
1 0 o o i 0 0" 4 a1—aq 1 1
G —0 —0, —0,,_ 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1o 0 o 1
—ay —a; —Q, -,
deci

det[A1—(A4—BF)]=@,(1).

Daca sistemul controlabil X nu are forma canonica controlabila de tipul
unu, atunci matricea de reactie /' poate fi calculata cu relatia (5) sau cu relatia

F=FS¢,. (7

unde matricea patratd S, =[s;s,---s,] este definitd prin relatiile (28) de la

capitolul 13.

B [n MATLAB, pentru calculul matricei de reactie F a unui sistem X(4,B,C) cu o
singura intrare sau cu mai multe intrari, se utilizeaza respectiv functiile

e function F = acker(A,B,s),
e function F = place(A,B,s).

Vectorul 7 -dimensional s defineste spectrul dorit o, al sistemului cu reactie dupa stare.

14.2. ESTIMATOARE DE STARE

Cel mai simplu estimator de stare (numit de de tipul 1) al sistemului strict
propriu 2(A4,B,C) de ordinul n este sistemul liniar de ordinul » si strict

propriu, cu modelul
S X=AX +BU+LY -CX), (8)
unde X este o estimare a starii X a sistemului ¥, iar LeR"™? este o matrice

de corectie aleasd convenabil. In lipsa termenului de corectie L(Y —CW), ecuatia

estimatorului coincide cu ecuatia de stare a sistemului 2. Daca sistemul X are o
singurd iesire ( p =1), atunci matricea de corectie L este de tip coloana.

Cu notatia



PROPRIETATI STRUCTURALE ALE SISTEMELOR LINIARE 555

A, =A-LC, (9)

modelul estimatorului de stare devine astfel:

~

5. X=A,X+BU+LY. (10)

Estimatorul are ca intrari marimile de intrare si de iesire (U si Y) ale
sistemului X, iar ca iesire marimea X de estimare a starii X a sistemului X.

Spectrul estimatorului de stare este multimea valorilor proprii ale matricei
patrate 4, .

Notand eroarea de estimare cu £ , adica
E=X-X,
din ecuatia (8) a estimatorului si din ecuatiile sistemului 2
X=A4AX+BU, Y=CX,

obtinem ecuatia erorii

E=AE, (11)
care implica
E@)=e™"E(0) (12)

unde E(0) este eroarea de estimare initiala. Din (12) rezulta ca estimatorul este

asimptotic stabil, adicd limE(t):O oricare ar fi eroarea initiala E(O), daca si
[—0

numai dacd toate valorile proprii ale matricei 4; au partea reald negativa.

Tinand seama ca

o(4,)=0(4})=0(4" -C"L", (13)
din teorema alocabilitatii spectrului prin reactie dupa stare rezulta ca estimatorul
este alocabil daca si numai daca perechea (AT,C T) este controlabila. In

conformitate cu principiul dualitatii, perechea (AT,C T) este controlabild daca si
numai daca perechea (4,C) este observabila. Obtinem astfel

Teorema alocabilititii spectrului estimatorului. Estimatorul de stare (8) al
unui sistem are spectrul alocabil daca si numai daca sistemul este observabil.

In cazul unui sistem 2 observabil, alegand valorile proprii ale matricei A4;

in stanga axei imaginare si suficient de departe de aceasta, eroarea de estimare se
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poate anula oricat de rapid. Practic, acest lucru nu este realizabil ca urmare a
nivelului de zgomot si gradului de incertitudine al modelului sistemului 2.
Observatie. Procedeul de alocare a spectrului estimatorului este similar
celui de la reactia dupa stare. Astfel, in conformitate cu (13), dacad se doreste ca
estimatorul sa aiba spectrul o, atunci se noteaza A" cu 4 si C Tcu B, iar dupa
aflarea matricei de reactie F astfel incat o(4—BF) =0, se calculeaza matricea

de corectie L curelatia L=F r

14.3. ECUATIILE COMPENSATORULUI SI SISTEMULUI DE
REGLARE CU ESTIMATOR SI REACTIE DUPA STARE

Modelul compensatorului de tipul 1, format din legea de comandd dupa
starea estimata (1) si estimatorul de stare (10), are forma

Y . AE&L?%BPR+LY, (14)
U=-FX+PR
unde
J=A-LC-BF. (15)

Sa consideram acum sistemul inchis cu reactie dupa iesire din fig. 14.3,
format din sistemul liniar (4, B,C) si compensatorul 2 cu modelul (14). Prin

eliminarea comenzii U, din ecuatiile sistemului si compensatorului obtinem

modelul sistemului inchis, de ordinul 27, sub urmatoarea forma:

[)’(] { A —BF} {X} {BP}
.= ~ |+ R
s . L) lee s Lk ) Ler]” (16)
Y =[C 0]{{(}
X
_ R
e Sl = .

Fig. 14.3. Sistem de reglare cu compensator.
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Datorita formei simple a relatiei (11), modelul sistemului inchis se va
simplifica prin inlocuirea starii X cu starea (eroarea) E . Intr-adevir, din

X=X+E
si
X=AX+BU=AX +B(—FX +PR)=(4-BF)X — BFE+ BPR,

obtinem modelul sistemului inchis, sub forma

o M

= Es R

E 0 A4 E 0

3 . (17)
X

Y=[C O]{l
E

Prin urmare, sistemul inchis are spectrul

oy=0(dp)Vo(4,) , (18)

egal cu reuniunea disjunctd a spectrelor sistemului cu reactie dupd stare si
estimatorului de stare.

Observatie. Problema sintezer compensatorului cu estimator de stare si
reactie dupa stare constd in determinarea matricelor P, F si L astfel incat
sistemul inchis sd satisfaca anumite performante impuse, de regim stationar si
dinamic.

Matricea de precompensare P nu intervine in problema alocabilitatii
sistemului de reglare cu reactie dupd stare si estimator de stare. In consecinta,
aceastd matrice ramane disponibild in vederea satisfacerii unor cerinte
suplimentare, cum ar fi cea referitoare la precizia reglarii in regim stationar.

14.4. PRECIZIA DE REGLARE

Pentru un sistem de reglare intern stabil la care vectorul de referintd R are
dimensiunea ¢ egala cu dimensiunea p a marimii reglate Y, sa notdim cu £

eroarea de reglare, adica
E@®=RO-Y(),
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corespunzatoare intrarii treapta

Anularea erorii stationare
E , =lim E(¢)

t—>o0
poate fi realizata in doud moduri: prin precompensare (in bucla deschisd) si prin
introducerea cate unui integrator pe fiecare canal de eroare (in bucla inchisd).

Deoarece starea estimata X coincide in regim stationar (pentru ¢t — o) cu

starea X a procesului, estimatorul de stare nu influenteaza valoarea erorii
stationare E,. In consecintd, pentru calculul erorii stationare vom considera ca

sistemul de reglare se identifica cu sistemul cu reactie dupa stare din fig. 14.2.
Tinand seama de (2), avem

Y(9)=Gpp(s)R(s), G p(s)=C(sI-4z)"'Bp,
deci

E(s)=R(s)~ G p(s)R(s) =[1- C(s - AF)*BP]%,

E,, =limsE(s)=[I+ C(A— BF) 'BPIR,.

s—0

Prin urmare, eroarea stationard este nuld pentru orice functie de intrare tip
treapta daca si numai daca are loc relatia

I+ C(4-BF) 'BP=0. (19)

In cazul unui sistem de reglare la care numarul m al marimilor de comanda,

numarul ¢ al marimilor de referintd si numarul p al marimilor reglate sunt

egale, iar matricea patrata C(A—BF )_IB este nesingulard, din (19) rezultd
urmatoarea expresie a matricei patrate de precompensare:

P=—[C(4-BF)"'BT". (20)

Rezolvarea problemei anularii erorii stationare prin precompensare nu ofera

o solutie practica robustd, datoritd incertitudinii modelului sistemului X.

Problema poate fi insa rezolvatd intr-o maniera structural robusta prin adaugarea
unui set de p integratoare, cate unul pe fiecare canal de eroare.
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14.5. APLICATII REZOLVATE

¢ Aplicatia 14.1. Pentru sistemul 2(4, B,C, D) de la aplicatia 13.5, avand

01 O 1
A=|1 0 2|, B=l-1],
01 -1 2
sd se determine matricea de reactie dupd stare F astfel incat sistemul de reglare sa aiba
spectrul oy ={-2,—-1,~1}.
Solutie. Deoarece matricea de controlabilitate
1 -1 5
Cy=[B AB A°’Bl=|-1 5 -7
2 -3 8
are rangul 3, sistemul este controlabil, deci alocabil.
Din
hTCy=[0 0 1]
obtinem A7 =[0,7 —0,] —0,4], iar din

Py(A)=(A+2)(A+])*

rezulta
68 6
Py(A)=(A+2D(4+1)*=[8 12 10].
35 4

Prin urmare, in conformitate cu (5), avem
F=h"®y4)=[2,2 2,4 16].

Sistemul cu reactie dupa stare are matricea

-11 -7 =8
AF=A—BF:% 16 12 18|,
=22 -19 -21

cu spectrul o(4p)={-2,-1,-1}.

Aceeasi matrice de reactie F poate fi obtinutd pe baza relatiilor (6) si (7). Utilizand
unele rezultate din cadrul aplicatiei 13.5, avem

P(A)=A+a, A +aA+ay=2"+A" =321,
B =+, v Ay = AP+ 412 +50+2,

F=lay-ay ay—a; ay-a,]=[3 8 3],
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7 -1 -4
- 1 -1 1
Sil=—|-1 3 2|, F=FS.=—122 24 16].
Cl 10[ 3 1 4} 1°C1 10[ ]

¢ Aplicatia 14.2. Pentru sistemul %(4,B,C)cu

00 -0, 4
A=|10 -0,8], B[l], C=[0 0 17,
01 -1,7 0

sa se proiecteze estimatorul de stare de tipul 1 care sa aibd spectrul o(4;)={-2,-2,-2}.

Solutie. Notand A" cu 4 si C T cu B, avem

0 1 0 0
A= 0 0o 1|, B=lo].
-0,1 —0,8 —1,7 1

Deoarece perechea (A,B) are forma canonica controlabila de tipul unu, in conformitate cu
relatia (6), din
P(A)=det(Al—A)=2"+1,71* +0,81+0,1

si
Py(A)=(A+2)° =27 +61% +121+8,
rezultd
F=[8-0,1 12-0,8 6-17]=[7,9 11,2 4,3],
deci

7.9
L=FT=[112].
43

Estimatorul proiectat are

00 -0, 7,9 00 -8
A =A-LC={1 0 -0,8|-(11,2([0 O I]=|1 O —12}.
01 -1,7 4,3 01 -6

si, In conformitate cu (10), are ecuatiile de stare

X =—8%;+4u+7,9y
Xy=5 —12%;+u+112y .

Se poate verifica imediat cd o(4;)={-2,-2,-2}.
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14.6. APLICATII DE AUTOCONTROL

¢ C14.1. Pentru sistemul 2(4,B,C,D) cu

03 0 0
A=1 2 1|, B= 1],
01 -1 -2

sd se determine matricea de reactie dupd stare F astfel incat sistemul de reglare sa aiba
spectrul oy ={-1,-1,-1}.

¢ C14.2. Pentru sistemul 2(4,8,C) cu
00 -1
A=[1 0 —2|, c=o 2 1],
01 -1

sa se proiecteze estimatorul de stare de tipul 1 care sd aiba spectrul o(A4;)={-1-1,-1}.

¢ C14.3. Pentru sistemul 2(4,B8,C) cu
0 0 -1 0

A=1 0 =2|, B=[1|, c=[0 2 1]. D=0,
01 -1 1

sd se proiecteze un compensator astfel astfel incat sistemul cu reactie dupa stare si estimatorul
de stare de tipul 1 sd aiba fiecare spectrul c={-1,—1,—1}, iar eroarea stationara la referinta

treapta sa fie nula.
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RASPUNSURI
LA APLICATIILE DE AUTOCONTROL

du, _ du,

L
C2.1. TT2 d T2 dt +I/l2:u1, unde Ti:RC, TZ:E

d?u du, 1 L
C22 a) TT2 d T2 d[ +u2—2u1, unde Ti 2RC B—E

L)'cl =—2Rx2 +Z/l1
b , Uy :sz .

2RCX2 =X1—Xp

Ax =kig(—=x; +x,)+ h=x
C2.4.{11 18(=x; +x,)+ 0 {1 1

Aiy=kgn —(k+k)xy,  (hy=x,

. 1 1 1 1
Cxp=—(—+—)x+—X +—p; _
C2.5. 1 1 1 , ,
C2x2 :—Xl (— —)x2 Pr=X
Ry Ry R
unde C| = RTV} si C)= 2 sunt capacitdtile pneumatice ale vaselor.
C2.6. Din
AE
—4G, =—— Ay —h),
AE
rezultd th = T( | —V>) , iar in final
dG
L—* 24 G,y =kW,
L 1
unde 7}= , k=—.
kyAE ky
C2.7. Din
w=Ri+L—+e, e=k,wl,,
do .
Jﬁ—ma -m,., m,=k,l,

rezultd
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d’w dm
7ﬂkzj+ﬂ;;+w=@%—%akgf+mﬁ,
unde
RJ | R
kekml 2 Rl keI 2 kekml 2
)'Cl=x2
C2.8. )&2 =X3 , y:xl+4X3 .
. 1
X3=——X| —Xy ——X3+—U
3TTSN TR TN
).Cl=x2
C2.9. ) ,  y=x;—20x, +4u.
Xy ==5%, +u
x(t+1)=2x(¢) = 0,5x5(¢) + u(t)
C2.10. < x,(t+1)=x(?) . y()=2x(t) = 5,5x3(t) +u(t).
x3(t+1)=x,(7)
x(t+1)=x;(t) = 0,4x, () +u(t)
C2.11. { x(t+1)=x(¢) , YO =x(t)+2x3(2).
x3(1+1)=x,(7)
Sxi(t+ D) =x(t)—2x5(¢)+u(t)
c212. | 2U+D=x00 L w0 =2x00).
x5t +)=x, (1)
x4(1+1)=x3(7)
C2.13. Pentru m=-2: y-3y=-u+u.
Pentru m#-2: y+@m-1)y=u-2u—-2m+1)u.
C2.14. Pentru m=0: y()+2y(t—-D=u(r-1).
Pentru m#0: y(@)+(m+D)y(t—-D)+m-2)y(t-2)=u(t—-1)+(m—-Du(t-2).
C215. y@O)+y(—-1)=—u(@)+6u(t-1).

sk osk sk skoskoskosk sk sk sk skoskoskosk sk skoskoskoskoskoskosk sk osk sk oskosk ok sk ok
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C3.1.

C3.2.

C3.3.

C34.

C3.5.

C3.6.

C3.7.

C3.8.

C3.9.

C3.10.

C3.11.

C3.12.

C3.13.

C3.14.

—t
h(t):%e5 , 120.

L

! ?—géo(t), t>0.

—t
75
h(t)=1-¢e5 , g(t)=—e
O=1-5e*, gl)=73

-t ~t
h(t)=2+4e2-6e3 , t>0.

-t -t
h(t)=1-3e2 +2e3 , 120,

~t ~t
h(t)=-5e¢2+5e3, t=0.

~t
h(t)=t—6+6e 6, t>0.
=t t t
m>0; h(t)=1-¢ 5 (cos§+3sing), t20.

-3t
h(t)=1-c 5 (cos%—siné), 120

—
1 _
H=—(e 6 —e), t=0.
(1) 10( )

~t
y(t)=6e 3 +sint—3cost, t>0.
y()=0, teR.

—t -t -1
a) V(£)=3(-c4), t>0; b) y(t)=6(1+4e4 -5e5), ¢>0.

-3¢
.. ) 1 1 — t t
a) 5y+6y+2y=u+u; b) y(t)=———e 5 (cos—+sin—);
) 5y+6y+2y ) ¥() ) ( s 5)

=3t

c) Se+6e+2e=5u+6u+u; d) e(t)=5+%e5(cosé+3siné).

—t

_l’ -t
2) y(t):50(f)—§e3 L b) p()=3(1-e3);
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~t

9 3(0)= e3,_t te[03)

—(e— l)e? , te[3,:)

C3.15. me(—owo,—1]U[l,); h(t)=2—§-2_t+§-5_t, g(t)=§(2_t—5_t).
8 7t t 0, t=0
C3.16. A1) =g[l -2 (cos; + 25in7)] ; g)=9 7t

23 cos—, t>1
2

C3.17.  h(t)=3—(-1) —2cos%t+ 203 sin%t - g()=2(~1)* +2cos%t+ 23 sin%t .

0, £=0123 0, £=0,1,2.3,4
C3.18. h()= ;o g)= .
2-251 >4 251 t>5
2s+1 1 1
C3.19. G (s)= - Gy (s)=——.
)= 057501 521 29750

1
C3.20. Gy(s)=—5

1
— Gy(8)=——; m=3;
sc+ms+2 2(5) s+2

C321.  Gi(s)=Gy(s)=

s2+4s+3°
4z71
C3.22. Gi(2)=Gy(2)= T
2—-z"
C3.23. G(s)=7— 2(2S2+1) . Numitorul are rddacina —1/2 pentru m=9, cand
25° +ms”+6s5+1
G(s)= . Prin urmare, pentru m=9, sistemul nu este minimal si are forma
s% +4s+1

minimald y+4y+y=2u.

1+z7!

C3.24. G(z)=——. Numitorul are rddicina -1 pentru m=7, cand
6+mz +272

G(s)= Sistemul este minimal pentru m=7. In cazul m=7, sistemul

6+z71

are forma minimala 6y(¢)+6y(t—1)=u(¢).

C3.25. Discretizatul propriu-zis:

Ve — P+ Dy + pypo =KTh(a+ p—Du_ + KL (1- p—ap)uy_,,
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unde p=e /1 i a=T/T;;
Discretizatul aproximativ:

(a+Dy—(a+2) ey + V2 =KTau,_; .

C3.26. Discretizatul propriu zis in cazul 7} #7, :

cp—q cq—p
Ve~ (P4 @)Y+ P2 = (== =Dt +(Pg == — 2,
. T
unde p=e TN, g=e¢ T2 i c=—1;
T

Discretizatul propriu-zis in cazul 7;=T7,:
Vi =20V + PP Y2 =(1= p=ap)uy_y — p(l= p—a)uy_,,
unde p=e 7'M i a:%;
1

Discretizatul aproximativ:

(Cl +b +l)yk —(a +b+2—ab)yk_1 +yk—2 =abuk_1 5
unde a=T/T, si b=T/T,.

C3.27. g(t)=1+(%—l)e‘”Tl ’ g(O):%;
1 1

Necesitatea: g(0)>0 = 7;>0.

Suficienta: 7,20 = g()>1-¢ /71 >0.

0, t=0
C3.28. g()= 1, t=1 ; g®20< a=2.
(a-2)a"%, t22

[\

sk osk sk sk skoskoskosko sk sk sk sk sk oskoskoskoskoskoskosk sk sk oskosk sk sk sk sk ok ok

C4.1. m>0;
x ()=—-2+4el—2e%; x,(t)=1-4e'+4e%,;
y()==3+8e-6e?; y,(t)=—1+2¢e

C4.2. a) x()=5+e¥-6e; x,(t)=5-2e¥-3e7%;
y(t)=15-3e¥-12¢7%.
b) g(t)=-9e&+24e7% .

C43.  a) x(O)=(-1) -5-3'; xp(t)=—4+3(=1) +5.3';
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V() =—4+4(-1) .

b) x()=(-1)-3; x(6)=—4+3(-1)" +3;

(1) =—4+4(-1y .

C44. X [xl}:l{_l _3} xl}[l
XZ 2 3 —3 _Xz 2

2 1]
C45.  H=-1, L, =-2, V:{ , V‘lz[

11

Discretizatul propriu-zis:

50 x(+T) 2a—-b —-2a+2b
' - a-b —a+2b

X t+T)
() =x () +x,(t),
unde a=e T, pb=e2T,
Discretizatul aproximativ:
5. |:X1(t+T)j|:|: 1 —2TH
x@+T)| |T 1-3T

(O =) +x(0).

x,(7)

I

xl(t):|
x,(?)

1-b
+_
2

7l
+ T\ |u(®),
1

F}
u(t) ,
1

c46. 2 X, (0=(| O’eA“du)BUO =(j0’AeAudu )Xo =(e4~ D)Xy =X, (t)- X,.

b) X, ()=e4 BUy=c4 Xy=X,(1).

)&1 =Xy
4.7. o1
C4.7 Xy =§(—2x1 —6x5 +u)’

').Cl =Xy

C4.8. ) ,  y=—Tx;=25x,+4u.
Xy ==2x;=Txy +u

C4.9. _—ISmSi .
2 2

K ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

y=x;+3x,.
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C5.1. G(s)=

Cs.2.

Cs.3.

C54.

2s+1
Ts+1"
—t
25+1 1 -t
a) V(o)=L L5 o =127, 0.
s(7s+1) s Ts+1 7
—t
2541 25 2 5 7
b) Y(s)= =—+ ; H)==08y()+—e 7, t=0.
) Y)=5 7077 7(Ts+1) YO=580(+ 75

—t
25 +1 1 5 35

C) Y(S)=2—=—2+——
s=(7s+1) s= s Ts+1
22s+1) 1,35  20s-18
(Ts+1)(ds2+1) 53 Ts+1 452+l

t

1 = t .t
t)=—(5¢ 7 —5cos—+9sin—), r=>0.
»(1) 53( 5 2)

d) Y(s)= );

—t

; y(t)=t+5—567, t>0.

2 2 12 =
G(s)=—=—: H(s)= “2C——Z); h=21-e2), 1>0;
=1t 9= 05 2 o) MO=207e2)

-
g(t)=e 2, 1>0;
2y+y=2u.

3s5+1
G(s)=—2"1 .

(<) 352 +4s+2
) 2B 1 32 1 5=2/3

s(3s2+4s+2) s 35244542 s (s+2/3)2+(N2/3)2

-2t

2h(t)=1-¢ 3 (cos?t—%ﬁsin?t), t>0.
2

G(s)= 8s“+3s+1

453 + 452 +55+2

a) h(0+)=G(0)=2; b) h’(0+)=b”1=%; ¢) h(0)=G(0)=
an
3541 2 _2(3s+])
€35 ) =0 GO=57 G(S)_(4s+1)(5s+1)'
s+l 1 1 1
O V=T asar s YOt 20,

23s+4) 28 20 -

c) Y(s)= = - ;
s(4s+1)(5s+1) s 4s+1 5Ss+1

y()=2(1+e 4 -2¢5), >0,
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1 1 25+1
C5.6. a) G(s)=——, Gy(s)=——, G(s)=————
) GO=3 00 GW= 0 69 2(4s? +35+2)

4s5+2 1 4s5—1 1 (s+3/8)-5/8

b) 4Y(s)= =—— == ;
) 47(s) s(4s2+35+2) s 4s2+3s+2 5 (s+3/8)2 +(~23/8)2

‘—y\@s.\/_

4y(f)=1-¢ 8 (cos Tt s 12
4s+1 25+ 4s+1
5.7. = = - '

€57 Gs) T.s(10s+1)° =310 OO 10732 +(T; +2)s+1

4s+1 4s5+1 )
a) G(S)_ 360s2+38s+1 B (1 SS+1)(2OS+1) ’
4541 1 126 160
Y(s)= '

s(18s+1)(20s+1) s 18s+1 20s+1°

Y(E)=1+7e18_8e20 >0.

1,31
b) Gg)odsl 1 4s+1 :1 (”m)ﬁ‘;
20521454120 -, L
(s T ) (S+ )
(s+-1)-05.1
Y(s)= 4s+1 1 20s 1 S 1 10 >~ 5

$(20s2+4s+1) s 20s2+4s+] s 1 1 s
(S+E)2+§ (S+m)2+§

Wt)=1-e""°(cost/5-0,5sin/5), t>0

+1 3
C5.8. a) (sI—A)‘1:; ’ ,
(s—D(s+4) )

G5)=Cls1-A) B+ D=L 1=~ p)e'-),
=

b) Sistemul I-S-E nu este minimal deoarece are ordinul 2, iar functia sa de
transfer are ordinul 1.

2 3
C5.9. a) (sI-4)71= ;H ,
(s+D)(s+5) s+4

1 —s=7 2s5+8
G(S)=C(SI—A)_1B+D=— .
(s+D(s+5)| —25-2 —25-2
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25+8 8 3 1

b) K(s)=G1z(S)U2(S)=m:§_2(S+1) T 10(s+5) ;

8 3 1
H=——Zet__— o5t
(0 5 o 10

1 s+1 p
C5.10. (sI-A)'=———— ,
s2+25+1-2p| 2 41

s+3-2p
sT4+2s+1-2p

G(s)=C(sI-A)'B+D=

G(s):__1+2:2S+5 pentru p=2; G(s):__1+2:ﬂ pentru p:l‘
s+3 s+3 s s >

CS5.11. Pentru 7;<T,,avem <71, <T,.

(T} —1)e /T —(T, —1)e ' T2].

h(t)=1+ !
I, -T,
(TI_T)TQ2
(Tz—T)le‘
T, —1)T}
Exista t>0 daca &M, adica l>i+i.
(T, —o)T}? t I T

h'(H)=0 < e!/T-1/Ty) —

C5.12. Se tine seama ca sistemul semipropriu cu functia de transfer G(s)=sG(s) are
functia indiciald A (1)=Ah'(¢), deci h"(0+)=Ah/(0+), apoi se aplicd formula (22°) in
conditia /;(0+)>0.

1 T+T
Aplicand C5.12 in conditiile sistemului de la C5.11, rezulta —> 1~ "2
r 142

, adica

1 1 1 . o . . .
— >7+7. In plus, daca raspunsul indicial este strict convex in origine, atunci are un
[ )

punct de inflexiune la un moment >0

C5.13. Rispunsul la intrare impuls Dirac este g(f)=e /2. Deoarece sistemul este
liniar §i are semnalul de intrare u(¢) de infinit ori mai mic decat impulsul Dirac,
raspunsul y(¢) este de infinit ori mai mic decat g(¢), adica y(¢#)=0 pentru ¢>0.

s+l (L1

C5.14. y(0+)=lims¥Y(s)=1limsG(s)U(s)=1im s- —
Ky S

50 - e @sHD(Ts+D)

. . . s+1
oo)=limsY(s)=1limsG(s)U(s)=lims-————-0=0
Y= IR s V) = s GU W =i s o @s +1)
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—Ts+142

G.H(s)= }
r2(5) 122052 +607s+71

4
C5.15. Grl(s) :m N

C5.16. Sistemul are poliit p;=-1/15 si p,=-3/4, cu p; > p,. Deoarece p;> p,

45
Py =—p; <0), prin eliminarea modului serial asociat polului p, - relatia (119),
2= P 2 !

s+3

rezulta G},(S) = m .

C5.17. Sistemul are polii p;=-1/16, p,=—-1/2 si p3y=-1, cu p;>p,>p;.
Deoarece pp> p, (p, =8p;<0), prin eliminarea modurilor seriale asociate polilor

2
l16s+1"

P, S1 ps-relatia (119), rezultd G, (s) =

CS5.18. Din conditia ca functiile cu acelasi termen liber

2.2

fl(s)z(Ts+1)efS:(Ts+1)(1+%+72_s!+...)

si
f()=(Ts +D)(Ts +1),
sa aibd si termenii in s si s° egali., rezultd

2
L+Ty=T+1, T1T2:TT+%,

din care obtinem
1

t(T+7/2)s?> +(T+71)s+1

G,(s) =

C5.19. Din conditia ca functiile cu acelasi termen liber

2.2
fi(s)=Tse™ +1:Ts(1+%+z-2—s'+...)+1
si
5($)=Ts+D)(Tos+1),

sd aiba egali §i termenii in s §i s?, rezulta
L+T,=T, TT,=Tr,
din care obtinem

RO p—

Trs?+Ts+1"
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€520, G(s)=— 2 BEsTD+Chy
Tis+1  (Tis+1)% +kf

unde
2 T2 2
=y, a2 gy
KT, 'T, k42 T2
k —l
Tg(t)=(A+ Bcos—- t+Csm t)eT1 >0,
I T
deoarece
2 _p2_ 2 2k572 2 TP T o
A2-B2-C?= [~k = (o =1)]20
1

2o

C5.21. Se tine seama de Propozitia 1’. Avem 3<5<9, 4<6<7 si

3<4
3+5<4+6
3+5+9=4+6+7.

K osk ok sk sk skosko sk sk sk sk sk sk oskosk sk skoskoskosk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

-1 -3 -1_,-2
C6.1. G(z)=_2 *2z° _ -1, 4z —z
2 3—z7 12272 3_z"1_9,-2
=Z_1[—l 4-z" ]:Z—l[_l 3 + 11 ]
(1-z 1)(3+2z ) 5(1-z71) 53+2z°1)
o — 3 1L 1
| 51-z71 1S 50-(- 2/3)2—1)]

—— 50— 3 qo(s_ 11 _—2)H. O(4_ >
g(t) bo) (t 1)+5 1 (t 1)+ 5( 3 1 (t 1), >0,
deci

£(0)=0,
1

—_

g()=-1+

mlw

b

W =

3
_3 u(_z) -
g()= st , =23, ...

-2
C62. G(z)= 0452

(1+O4Z’1)(1+052’1)

0,45z72
(2)= ] 1 ]
(1-z7)(1+04z71)(1+0,5z71)
3 45 L3
14(1 1) 14(1+0,427") 1+052-1’
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hkzﬁ[1_15(_o,4)k +14(=0.5)*1; k=0,1,2,...
80=0;

g, =h,—h,_, =%[—5(—0,4)k +4(=0.5)F] pentru k=1,2,3, ...

C63. G(z)=—27'+4z2 .
(2—2_1)(8—2_1)
H(Z): 3Z_1+4Z_2
(l—z‘l)(Z—z‘l)(S—z‘l)
1120 .
1-z7' 3(2-z1) 38-z1)’
I 11 N 5 .
1-z7' 6(1-0,5z7") 6(1-0,125z7")°

11 k.S k
h, =1-—-05% +=.0,125%.
k 6 > +6 bl

5 772
C64. (a) G(2)=K==, G(z2)=—"";
8 2—z7!

-2 2

—Z
Gy (z2)= Gi(2)62(2) = 522 = 527 ;
1+G(2)Gy(2) 16-8z7'-3z2 (4-3z7")(4+z71)
5z72 1 5 1
Y = = —_ —+
S T i Yo by s i Yo R
_ 1 5 N 1

1-z7' 4(1-0,75z"")  4(1+025z71)
y, =1-1,25-0,75% —(=0,25)",  k=0,1,2,...

_G@GG@ ke :
O O 56 () 2 (K D2

P(z)=2z%-z+K-1 - polinomul caracteristic.

Pentru K=9/8, avem z, , =1/4.

1+ /8K -9
4 9

Pentru 9/8<K <3, avem z, , =

JIHBK-9) k-1,
4 V2 T

Zl,2|:

Pentru 0<K'<9/8, avem z, , :# 1+ '94_8K <1+\/§:1'

4

Zy, |S

b
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C6.5. Discretizatul propriu-zis:

o e s
G(Z):(1+0,4s1na cosa)z ' +(1-0,4sin—cosa)z T

a==
1-2cosaz ' +z72 ’ 5’

Vi —2cosay,  + ¥, =(1+0,4sina—cosa)u,_, +(1-0,4sina —cosa )u,_, .

Discretizatul aproximativ:

Vi =2V Vi U, —u

25- pop +Vig :2'T+”k 1>

T(T+2) 2T

T2
Vi _(2_E)yk—l TV = 75 Uy _E“k—l-

C6.6. a) Avem

p:e—T/IZ :e—1/12 z0,92,

o _ efs o _ /.—5\0 1 o_ -1 (1—]?)271 _(l_p)272
(GEGPGT) _(11S+1) _(e )(11S+1) =z l—pZ_l - l_pz_l

= ). o_ K(l—p)Zﬁ2
P(z)= 1+ Gg(2)-(GGpGr) 1+(1—z_1)(1—pz_1) )

_ 1 (=zh-pzh
Ger(2)= P(z) 1-(+p)z'+(p+K—-Kp)z 2’

E(z)= GER(S) 'R(Z) = 1_(l+p)z_]1;(ZZ+K—Kp) Z_z

_ 1-0,92z7"
1-1,92z7'+(0,92+0,08K) z >

1-0,92z7" 1-0,92z7"
b) E()= T 2= 1 = T
1-1,9227'+0,9212z7%  (1-0,94z7")(1-0,98z7")
L5 0,5

T1-0,982" 1-0,94z"

£,=1,5-0,98"-0,5-0,94", k=0,1,2,...

1-0,92z7" 1-0,96z"" 0,28z7"
¢) E()= a1, 2 N 1, 2
1-2-0,96z +z 1-2-0,96z" +z 71-2-0,96z" +z7)

gk:coska)+%sinka), k=0,1,2,...

0,28 7
where w=atan =atan—.
0,96 24
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d) P(z)=z?>-1,92z+0,92+0,08K - polinomul caracteristic.
Pentru K=0.02, avem z, , =0.96.

Pentru 0.02<K <1, avem

z1,=0,96%,+/0,08(K-0,02),

2,5 [24/0,962 +0,08( K ~0,02) <1/0,96 +0,08-0,98 =1.

Pentru 0<K<0.02, avem

21, =0,96£4/0,08(0,02-K),

|2,,]<0,96+/0,08(0,02-K) <0,96++/0,08-0,02=1.

C6.7. Avem g(0)=G(0)=0, iar din

a-c 1 b+c 1

G(Z)_a+b'z—a a+b z+b’
rezulta
g(t)=;’+g.af—1+%.(—b)f-l, t>1,
deci
g(l):ﬁ+ﬂ:1.
a+b a+b

Conditia a>b+c este necesara ca sistemul sa fie C-monotonic, deoarece

a—c g +b+c
a+b a+b

Conditia a>b+c este suficienta ca sistemul sa fie C-monotonic, deoarece

g(2)= «(=b) =a-b-c.

a=c 1_b+c 0y a—c'at_l_bJrc.

-2 —(g—hH— t—2>
a+b a+b “a+b atb ’ b=(a=b-c)a=20.

g0z

C6.8. Deoarece
g()=a—-b—c—-d,

conditia a>b+c+d este necesard. In conformitate cu aplicatia 6.12, sistemul cu
functia de transfer
1

Gy

este C-monotonic dacd si numai daca a—bh=>0. Aceastd conditie este satisfacutd
deoarece a—b=c+d>0; prin urmare, avem g(/)=0 pentru orice 7>0. Scriind

functia de transfer G(z) sub forma
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1_'_(a—b—c—a’)z+aerrcaf

G(z)= (z—a)(z+b) ’

rezulta

2)=3°t)+(a-b—c—d)g|(t+1)+(ab+cd)g()=0

pentru >0, deci sistemul cu functia de transfer G(z) este C-monotonic.

C6.9. Fara a pierde din generalitate, presupunem a=max {a,b} , deci

azc.

. . 1 .
Deoarece subsistemul cu functia de transfer Gl(z)z—b este C-monotonic, este

suficient sa aratam ca si subsistemul cu functia de transfer G,(z)= este C-

1
(z—a)(z+0)
monotonic. Asta are loc dacd si numai dacd a—c=>0 (aplicatia 6.12), ceea ce este
adevarat.

sk ock sk sk skoskoskosko sk sk sk sk sk oskoskoskoskoskoskosk sk sk oskosk skosk sk ok ok ok

C7.1. a) coszizo,l rad/sec.
1

2 4 5
b) A= = , o=-arctgliw=—arctg—;
/lewz+1 729 ! 2
C12. a) G ()=,
4s+1

2902 +1 632 n 4
A= = , a=arctg3w—arctgdw=——arctg— .
V162 +1 3 2 3
b) Gs)= 2(3s+1) ’
(4s+1)(5s+1)

- 2V90? +1 _2V13
JA60? +1)(250% +1) V145°

3 5
a=arctg 3w —arctg 4w —arctg Sw =arctg 5 arctg 2 —arctg R

22X, +U U 3U

€13 N=mia e My ey
3 3
G =7 M@=
(s) (s+1)(2s+1)’ (@) \/(m2+1)(4a)2+1)’
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Ja1-5 3
8

0 = rad/sec , M(I)ZE.

sk osko sk skosko sk sk sk sk sk sk sk ok oskoskoskoskoskosko sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok

C8.1. ke(—»,0)uU(l,) - intern instabil
ke{0,1} - intern semistabil
ke(0,1) - intern strict stabil
ke(—0,—-3)u(-3,0)U(l,0) - extern instabil
ke{0,1} - exintern semistabil

ke(0,1)w{-3} - extern strict stabil

C8.2. k<0 - intern instabil
k>0 - intern strict stabil
k e(—0,—1)U(1,0) - extern instabil
ke(0,0)U{-1} - extern strict stabil

C8.3. Sistemul este intern instabil pentru orice k real, deoarece polinomul
caracteristic
P(s)=det(sI- A)=s> +4s> +s—6=(s —D)(s +2)(s +3)
are radacina pozitivd s, =1. Din
(k—1s+1
(s—D(s+2)(s+3)’

G(s)=C(sI-A)7'B+D =
rezultd cd sistemul este extern strict stabil pentru £=0 si extern instabil pentru k#0.

C8.4. Sistemul este intern instabil pentru orice & real, deoarece polinomul
caracteristic
P(s)=det(sT- A)=53 —52 — 2k +4)s+ 2k +4=(s—1)(s> =2k —4)

are radacina pozitiva s, =1.

C8.5. Sistemul are polinomul caracteristic
P(s)=det(sI- A)=s3 +(5—k)s> +(1=5k)s—k=(s—k)(s> +5s+1),

deci este intern strict stabil pentru k<0, intern semistabil pentru k=0 si intern
instabil pentru £>0. Din
352 +(9-2k)s—3-2k

p— — _1 =
G(s)=C(sI=4)~" B+ D (s—k)(s2 +5s+1)
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. . . : N61-7
rezultd cd sistemul este extern strict stabil pentru k<0 si k= S extern

J61-7

semistabil pentru k=0 si extern instabil pentru k>0, k# S

C8.6. Sistemul are polinomul caracteristic
P(s)=det(sI- A)=s3 +25% + 25 +k,

deci este intern strict stabil pentru k<(0,4), intern semistabil pentru k=0 si k=4,
intern instabil pentru k €(—o0,0)U(4,0). Din

s—1

G(s)=C(sI-A)'B+D = ,
(s) ( ) $3+252+2s+k

rezultd ca sistemul este extern strict stabil pentru ke(0,4) si k=-5, extern
semistabil pentru k=0 si k=4, extern instabil pentru k e(—o00,—5)U(-5,0)U(4,0).

C8.7. Sistemul are polinomul polilor

P(s)=30s> +31s% + (2k +10)s + 4k +1.

Sistemul este strict stabil pentru _—1<k <ﬂ , semistabil pentru k& :_—1 si k :@ ,
4 29 4 29
instabil pentru k<_—1 si k>ﬂ .
4 29

C8.8. Sistemul are polinomul polilor
P(s)=8s3 +8s2 +2s5+k .
Sistemul este strict stabil pentru 0<k <2, semistabil pentru k=2 si instabil pentru

k>2.

C8.9. Sistemul are polinomul polilor

P(s)=16s3 +10s? +2s+Ti.

1

. : . 4 D 4 .. .
Sistemul este strict stabil pentru 7; >§, semistabil pentru 7; :§ si instabil pentru

O<E<i.
5

C8.10. Sistemul are polinomul polilor P(s)=8s2 +6s+1 +§ . Polinomul

1
P(s——=)=8s? +gs+£—l
3 3 49

. 4
este hurwitzian pentru & >§ .
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C8.11. Sistemul are polinomul caracteristic
P(z)=10z3 +17z% +8z+k .
Radacinile polinomului caracteristic au modulul subunitar atunci cand ecuatia
P =0,
echivalentd cu
(k+35)s3 +3(13-k)s? +(5+3k)s+1-k=0,
are radacinile cu partea reald negativa. Aplicand criteriul Hurwitz, rezulta

M<k<l.

C8.12. Sistemul are polinomul caracteristic
P(z)=det(zI- A)=z>-1-k.
Radécinile polinomului caracteristic au modulul subunitar atunci cand ecuatia
PEEH=0,
echivalentd cu
ks? —2(k+2)s+k=0,

are radacinile cu partea reald negativa, adicd are toti coeficientii de acelasi semn.
Rezultd —2<k<0.

C8.13. Sistemulde reglare este strict stabil pentru 0<k<%.

C8.14. Sistemulde reglare este strict stabil pentru 0<k<§ .

C8.15. Avem
1

PR)= 4Gy (G1G,Gp)" = Lk [’
_ 1 4 o Tz7' 41-p)z!
_1+k(s 4s+1) _Hk[l—z’1 1-pz! I

cu p=e*~0,5. Ecuatiile P(z)=0 si P(‘;—j)=0 sunt echivalente cu
241,54k —3)z "' +(1,23k +1)z 2 =0,
2.77ks? +2(1-1,23k)s+6-0,3 1k =0.

Sistemul este extern strict stabil atunci cdnd 0<k<0,813.
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1 . : .. .
C9.1 ¢,=Ggp (O):W' Rezultatul este valabil numai dacd sistemul este strict
J’_
: o 21 . : < - :
stabil, adicd pentru 0<K <?. Prin urmare, eroarea stationara este intotdeauna mai

.5
mare decat —.
47

T.
C9.2 ¢, =Ilim lGER (s)=?’. Rezultatul este valabil numai dacd sistemul este strict

s—0

stabil, adicd pentru 7; >%.

C9.3 Sistemul are polinomul polilor
P(s)=4s2s+1)8s+1)+K .
Polinomul

P@—laz—Lnamm3ymmn%H2M+2ﬂm>27
20" 250

este hurwitzian pentru 27 <K <£

250 125°

C9.4 Cunotatia z(¢t)=y(t)—y, , avem
G(s)-G(0) -T\Ths+1-T,-T,

Z(s)=

s T\Tys2 +(Ty+Ty)s+1’
| _@-T-T)*+TT,
2T 20+

Indicele integral de calitate |, este minim pentru t=77+75.

C9.5 Sistemul este strict stabil pentru 0<k <% .

a) Pentru r=1(¢) si 0<k<%, avem
8st=1imGER(S):0.
s—0
Pentru v=¢-1(¢) si 0<k<%, avem
-1

.1
&g =1im _GEV(S):4k

s—0

b) Cunotatia z(¢)=g(¢), avem
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Gpr(s) 652 +5s+1

s 653 +5s2 +s+2k
_ 38k+5

ak(5-12k)

Z(s)=

2

Indicele integral de calitate |, este minim pentru k=0,137.

Grr(s) s2+1 377 1
C9.6. Z(s)= = , L= (T)op=—.
©== $343s2 425+ 1/T, " 26T, 1) (7)ot
C9.7. Avem
1 Ts+T, -3
Z(5)==[G() = G,(s) | =——— :
s 4Ts* + (T +4)s +1

Tinand seama de relatia (22), rezulta

azboz +a0b12 _ 47}2 _23]] +36
2a0a1a2 8(]1 + 4)

1(T)=
Din 1'(T;)=0 rezultd 7;*+87;-32=0, deci

Ti=4(/3-1)~2,9282 .

C9.8. Deoarece regulatorul este de tip integral, eroarea stationara este nuld, iar

1
semnalul de comanda al regulatorului trebuie sa aiba forma c(¢) = e 1), deci
F

1
GCR(S)ZK—F,
Gr(s) _L
1+ Gp()Gp(s)  Kp’
3 1 _ Bs+D(ds+])
R =K G5 T 2a25+7)
~ 1 _(s+1)(10s+1)  Gp0) 5
9. 0) G =G SR -1~ 3s@s+3) M T TimGr)Be) 6
b) Gia(s) = 1 _(s+D(4s+3)(10s+1)  GiO 10
BT Gr)P(s) -1 3s(ds2+8s+5) ~ LUmGp(s)B(s) 3~
~ 1 _ 2(4s+1)(10s+1) _ Gp0) 16,
€9.10. 2) GR(S)_GF(S)[PZ(S)—I]_ 95(5s+1) M = im Gr()P(s) 9’

§—>00
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~ 1 _(As+D)(10s+1) _ Gg(O
O O G ome-1 G+ M T Tim GroBe)
o) 1 _ (s+D(@s+D)(10s+1) _ GO
© R(S)_GF(S)[PZ(S)—I]_ sGs+1)(2s+3) 7 7 lim Gp(s)Py(s)
1 3105 +1)

C9.11. a) Gp(s)= Gr()[Ps)—1]  43s+1)

) ! 3(s+1)(10s+1)
b) Ggls)= GrO)[Bs)—-1  (s+1)(2s+3)

C9.12. Avem
-4
l_m
o 1 (s +1)(8s +1) ~ >
VA AT GOR LG T e nasy T TG
B 1 (As+DEs+D) el
b) 1=1; Rs)= G(s)P,_4(s)  Qs+D(s+1)° Rl8)=Gols) = (s+1)?°
~ 1 _10s@s+1)
C9.13. Rl(s)_ G(S)Pn,k(s) - (2S+l)2 ’
—6s5

Ry(s)=Gy(s) = el

% ok ok ock sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk

C10.1. Avem
s+5 —k
1+GR= s+1 2s+1 ’
2 s+2k+1
2s+1 s+1

iar ecuatia det (I+GR)=0 este echivalenta cu
As* + (8k +28)s> +(50k +45)s% +(46k +26)s+12k+5=0.
Matricea Hurwitz atasatd acestei ecuatii are minorii principali

Ay =4(100k%+394k +289), Ay =2204k3+9650k2+10313k+3267.

Coeficientii ecuatiei si minorul Az sunt pozitivi pentru k>1_—2.
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C10.2. a) Avem

K, K 31
K| 10 P12 —G(0)= ’

b) Avem:
Dyy(s)=Dyy(s)=1,

—Giy(s) _ —(2s+1) —Gy () _ —(s+1)

Dia(9)= G \(s)  3(ds+1)° Dai(s)= Gyy(s)  2(4s+1)’
—(2s5+1)
. 3(4s+1)
(9)= (s41) 1 ,
24s+1)

{Ml 1(s) 0 }
M= ,
0 My, (s)

G12G21 _ 94S2+45S+5

My, =Gy~ ’
Gy 225 +1)2(4s+1)2
GG 9452 +455+5
My =Gy~ lé 21 - 3 7
11 3(s+1)2(ds+1)
c) Avem:
9452 +455+5
41=G Gy = G116y = 5 5 5
(s+1)2(2s+1)2(4s+1)
2ds+)
D(s):L GyoMy —G,My, :(S+1)(2s+1)(4s+1) s+1
A -Gy My, GyMy, 9452 +455+5 R CEN
2s+1

Deoarece decuplorul este impropriu, alegem decuplorul simplu propriu cu matricea de
transfer
2(4s+1)
2s+D(@Es+1)|  s+1
9452 +45s+5 3(4s+1) |
-1
2s+1

_ 1 -1
D(s) =~ D(s)=
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Procesul decuplat are matricea de transfer

1

M:LMz (s+D)(2s+1D)
s+1 1

(s+1)2

K, K 60~ 2 -1
Ky Ky 1 2/
—Ki» K,
Kll 21

K,
1 d 1 1/2

D 12 { }
dy; 1 -1/2 1

b) In conformitate cu (31) si (32), avem

C10.3. a) Avem

A
Il

d12:

2
M{GH 0 }: (2s+1)(3s+1)
0 Gy 0
3s+1

1 _@ 2s+1
. Gu|__4 2
_G12G21 _G21 _3S+5 _(3S+1)

1
GGy, Gy 2(2s+1)

4 2(2s+1)
3s5+5 3s+5
—2(3s+1) 4
2s+D(Bs+5) 3s+5

c) Avem:

_—Gyy(s) 25+l _—Gyy(s) _ —(Bs+1)
D=5 =72 Pa= G~ s

deci
2s+1
2
—(3s+1) ’
2(2s+1)

D(s)=



586 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA — Teorie si Aplicatii

Deoarece decuplorul este impropriu, alegem decuplorul simplu propriu cu matricea de
transfer

1
_ 1 2541 2
D=7 PO= gy 1 |

2(2s+1)> 2s+1

sau decuplorul simplu propriu aproximativ

| 2s+1
~ 2(0,1s+1)
D(s)= .
—(3s+1)
2(25+1)
C10.4. a) Avem
K, K 2 1
K — 11 £12 ~G(0)= ’
K> K» -1 2
-K -K
d,=—+2=-1/2, dy=—>2L=1/2,
12 Kll 21 K22

1 d,] [ 1 -1/2
D= = .
dy 1] [1/2 1

Dy (s)=D,,(s)=1,

_=Gyy(s) —e % _—=Gyy(s) —e 3
Dia(s)= Glllz(s) =335+ P2)= Gzzzl(s) T 2(3s+1)’

b) Avem:

_e—2s
2Gs+1)

—3s

D(s)=
"
23s+1)

¢) In conformitate cu (25) si (26), avem

2e7S —e ¥
D |: G22 —G12:| 2S+1 (6S+1)(3S+1)
_G21 Gl | 674“? 2 6725

Qs+1)(@s+]) 65+l

6735

675s 1 0
:(6S+1)(3s+1)[4+(3s+1)(2s+1]L) J'

1 0
M =(G, 1G22—G12G21)L) J
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Deoarece decuplorul si procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul
simplu propriu

2Bs+)e™s —eH

_ 25+1 1

D=@3s+)D=| 7 b5+
e 23s+1)e™

2s+1 6s+1

pentru a obtine procesul decuplat

M 3 M e—3s 4 e—SS 10
=G M= ™ et o (|
C10.5. a) Avem

K, K 3 -1
K| R _G(0)= ,

—K» —K51 _
Ky Ky,

1 dy,] [11/3
D= = .
dy 1] [1 1

Dy (s)=Dy,(s)=1,

d12:

L

b) Avem:

Dyy(s)= —Giy(s)  ef D, (5)= —G(izlgs) =(4s+l)e_zs ’

Gyi(s)  33s+D)’ 2(s)
| _1

D(s)= 33s+1) |,

(As+De > 1

1
_ 3(3s+1)
D=
(4s+1)e %
0,55 +1

¢) In conformitate cu (25) si (26), avem

—2s

e e
D_[ Gy, —Gu} (4s+D)(2s+1) (6s+1D)(3s+1)
_G21 Gl 1 e—3S 3 e—3s

2s+1 65+1
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M=(G G GG 1 0 e—4s 3 e 1 0
=012 -GG2)| = 6 G s s+l 1|

Deoarece decuplorul si procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul
simplu propriu

e (2s+)e*

_ 4s+1 (6s+1)(3s+1
5-@s+np=| HF GsHDEsHD

o3 32s+1)e™3s
6s+1

pentru a obtine procesul decuplat

M ’ M e—4s 3 e 10
=@ M= il 3 g (|

sk osk sk skoskoskoskoskoskoskoskosk sk osko sk sk osk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ook ok sk

C11.1. a) Compensatorul static are ecuatia
1
c=¢ Br+vy).

b) Compensatorul dinamic dedicat are functiile de transfer

(s+D(5s+1)(6s+1) G (s) = (s+D(5s+1)

= ey YT e Gy

¢) Compensatorul dinamic dedicat are functiile de transfer

(s+D(5s+1)(6s+1)

Go(s) =
0(s) AT 5+ 1)

C11.2. a) Compensatorul static are ecuatia

1

b) Compensatorul dinamic dedicat are functiile de transfer

Go(s) = 8s+1
) =30571)
C11.3. a) Compensatorul static are ecuatia
1

b) Compensatorul dinamic dedicat are functiile de transfer
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2s+1)(5s+1)(65+1) Gols) = —(6s+1)

Go(s)= (25 +1)° - O=365n

C11.4. a) Compensatorul static are ecuatia
1
c=¢ (Br—-vy).

b) Compensatorul dinamic dedicat are functiile de transfer

ooy G5EDEs+D) ~(65+1)e™
0= ean 6@ nos vy

C11.5. a) Avem

(AyO)total 2 (Ayl)total 1
K=" ~17% Kn="ay, 17"

Compensatorul stationar are ecuatia

c=K,r+KVv, Z%(”_VD ,

b) Avem
7,=0, 7,=5, t=1,-7,=5;

(Ttr95)0=(T595)9 =79 ~25-0=25,

(T 95)0
e t0x8 3
(T95) = (Tyo5 ) ~71 % 24-5=19,

~ (Ttr95)l

T
= 3

~6,3.

Prin urmare,

G(S)—KO(TOS+1)— 8,3S+1
O Trps+l  2Tps+D)’

TfO:TO/M0:4’15’

K(Tys +1)e™ (8,35 +1)e5s
Tis+1 2(6,3s+1)

Gi(s)=

sk osk ok sk sk skoskosko sk sk sk sk sk sk sk oskoskoskoskosk sk sk oskosk skosk sk ok ok ok

C12.1. Se aplica comenzile
p_imc la(2,2.7,1.2,45, 6,0, 0);
p_imc la(2, 1.8, 1.2,45, 6,0, 0.2);
p_imc la(2,1.23,1.2,45,6,0, 1);
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Valorile parametrilor modelului procesului (K,,=1.2, T,=45, 7,,=6) se obtin din
graficul raspunsului indicial al procesului y,(f) - fig. 1. Raspunsurile y(r) au un
suprareglaj in gama 1...3% respectiv pentru K=2.7, K=1.8 si K=1.23.

25

Fig. 1. Raspunsul indicial y, al procesului si

raspunsurile ¢ §i y ale ale sistemului de reglare la referinta treapta unitara:
A - pentru a=0 si K=2.7; B -pentru a=0.25i K=1.8; C- pentru a=1 si K=1.23 .

C12.2. Se aplica comenzile
p_imc 4a(2, 2.8, 0.95, 60,7, 1.1, 0);
p_imc 4a(2, 1.7,0.95, 60,7, 1.1, 0.2)
p_imc 4a(2, 1.2,0.95,60,7, 1.1, 1);
Procesul compensat are K,=1.1. Valorile parametrilor modelului procesului
compensat (K,,=0.95, T.,=60, 7,,=7) se obtin din graficul rdspunsului indicial al

procesului y,(¢) - fig. 2.

3

Fig. 2. Raspunsurile indiciale ale procesului de tip integral (y, ), procesului compensat (y,)
si sistemului de reglare (c, y ):
A - pentru a=0 §i K=2.8; B-pentru a=0.25i K=1.7; C-pentru a=1 si K=1.2 .
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K ok ok sk skoskoskosko sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskosk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

C13.1. C, :B ’ﬂ

Cazul m=0. Sistemul este controlabil si stabilizabil.
Cazul m=0. Sistemul nu este controlabil. Stdrile situate pe dreaptax, =0

(subspatiul controlabil) sunt controlabile. Celelalte stari nu sunt controlabile.
Subspatiul necontrolabil e format din dreapta perpendiculard x;=0. Spectrul

controlabil este o©,={2}, iar spectrul necontrolabil este o,.={-1}. Deoarece

c,. <C™, sistemul este stabilizabil.

1 1 1
C13.2. C5=|-1 -1 ~-1-m|,
0 m m

Cazul m=0. Sistemul este controlabil si stabilizabil.

Cazul m=0. Sistemul nu este controlabil. Subspatiul controlabil are
dimensiunea 1. Spectrul controlabil este o, ={l}, iar spectrul necontrolabil este

6, =1—1,0} . Deoarece G, cC™, sistemul este stabilizabil.

C13A. sz[l 0 -1 -1 1+m 3 }

01 m 2 -3m —-m-4

Sistemul este controlabil si stabilizabil pentru orice m real.

C13.4. Sistemul este controlabil deoarece matricea de controlabilitate
1 05
C3= 0 5 1
-2 23

Forma canonica controlabila de tipul 1:

50 17 010 0
Sa=[1 5 0|, 4=S]4S,=0 0 1|, B=S;4=|0],
3 2 -2 100 1

C=CS,=[3 3 3], D=D=0.

are rangul 3.

Forma canonica controlabila de tipul 2:
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1o 5| 001 1
So= 0 5 1|, A=SJAS,,=|1 0 0|, B=S_,B=|0|,
-2 2 3 010 0
C=CS,=[3 3 3], D=D=0
1 -1 -1
C13.5. O;=| 0 2 -1|. Sistemul este observabil.
-2 1 -1

C13.6. Sistemul este observabil deoarece matricea de observabilitate
-1 1 -1
O;= 1 0 4
01 -4

are rangul 3.

Forma canonica observabila de tipul 1:

B 010 1
S01:Q3_1, A:SO_IIASOIZ 0 01 R B:SO_IIB: 9 ,
120 6

C=CS, =[1 0 0], D=D=0.

Forma canonica observabila de tipul 2:

001 —4
1 02|, B=S,JB= 9],
010 -1

K osk ok sk sk skosko sk sk sk sk sk sk sk oskoskoskoskoskoskoskoskoskosk skosk sk sk ok ok

2 -1 =27
Si=| 1 0 4|, A=S])AS,=
-1 1 -1

C=CS,,=[0 0 1], D=D=0.

T0 3 0
Clal. Ci=| 1 0 6|, =11 2 1), F=hT(a+1P=1p2 70 17].
5 3 _3 9 9
0 2 1] . .
Cl4.2. Cy=|2 1 =5, hl=—[11 -2 4], F=hT(4+D)}=—[8 19 12],
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8
L=FT=—/19].

8
C143. L _ L 19| (conform aplicatiei precedente C14.2),
12

0 -1 0
c3—[1 ) 1}, W =[-2 1 -1, F=hT4+13=[-1 1 1],
1 0 -2

P=—[C(A—BF)‘1B]‘1=_71,

0 0 -1 0 -16 -9
Ap=A-BF=|2 -1 3|, 4,=4-1C=-|25 -39 —69 |,
1 0 -2 B0 1 37
0 —16 —33
J=dp-LC=-|50 —63 —94
25 -24 -62

Ecuatiile (14.14) ale compensatorului:

% [0 16 3387 0] T8
5(;2 =— 50 _63 _94 )‘52 _E 1 7"+2—5 19 y
H 25 24 —62)| %] 1 12
g]
=11 1]| 5, |-+~
%] 2

Ecuatiile (14.16) ale sistemului de reglare 2 (4y,B,Cy,Dp):

0 0 -25 0 0 0 0
25 0 =50 25 -25 -25 1
1] 0 25 —25 25 -25 -25 11
A():— , BOI—— ,
2500 16 8 0 -16 —33 210
0 38 19 50 —63 —-94 1
0 24 12 25 -24 -62 ] 1]

Co=[0 2100 0], D,=0.
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Ecuatiile (14.17) ale sistemului de reglare Z,O(AE),BE),CE),D{)) :

0 0 =25 0 0 0 0

50 =25 =75 25 25 =25 1

, 1125 0 -50 25 -25 -25 11
Aoz— , BO:__

251 0 0 0 0 -16 -9 2(0

0 0 0 25 -39 -69 0

0 0 0 0 1 -37] 0

Co=[0 2100 0], Dy=0.
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