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Prefaţă 

Cartea se adresează în primul rând studenţilor automatişti de la ciclurile de licenţă 
şi  masterat, care au în planul de învăţământ discipline precum Teoria sistemelor, Sisteme 
automate cu eşantionare, Ingineria reglării automate, Algoritmi de reglare etc., putând fi 
însă utilă tuturor studenţilor cu profil ingineresc, în completarea şi aprofundarea 
cunoştinţelor din domeniul teoriei sistemelor şi sistemelor de reglare automată. 

In capitolul 1 sunt prezentate conceptele de sistem real, sistem abstract, sistem 
automat, sistem de reglare după abatere şi sistem de reglare după perturbaţie, 
caracteristicile şi trăsăturile fundamentale ale sistemelor, mărimile de intrare, de stare şi 
de ieşire ale sistemelor, clasificare sistemelor, rolul şi locul teoriei şi ingineriei sistemelor 
în formarea şi perfecţionarea profesională a studenţilor şi masteranzilor. 

In capitol 2 este prezentată problematica reprezentării matematice a sistemelor, 
principalele aspecte abordate fiind următoarele: modelarea analitică, experimentală şi 
mixtă, formele de reprezentare a sistemelor continue şi discrete în varianta intrare-ieşire 
(forma primară, forma secundară, forma de convoluţie şi forma operaţională) şi în 
varianta intrare-stare-ieşire, precum şi conversia sistemelor liniare dintr-o variantă în 
alta. 

Capitolele 3 şi 4 prezintă elemente de analiză intrare-ieşire şi respctiv intrare-stare-
ieşire a sistemelor liniare continue şi discrete în domeniul timpului: calculul răspunsului 
în timp, echivalenţa de tip intrare-ieşire şi de tip intrare-stare-ieşire, discretizarea 
sistemelor continue, reducerea sistemelor de tip intrare-stare-ieşire, conceptul de sistem 
monotonic şi metoda planului fazelor. 

Capitolele 5 şi 6 abordează studiul operaţional al sistemelor liniare continue şi 
discrete prin metoda transformării Laplace şi respectiv metoda transformării Z. 
Principalele probleme şi aspecte abordate sunt: conceptele de funcţie de transfer şi 
matrice de transfer, calculul funcţiei de transfer a sistemelor compuse, rolul funcţiei de 
transfer în simplificarea formalismului matematic implicat în analiza şi sinteza sistemelor 
deschise şi închise (cu legături de reacţie), metodologia operaţională de calcul al 
răspunsului sistemelor liniare continue şi discrete, analiza sistemelor elementare de 
ordinul unu şi doi, definirea şi analiza sistemelor cu timp mort, problema reducerii 
sistemelor de tip intrare-ieşire, calculul discretizatului unui sistem continuu, caracteristici 
şi proprietăţi ale sistemelor cu eşantionare şi ale sistemelor monotonice. 

Capitolul 7 este destinat analizei sistemelor în domeniul frecvenţei. Este definită 
funcţia de frecvenţă a unui sistem liniar continuu sau discret, este prezentată şi 
demonstrată teorema de interpretare fizică a funcţiei de frecvenţă (teorema filtrării), sunt 
definite şi analizate caracteristicile de frecvenţă ale sistemelor liniare continue cu şi fără 
timp mort. 

In capitolul 8 este tratată problematica stabilităţii sistemelor în ambele variante: 
stabilitatea internă (a stării) şi stabilitatea externă (a ieşirii). Sunt prezentate şi 
demonstrate principalele teoreme de stabilitate internă şi externă pentru sistemelor 
liniare continue şi discrete, criteriul algebric de stabilitate Hurwitz, criteriile frecvenţiale 
de stabilitate Nyquist. 

In capitolul 9 este tratată problema calităţii reglării în regim staţionar şi dinamic. 
Pentru regimul staţionar este prezentată şi demonstrată teorema preciziei reglării pentru 
procesele de tip proporţional şi integral, iar pentru regimul dinamic sunt prezentaţi 
principalii indicatori direcţi şi indirecţi de performanţă ai reglării automate, precum şi 
problema alocării polilor. 

Capitolul 10 este destinat studiului sistemelor multivariabile de tip intrare-ieşire. 
Principalele probleme abordate sunt: stabilitatea sistemelor de reglare multivariabile, 



analiza sistemelor de reglare multivariabile cu regulatoare monovariabile, analiza 
sistemelor de reglare multivariabile cu regulator multivariabil, problema decuplării. 

Capitolul 11 abordează sistemele şi algoritmii de reglare după perturbaţie. Sunt 
prezentate caracteristicile acestui tip de reglare, sistemele de reglare cu compensator 
static, sistemele de reglare cu compensator dinamic dedicat şi sistemele de reglare cu 
compensator dinamic tipizat. 

Capitolul 12 tratează sistemele şi algoritmii de reglare după abatere (eroare). 
Principalele probleme şi aspecte abordate sunt: caracteristicile şi avantajele reglării 
după abatere, algoritmul de reglare PID continuu, algoritmul de reglare PID numeric, 
acordarea experimentală a regulatorului PID, sistemele de reglare speciale cu regulator 
P, sistemele de reglare bipoziţionale, algoritmii de reglare predictivă, algoritmii de 
reglare cu model intern clasici şi de tip P-IMC.  

Capitolul 13 abordează teoria structurală a sistemelor. Sunt prezentate principalele 
proprietăţi structurale ale sistemelor, formele canonice controlabile şi formele canonice 
observabile. 

 Capitolul 14 tratează conceptul de reglare prin reacţie după stare şi estimator de 
stare, analiza şi proiectarea estimatoarele de stare de ordinul unu şi problema preciziei 
reglării. 

Cartea include o serie de contribuţii originale ale autorilor, cum ar fi: 1) metoda 
modelului secundar pentru calculul în domeniul timpului al răspunsului sistemelor liniare 
de tip intrare-ieşire la intrări de tip original; 2) definirea şi caracterizarea sistemelor 
monotonice continue şi discrete, cu prezentarea proprietăţilor lor principale; 3) teoremele 
de alocare a polilor la sistemele de reglare cu şi fără timp mort;4) introducerea 
conceptelor de mărimi T-echivalente şi mărimi T-echivalente de ordinul zero, necesare 
definirii riguroase a discretizatului propriu-zis al unui sistem liniar continuu; 4) metoda 
de decuplare a sistemelor multivariabile cu decuplor dinamic tipizat; 5) metoda de 
reglare după perturbaţie cu compensator dinamic tipizat, bazată pe limitarea factorului 
de magnitudine al comenzii; 6) metodă experimentală simplă de acordare a regulatorului 
de tip PI; 7) algoritmul de reglare tip P-IMC. 

Tratarea sistemelor de reglare automată este realizată atât sub aspect teoretic, prin 
abordarea matematică necesară elaborării unor soluţii de reglare riguroase şi temeinice, 
cât şi sub aspect aplicativ, prin prezentarea unor metode experimentale de decuplare a 
sistemelor multivariabile şi de acordare a regulatoarelor după abatere şi perturbaţie, 
precum şi a numeroase exemple de probleme rezolvate sau propuse spre rezolvare. 
Soluţiile şi rezultatele problemelor de autotestare sunt date la sfârşitul lucrării.   

               Vasile Cîrtoaje, Alina Băieşu  

              Ploieşti, iulie, 2020 
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1 
    INTRODUCERE 

ÎN  
TEORIA ŞI INGINERIA SISTEMELOR  

  

Conceptul de sistem a apărut şi s-a dezvoltat de-a lungul timpului, ca 
rezultat al evidenţierii unor trăsături, caracteristici şi comportamente comune 
pentru o serie de procese şi fenomene din diferite domenii de activitate, ceea 
ce a permis tratarea acestora, din punct de vedere structural-funcţional, într-un 
mod unitar, sistemic. 

Noţiunea de sistem are o sferă de cuprindere foarte largă, fiind întâlnită în 
toate domeniile de gândire şi acţiune umană, însă aproape întotdeauna în 
asociaţie cu un atribut de specificare; de exemplu: sistem automat, sistem de 
transmisie, sistem informaţional, sistem de semnalizare, sistem economic, 
sistem de producţie, sistem politic, sistem social, sistem solar etc. 

In cele ce urmează, prin sistem vom înţelege un set de elemente (părţi), 
care se manifestă ca un tot unitar şi interacţionează între ele şi cu exteriorul 
după anumite reguli şi legi, în vederea realizării şi menţinerii unui sens, 
obiectiv, scop. 

Aşadar, un sistem este structurat ca o conexiune de elemente, fiecare 
element constituind la rândul său un sistem (subsistem). Interacţiunea dintre 
elementele unui sistem poate imprima sistemului proprietăţi, caracteristici şi 
comportamente noi, asemănătoare sau radical diferite de cele ale subsiste-
melor componente.  

In cazul sistemelor fizice (reale), funcţionarea şi interacţiunea 
subsistemelor au loc pe baza legilor fizico-chimice generale, prin intermediul 
fluxurilor de masă şi energie, purtătoare de informaţie. Sistemele fizice pot fi 
naturale sau artificiale (create de om).  
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Sistemele automate sunt sisteme tehnice de supraveghere (monitorizare), 
comandă şi/sau control al proceselor şi instalaţiilor tehnologice, fără 
intervenţia direct a omului. 

In conformitate cu definiţiile date sistemului şi sistemului automat, orice 
om este un sistem (cel mai evoluat sistem viu cunoscut), dar nu este sistem 
automat.  

Reglarea automată a unui sistem (proces) constă în menţinerea unei 
mărimi (scalare sau vectoriale) a sistemului la valori cât mai apropiate de 
cele ale unei mărimi de referinţă, în condiţiile modificării în timp a mărimii de 
referinţă şi a acţiunii perturbaţiilor asupra procesului reglat. 

Teoria sistemelor reprezintă un ansamblu de cunoştinte, concepte, 
metode şi principii, independente de aplicaţii, necesare studiului structurii, 
proprietăţilor şi caracteristicilor dinamice ale sistemelor în general, ale 
sistemelor automate în mod special. Teoria sistemelor are ca obiect de studiu 
sistemul abstract, de tip model matematic, apt a descrie caracteristicile şi 
comportamentul dinamic al unei întregi clase de sisteme fizice, reale. Teoria 
sistemelor introduce şi dezvoltă un mod de gândire logic, aşa zis sistemic, 
bazat pe respectarea principiului cauzalităţii, care permite abordarea 
interdisciplinară a realităţii înconjurătoare. In conformitate cu principiul 
cauzalităţii (numit şi principiul cauză-efect): 1) orice efect este rezultatul unei 
cauze; 2) efectul este întârziat faţă de cauză; 3) cauze identice generează în 
aceleaşi condiţii efecte identice. 

Ingineria sistemelor este domeniul principal de aplicabilitate a teoriei 
sistemelor, având ca scop proiectarea, execuţia, implementarea, exploatarea 
şi dezvoltarea sistemelor tehnice utile şi eficiente, cu bune performanţe şi grad 
ridicat de complexitate, prin îmbinarea armonioasă a cunoştinţelor şi 
realizărilor din diverse domenii ale ştiinţei şi tehnicii (matematică, fizică, 
chimie, electrotehnică, electronică, mecanică,  automatică, calculatoare etc.). 

Teoria şi ingineria sistemelor de reglare sunt domenii particulare 
importante ale teoriei şi ingineriei sistemelor, care vizează descrierea, 
înţelegerea, aprofundarea şi rezolvarea problemelor specifice domeniului 
reglării automate a instalaţiilor şi proceselor tehnologice. 

1.1.  CARACTERIZAREA  SISTEMELOR 

Caracteristicile fundamentale ale sistemelor sunt următoarele: 
• caracterul structural-unitar, care reflectă proprietatea unui sistem de a 

fi descompus şi reprezentat sub forma unei conexiuni de subsisteme a căror 
acţiune este orientată şi dirijată în vederea realizării unui sens sau scop; 
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•  Caracterul dinamic-cauzal, care reflectă proprietatea unui sistem de-aşi 
schimba starea  şi evolua în timp sub acţiunea factorilor interni şi externi, cu 
respectarea principiului cauzalităţii; 

• Caracterul informaţional, care reflectă proprietatea unui sistem de-a 
primi, prelucra, memora şi transmite (altor sisteme) informaţie. 

In sensul teoriei sistemelor, prin informaţie se înţelege orice factor care 
contribuie la modificarea şi descrierea stării curente a unui sistem. La 
sistemele tehnice, mărimile fizice utilizate ca suport pentru transmisia şi 
stocarea informaţiei se numesc semnale.  

Mărimile variabile asociate unui sistem sunt de trei feluri: mărimi de 
intrare, mărimi de stare şi mărimi de ieşire.  

Mărimile de intrare sunt mărimi de tip cauză, deci independente de starea 
sistemului, care influenţează din exterior starea şi evoluţia sistemului. 

Mărimile de stare sunt mărimi de tip efect, dependente de mărimile de 
intrare şi de caracteristicile interne ale sistemului, având rolul de-a descrie 
starea curentă a sistemului. 

Mărimile de ieşire sunt mărimi de tip efect, dependente de mărimile de  
intrare şi de caracteristicile interne ale sistemului, având rolul de-a transmite 
în exterior (sistemelor învecinate) informaţie despre starea curentă a 
sistemului. 

 Unele mărimi de ieşire pot fi în acelaşi timp mărimi de stare. Mărimile 
de ieşire ale sistemelor tehnice sunt măsurabile, în timp ce mărimile de stare 
nu sunt întotdeauna accesibile măsurării. 

Un sistem interacţionează cu sistemele învecinate numai prin intermediul 
mărimilor de intrare şi de ieşire. Mărimile de ieşire ale unui sistem sunt 
mărimi de intrare pentru sistemele învecinate.  

Teoria sistemelor operează cu două concepte de sistem:  
- sistem de tip I-E (intrare-ieşire); 
- sistem de tip I-S-E (intrare-stare-ieşire). 
Sistemele de tip I-E conţin explicit numai mărimi de intrare şi mărimi de 

ieşire, în timp ce sistemele de tip I-S-E conţin mărimi de intrare, mărimi de 
stare şi mărimi de ieşire. Teoria clasică a sistemelor operează cu sisteme de tip 
I-E, în timp ce teoria aşa zis modernă operează cu sisteme de tip I-S-E. 

La sistemele de tip I-E, întregul transfer intrare-ieşire se realizează direct 
(fig. 1.1, a), cu întârziere (la sistemele dinamice) sau instantaneu (la sistemele 
statice). 

La sistemele de tip I-S-E, transferul principal de informaţie între intrare şi 
ieşire se realizează în mod indirect, prin intermediul stării (fig. 1.1, b). 
Transferul intrare-stare (I→S) are loc cu întârziere strictă, după o dinamică 
proprie sistemului, în timp ce transferul stare-ieşire (S→E) se realizează 
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instantaneu. In cazul sistemelor la care mărimea de ieşire are o componentă ce 
urmăreşte instantaneu variaţiile mărimii de intrare (cu respectarea la limită a 
principiului cauzalităţii), există un canal direct intrare-ieşire (I→E) prin care 
transferul se realizează instantaneu (canalul cu linie întreruptă).  

 
   (a)                             (b) 

Fig. 1.1. Transferuri cauzale între mărimile unui sistem: 
(a) de tip I-E;  (b) de tip I-S-E. 

Teoria sistemelor operează şi cu sisteme triviale de tip static, la care 
mărimea de ieşire, în ansamblul său, urmăreşte instantaneu variaţiile mărimii 
de intrare. Sistemele de acest tip nu conţin mărimi de stare, iar transferul 
intrare-ieşire se realizează numai pe canalul direct I→E (cu linie întreruptă în 
fig. 1.1, b). Un circuit electric pur rezistiv şi un dispozitiv mecanic tip pârghie 
cu braţe rigide şi articulaţie fără joc sunt exemple de sisteme statice. Sistemele 
la care mărimea de ieşire urmăreşte cu întârziere variaţiile mărimii de intrare 
(care au cel puţin o variabilă de stare şi conţin canalul principal I→S→E) se 
numesc sisteme dinamice. Un sistem dinamic cu întârziere mică pe canalul 
intrare-ieşire sau intrare-stare poate fi considerat de tip static prin neglijarea 
întârzierii respective.In fig. 1.2 este arătat modul de reprezentare a unui sistem 

Σ , în care U  este vectorul coloană m - dimensional al mărimilor de intrare, Y  

- vectorul coloană p - dimensional al mărimilor de ieşire, iar X  - vectorul 
coloană n - dimensional al mărimilor de stare:  

1

2

m

u
uU

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ,      

1

2
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y
y

Y

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
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 ,     
1

2

n

x
xX

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 . 

Numărul n  al variabilelor de stare ale unui sistem reprezintă dimensiunea sau 
ordinul sistemului. 

                                                 
                                  Fig. 1.2. Reprezentarea unui sistem Σ . 
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Mărimile de stare ale unui sistem au două proprietăţi esenţiale: 
- de mediere a transferului întârziat intrare-ieşire, care devine astfel 

transfer intrare-stare-ieşire; 
- de acumulare într-o formă concisă a informaţiei utile privind evoluţia 

anterioară a sistemului, astfel încât starea X  la momentul t , adică )(tX , să  
fie complet determinată de starea 0X  la momentul iniţial 0t  ( 0t t< ) şi de 
intrarea U  pe intervalul de timp 0[ , ]t t , adică ],[ 0 ttU . De aici reiese existenţa 
unei funcţii de tranziţie a stării φ , care exprimă evoluţia în timp a stării X  
dintr-o stare iniţială 0X  sub acţiunea intrării U : 

            
00 0 [ , )( ) ( ; , , )t tX t t t X Uφ= .                               (1) 

Axiomatica funcţiei de tranziţie include proprietatea de consistenţă: 

             0 0 0 0( ; , , ( ))t t X U Xφ ⋅ = ,   00, Xt∀ .                               (2) 

La sistemele continue, funcţia de tranziţie a stării este de tip integral, 
conţinând o integrală cu limita de integrare inferioară 0t  şi limita de integrare 
superioară t . Astfel, dacă transferul intrare u - stare x  este descris de ecuaţia 
diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi 

( ) ( ) ( )dx t ax t bu t
dt

= + ,  R∈t , 

atunci sistemul are funcţia de tranziţie a stării 

      0
0 0

( ) ( )
0 0 [ , ) 0( ; , , ) e e ( )ta t t a t

t t tt t X U x b u dτφ τ τ− −= + ∫ ,  0tt ≥ .      (3) 

In cazul particular 0a=  (când sistemul este de tip pur integral), funcţia de 
tranziţie are forma  

0 00 0 [ , ) 0( ; , , ) ( )t
t t tt t X U x b u dφ τ τ= + ∫ . 

La sistemele discrete cu perioada de discretizare a timpului egală cu 1, 
funcţia de tranziţie a stării este sub forma unei sume de termeni ce conţin 
valorile funcţiei de intrare la momentele de timp  

0t , 0 1t + , ... , 1t − , 

anterioare momentului curent t . Astfel, sistemul la care transferul intrare u - 
stare x  este descris de ecuaţia cu diferenţe liniară cu coeficienţi constanţi 
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( 1) ( ) ( )x t ax t bu t+ = + ,  Z∈t , 

are funcţia de tranziţie a stării 

   0
0

0

1 1
0 0 [ , ) 0( ; , , ) ( )

tt t t i
t t

i t
t t X U a x b a u iφ

−− − −

=
= + ∑ ,  0tt ≥ .             (4) 

In cazul particular 1a=  (când sistemul este de tip pur integral), funcţia de 
tranziţie are forma 

0
0

1

0 0 [ , ) 0( ; , , ) ( )
t

t t
i t

t t X U x b u iφ
−

=
= + ∑ . 

Pentru o stare iniţială 0X  şi o intrare dată ),0[ ∞tU , curba de evoluţie a 

stării T
21 )]()()([)( txtxtxtX n=  în spaţiul stărilor (n-dimensional) se numeşte 

traiectorie de stare. Pentru 2n= , traiectoriile de stare pot fi reprezentate 
grafic. O traiectorie de stare definită prin starea iniţială 0 0X ≠  şi intrarea 
(comanda) 

0[ , ) 0tU ∞ =  se numeşte  liberă. Dacă însă 0 0X =  şi 
0[ , ) 0tU ∞ ≠ , atunci 

traiectoria este forţată  (fig. 1.3). 

 

La rândul ei, ieşirea Y  poate fi exprimată în raport de starea curentă X  şi 
de intrarea curentă U  prin intermediul funcţiei de ieşire  

           ( ) ( ; ( ), ( ))Y t t X t U tη= .                             (5) 

In afara mărimilor variabile de intrare, de stare şi de ieşire, în descrierea 
comportamentului unui sistem intervin şi unele mărimi parametrice constante 
sau pseudo-constante (uşor variabile). La sistemele fizice, mărimile 
parametrice (numite, pe scurt, parametri) sunt de regulă mărimi ce 

Fig. 1.3. Traiectorii de stare. 
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caracterizează proprietăţile fizico-chimice ale sistemului: densitate, visco-
zitate, lungime, arie, volum, rezistenţă electrică, capacitate electrică, 
conductivitate termică etc. La sistemele cu parametri constanţi, funcţia de 
ieşire η  nu depinde explicit de t , fiind deci de forma ( ) ( ( ), ( ))Y t η X t U t= . 

♦ Un exemplu de sistem îl constituie circuitul electric RLC din fig. 1.4. Dacă 
tensiunea variabilă 1u  este generată din exterior, cu valoarea independentă de circuit, şi 
dorim să cunoaştem modul de variaţie în timp a tensiunii Lu  de la bornele inductivităţii L, 
atunci circuitul RLC poate fi considerat un sistem în care 1u  este mărime de intrare, Lu  
mărime de ieşire, iar tensiunile Ru  şi Cu  de la bornele rezistorului R şi condensatorului C 
sunt mărimi de stare. Rezistenţa R , capacitatea C  şi inductivitatea L  sunt parametri ai 
sistemului.  

                
                           Fig. 1.4. Exemplu de sistem fizic. 

 

Sistemul are două variabile de stare deoarece conţine 2 elemente capabile să 
înmagazineze şi să transfere energie (capacitatea C şi inductivitatea L). De remarcat faptul 
că dintre tensiunile de tip efect Ru , Cu  şi Lu , numai primele două ( Ru  şi Cu ) pot fi alese 
variabile de stare, tensiunea Lu  nefiind strict întârziată în raport cu tensiunea 1u  (la 
modificarea treaptă a tensiunii 1u  cu 3V, tensiunea Lu  se  modifică instantaneu cu 3V, 
după care scade treptat la 0 V). Pe de altă parte, există o infinitate de moduri de alegere a 
variabilelor de stare, de exemplu Rux =1  şi  CR kuux +=2 , unde k  poate fi orice constantă 
reală nenulă. 

Dacă, pe lângă Lu , interesează şi modul de variaţie în timp a tensiunii Cu , atunci 
sistemul are două mărimi de ieşire ( Lu  şi Cu  ), iar Cu  este atât variabilă de ieşire, cât şi 
variabilă de stare. 

La sistemele care respectă principiul cauzalităţii, transferul intrare-ieşire 
are loc cu întârziere (cel mult instantaneu). Dacă, de exemplu, între o variabilă  
de tip cauză u  şi o variabilă de tip efect y  există o corelaţie de forma 

           )3(2)()(5 +=+ tutydt
tdy ,    R∈t ,                         (6)                       

sau de forma 
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                  )3(6)1()( +=−+ tutyty ,   Z∈t ,                          (7)  

ambele exprimând faptul că efectul y  la momentul t  este influenţat de cauza 
u  la momentul 3+t , atunci sistemele respective nu sunt cauzale, adică nu 
respectă principiul cauzalităţii. Pe de altă parte, sistemul continuu impropriu 
descris prin ecuaţia  

                                          
dt

tduty )(2)( = ,                             (8)  

la care ordinul de derivare a intrării depăşeşte ordinul de derivare a ieşirii, este 
irealizabil fizic, deoarece răspunsul la intrare treaptă este de tip impuls Dirac 
(creşte şi coboară instantaneu de la 0 la∞  şi de la ∞  la 0).  

1.2.  CLASIFICAREA  SISTEMELOR 

Pe baza unor proprietăţi derivate din definiţia şi proprietăţile sistemelor 
(caracterul structural-unitar, cauzal-dinamic şi informaţional), acestea pot fi 
împărţite pe categorii şi clase, sistemele aparţinând unei clase având 
proprietăţi şi caracteristici asemănătoare sub anumite aspecte. 

1.2.1.  Sisteme  continue  şi  discrete 

Sistemele cu timp continuu (analogice) sunt acele sisteme la care 
mărimile de intrare, de stare şi de ieşire iau valori la toate momentele de timp 
t  aparţinând mulţimii numerelor reale R.  

Sistemele cu timp continuu pot fi continue (netede) sau discontinue. La 
sistemele continue, pentru orice stare iniţială 0X  şi orice funcţie de intrare 

( )U t  continuă (fără variaţii bruşte), funcţia de stare ( )X t  şi funcţia de ieşire 
( )Y t  sunt, de asemenea, funcţii continue. Sistemele cu timp continuu care nu 

satisfac această proprietate se numesc discontinue.  
Sistemele continue dinamice sunt descrise cu ajutorul ecuaţiilor 

diferenţiale. 

♦ Un circuit electronic care conţine elemente analogice şi un releu electromagnetic 
având un contact într-o ramură a circuitului este un sistem discontinuu. 

Sistemele cu timp discret  sunt acele sisteme la care mărimile de intrare, 
de stare şi de ieşire iau valori numai la anumite momente discrete kt  ale 
timpului. Sistemele cu timp discret la care discretizarea timpului este uniformă 
(cu pas constant), adică kt kT= , unde T  este perioada (tactul)  şi k∈Z , se 
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numesc sisteme discrete. Alegând, prin convenţie, 1T = , rezultă că timpul t  
este o variabilă de tip întreg ( t k= ∈Z ).Sistemele discrete dinamnice sunt 
descrise cu ajutorul ecuaţiilor cu diferenţe. 

Sistemele fizice discrete sunt sisteme artificiale (create de om) care conţin 
un generator de tact (ceas) cu perioada T . Sistemele discrete sunt adesea 
reprezentări matematice cvasi-echivalente ale sistemelor continue, utile în 
simularea numerică, cu ajutorul calculatorului, a comportamentului sistemelor 
continue.  

Sistemele cu timp discret la care variabilele (de intrare, de stare, de ieşire) 
iau numai două valori distincte (“0” şi “1”) se numesc sisteme logice sau 
binare, iar sistemele la care variabilele iau un număr mare de valori se numesc 
sisteme numerice sau digitale. 

♦ Dispozitivele de semnalizare optică şi acustică (la ieşirea unei mărimi fizice în 
afara limitelor admise) sunt sisteme logice, iar calculatoarele sunt, din punctul de vedere al 
utilizatorului, sisteme numerice. 

Sistemele care conţin atât elemente continue cât şi elemente discrete se 
numesc sisteme cu eşantionare sau sisteme eşantionate. Interconectarea 
elementelor continue şi discrete se face prin intermediul convertoarelor 
analog-numerice şi numeric-analogice. Semnalele numerice obţinute prin 
eşantionarea (discretizarea) periodică a semnalelor continue se numesc 
semnale eşantionate. Semnalul de ieşire al unui convertor numeric-analogic 
este, de regulă, de tip scară, având valoarea constantă (egală cu cea a 
semnalului numeric) între două momente discrete succesive ale timpului.   

1.2.2.  Sisteme  liniare  şi  neliniare 

Sistemele liniare sunt acelea care verifică principiul superpoziţiei 
(suprapunerii efectelor): efectul sumei cauzelor este egal cu suma efectelor 
cauzelor, adică 

          1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )k kE c c c E c E c E c+ + + = + + + ,                   (9) 

unde prin ( )iE c  am notat efectul cauzei ic . 
Să considerăm un sistem liniar cu intrarea u  şi ieşirea y , aflat până la 

momentul iniţial 00 =t  în regim staţionar cu 0== yu . Fiind nule pentru 0<t , 
funcţia de intrare )(tu  şi funcţia de ieşire )(ty  sunt funcţii de tip original. 
Dacă intrării de tip original 1( )u f t=  îi corespunde răspunsul )(1 tgy = , iar 
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intrării de tip original )(2 tfu =  îi corespunde răspunsul )(2 tgy = , atunci 
intrării  

1 1 2 2( ) ( )u f t f tα α= +  

îi va corespunde răspunsul 

1 1 2 2( ) ( ) ( )y t g t g tα α= + . 

Pentru sistemele liniare există o teorie unitară, riguroasă şi coerentă, care 
permite studiul acestora într-un mod unitar, simplu şi precis. Sistemul obţinut 
prin interconectarea a două sau mai multor subsisteme liniare este, de 
asemenea, liniar. Reciproca acestei afirmaţii nu este adevărată, adică 
liniaritatea unui sistem nu implică în mod necesar liniaritatea subsistemelor 
componente.  

Sistemele liniare sunt descrise prin ecuaţii matematice liniare (algebrice, 
diferenţiale sau cu diferenţe). Ecuaţiile liniare sunt formate din termeni de 
gradul zero sau unu, care conţin doar o singură variabilă (de intrare, de stare 
sau de ieşire) sau derivată a acesteia. 

Sistemele neliniare sunt acele sisteme care nu satisfac în toate cazurile 
principiul superpoziţiei (adică acele sisteme care nu sunt liniare). Modul 
neconstructiv de definire a sistemelor neliniare (prin negarea unei proprietăţi) 
şi multitudinea modurilor de manifestare a neliniarităţilor conduc la ideea 
imposibilităţii construirii unei teorii unitare a sistemelelor neliniare. In 
consecinţă, sistemele neliniare sunt studiate pe clase de sisteme, definite 
constructiv pe baza unor proprietăţi commune (de exemplu, clasa sistemelor 
continue şi liniare pe porţiuni, clasa sistemelor cu caracteristici statice de tip 
releu, clasa sistemelor neliniare de ordinul unu etc.).  

Sistemele fizice pot fi liniare cel mult într-un domeniu mărginit de 
funcţionare, delimitat de zone de neliniaritate (de blocare şi saturaţie). 
Sistemele cu neliniarităţi slabe în interiorul domeniului studiat sunt 
considerate, de cele mai multe ori, ca fiind liniare sau liniare pe porţiuni.  

1.2.3.  Sisteme  statice şi dinamice 

Sistemele statice (numite şi fără memorie) sunt sisteme de ordinul zero 
(fără variabile de stare), având valoarea ieşirii Y  la momentul curent t  
complet determinată de valoarea intrarii U  la momentul t . La aceste sisteme, 
ieşirea urmăreşte instantaneu variaţiile în timp ale intrării. Sistemele fizice  
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statice nu conţin elemente capabile să înmagazineze şi să transfere cantităţi 
semnificative de masă şi energie. 

Sistemele dinamice (numite şi cu memorie) au ordinul mai mare decât 
zero şi se caracterizează prin prezenţa regimurilor tranzitorii, ca o consecinţă a 
faptului că ieşirea urmăreşte cu întârziere variaţiile în timp ale intrării. 
Sistemele fizice dinamice includ în componenţa lor elemente capabile să 
acumuleze şi să transfere cantităţi semnificative de masă şi energie. 

Sistemele statice sunt descrise prin ecuaţii algebrice, sistemele continue 
dinamice prin ecuaţii diferenţiale, iar sistemele discrete dinamice prin ecuaţii 
cu diferenţe.  

Studiul unui sistem alcătuit din subsisteme interconectate este mult mai 
simplu atunci când unele subsisteme sunt de tip static. Un subsistem din 
componenţa unui asemenea sistem poate fi considerat de tip static atunci când 
are timpul de răspuns la intrare treaptă neglijabil, adică de cel puţin 5…10 ori 
mai mic decât timpul de răspuns al sistemului. 

♦ Sistemul reprezentat de circuitul electric RLC din fig. 1.4 este un sistem dinamic. 
Un circuit care conţine numai rezistoare este un sistem static. De asemenea, o pârghie 
mecanică rigidă şi cu articulaţie fără joc, având ca variabile de intrare-ieşire deplasările 
capetelor barei, este un sistem static. Un traductor tip termocuplu, deşi are un timp de 
răspuns de ordinul minutelor la o variaţie treaptă a temperaturii, poate fi considerat un 
subsistem static în cazul unui sistem automat de reglare a temperaturii unui cuptor tubular 
de mari dimensiuni, caracterizat printr-un timp de răspuns de ordinul zecilor de minute. 

1.2.4.  Sisteme  cu parametri constanţi şi variabili  

Sistemele cu parametri constanţi (numite şi invariante) au o structură 
fixă şi parametri interni constanţi în timp, iar sistemele cu parametri variabili 
(numite şi variante) au cel puţin un parametru intern variabil în timp. Starea 
unui sistem invariant aflat iniţial în regim staţionar (caracterizat prin constanţa 
în timp a tuturor variabilelor de intrare, de stare şi de ieşire) se poate modifica 
numai din exterior, prin acţiunea variabilelor de intrare. 

Sistemele cu parametri constanţi sunt descrise prin ecuaţii cu coeficienţi 
constanţi, iar sistemele cu parametri variabili prin ecuaţii cu cel puţin un 
coeficient variabil în timp. 
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♦ Circuitul electric RLC din fig. 1.4 este un sistem invariant. El devine însă un sistem 
variant atunci când rezistenţa R  este variabilă în timp, prin deplasarea unui cursor mobil.  

Un cuptor tubular utilizat la încălzirea produsului care circulă prin tubulatură 
(serpentină) poate fi un exemplu de sistem variant datorită fenomenului de cocsare în timp 
a materialului tubular, având ca efect modificarea parametrilor de transfer al căldurii de la 
flacără la produsul încălzit. Prin comparaţie cu fenomenul de încălzire a produsului în 
cuptor, fenomenul de cocsare este mult mai lent (sesizabil după una sau mai multe luni de 
funcţionare), astfel încât cuptorul tubular este, în mod uzual, considerat invariant, dar cu 
parametri uşor diferiţi de la o perioadă de timp la alta. 

1.2.5.  Sisteme  monovariabile  şi  multivariabile 

Sistemele monovariabile au o singură intrare şi o singură ieşire. Sistemele 
multivariable au cel puţin două intrări şi două ieşiri, iar cel puţin o ieşire este 
influenţată de minimum două intrări.  

Sistemele cu o singură intrare ( 1=m ) şi mai multe ieşiri ( 1p> ), precum 
şi sistemele cu mai multe intrări ( 1>m ) şi o singură ieşire ( 1=p ), pot fi 
reduse la p , respectiv m  sisteme monovariabile. Sistemele monovariabile se 
mai numesc sisteme SISO (single input-single output), iar sistemele 
multivariabile se mai numesc sisteme MIMO (multi input-multi output). 

♦ Circuitul electric de tip RC din fig, 1.5, având ca intrări tensiunile u1 şi u2, iar ca 
ieşiri tensiunile v1 şi v 2, este un exemplu de sistem multivariabil cu patru canale intrare-
ieşire (două directe şi două indirecte). 

           

1.2.6.  Sisteme deschise şi închise  

Sistemele deschise (cu structură deschisă) sunt caracterizate printr-un flux 
de informaţie unidirecţional, orientat de la intrare spre ieşire. Sistemele închise 
(cu structură sau  buclă închisă, sau cu reacţie) sunt sisteme la care poate fi 
evidenţiat un flux de informaţie bidirecţional, prin care mărimea de ieşire a 
unui subsistem influenţează propria sa stare viitoare, prin intermediul altor 
subsisteme. 

♦ Un sistem automat este format din două subsisteme principale: procesul (instalaţia) 
de automatizat P şi dispozitivul de automatizare DA (fig. 1.6). Sistemele automate cu 

Fig. 1.5. Sistem multivariabil. 
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structurile (a) şi (b) sunt sisteme deschise, iar cele cu structura (c) sunt sisteme închise. 
Sistemul cu structura (a) este un sistem de supraveghere sau monitorizare automată (de 
măsurare şi/sau semnalizare), sistemul cu structura (b) este un sistem de comandă automată 
după un program prestabilit sau după o mărime variabilă independentă de proces, iar 
sistemul cu structura (c) este un sistem de reglare automată în buclă închisă. In ultimul caz, 
dispozitivul de automatizare DA primeşte informaţie de la mărimea de ieşire a procesului 
reglat P şi, pe baza acestei informaţii şi a informaţiei de referinţă r , generează comenzi 
convenabile asupra procesului, în vederea aducerii şi menţinerii mărimii reglate y  la o 
valoare cât mai apropiată de cea a mărimii de referinţă, în condiţiile acţiunii perturbaţiei p  
asupra procesului şi a modificării referinţei r .  

                 
                  Fig. 1.6. Sisteme automate: (a), (b) deschise; (c) închis.   

1.2.7.  Sisteme cu timp mort 

In cazul sistemelor fizice la care viteza de propagare a masei şi/sau 
energiei este relativ redusă (cazul proceselor cu transfer masic şi caloric, de 
exemplu), între mărimile de ieşire şi mărimile de intrare poate fi evidenţiată o 
întîrziere pură, de tip timp mort. Astfel, dacă mărimea de intrare u  se modifică 
brusc (în formă de treaptă) la momentul 00 =t  (fig. 1.7), efectul devine 
observabil la ieşirea y  a sistemului începând de la un anumit moment τ , 

0τ > . Intervalul de timp τ  în care efectul este insesizabil la ieşire se numeşte 
timp mort. 

          

Fig. 1.7. Răspunsul la intrare treaptă 
               al unui sistem cu timp mort. 
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In cazul cel mai simplu, ecuaţiile matematice ale unui sistem cu timpul 
mort τ  pot fi obţinute din ecuaţiile sistemului fără timp mort prin înlocuirea 
variabilei de intrare )(tu  cu )( τ−tu  (deoarece o întârziere a cauzei cu timpul τ  
produce o întârziere a efectului cu acelaşi timp τ ). 

Analiza şi sinteza sistemelor închise cu timp mort sunt mult mai dificile 
decât la sistemele fără timp mort. 

♦ Un cuptor tubular pentru încălzirea unui produs lichid, având ca mărime de intrare 
debitul de combustibil şi ca mărime de ieşire temperatura produsului încălzit (la ieşirea din 
cuptor), constituie un exemplu de sistem cu timp mort, deoarece apare efect sesizabil la 
ieşire abia după câteva zeci de secunde (sau chiar câteva minute minute) după modificarea 
treaptă a debitului de combustibil. Un efect asemănător se produce şi în cazul modificării 
debitului sau temperaturii produsului la intrarea acestuia în cuptor. 

1.2.8.  Sisteme  cu  parametri  concentraţi  şi  distribuiţi 

Sistemele cu parametri concentraţi sunt acelea la care se poate considera, 
cu suficientă precizie, că mărimile fizice asociate oricărui element al 
sistemului au aceeaşi valoare în toate punctele elementului respectiv. 

Sistemele cu parametri distribuiţi sunt acelea la care cel puţin o mărime 
fizică asociată unui element dimensional al sistemului are valori care diferă 
sensibil de la un punct la altul, adică are valori distribuite de-a lungul unei 
linii, în plan sau în spaţiu. 

♦ Pentru exemplificare, în timp ce presiunea unui gaz într-un vas are practic aceeaşi 
valoare în toate punctele vasului, presiunea unui produs lichid sau gazos într-o conductă 
lungă de transport are valori diferite de-a lungul conductei. Prin urmare, primul proces 
poate fi considerat cu parametri concentraţi, iar cel de-al doilea cu parametri distribuiţi. 

Comportamentul dinamic al sistemelor continue cu parametri concentraţi 
este descris prin ecuaţii diferenţiale ordinare, iar cel al sistemelor cu 
parametri distribuiţi prin ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale (în afara 
variabilei timp t intervenind cel puţin una dintre variabilele spaţiale , ,x y z ). 

Având în vedere complexitatea formalismului matematic al sistemelor cu 
parametri distribuiţi, în multe cazuri se recomandă considerarea unui 
asemenea sistem ca fiind cu parametri concentraţi dacă eroarea de modelare 
rezultată din renunţarea la ipoteza de distributivitate este relativ redusă. In 
asemenea situaţii, sistemele cu parametri distribuiţi pot fi tratate în maniera 
specifică sistemelor cu parametri concentraţi, alegând ca variabile de intrare şi 
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de ieşire mărimi fizice locale asociate unor puncte sau poziţii reprezentative 
(de obicei extreme) ale sistemului. 

1.2.9.  Sisteme  deterministe  şi  stochastice 

La sistemele stochastice (numite şi probabiliste sau nedeterministe), 
starea iniţială 0X  şi funcţia de intrare 

0[ , ]t tU  nu mai determină în mod univoc 

starea X  la momentul t . Sistemele stochastice au cel puţin un parametru 
intern care variază aleator şi imprimă  caracter aleator mărimilor de stare şi de 
ieşire. 

Caracterul determinist sau stochastic al unui sistem nu este influenţat de 
tipul semnalelor aplicate la intrare (deterministe sau aleatoare). Sistemele 
stochastice generează semnal aleator pentru intrări deterministe sau aleatoare, 
iar sistemele deterministe generează semnal determinist la intrări deterministe 
şi semnal aleator la intrări aleatoare.  

Dacă anumite ipoteze asupra formei de variaţie a semnalelor stochastice 
pot fi admise apriori, atunci este posibilă caracterizarea acestora pe baza 
elementelor de calcul probabilistic şi statistică matematică. Formalismul 
matematic este considerabil simplificat în cazul sistemelor stochastice cu 
caracter staţionar (caracterizate prin constanţa în timp a proprietăţilor 
statistice) şi cu caracter ergodic (care permite analiza sistemului pe baza unui 
singur tip de semnal aleator reprezentativ). 

1.2.10.  Clasificarea sistemelor automate 

Un sistem automat este alcătuit din două părţi principale: procesul de 
automatizat şi dispozitivul de automatizare (fig. 1.6). In majoritatea 
aplicaţiilor practice de reglare automată, dispozitivul de automatizare conţine 
un element de măsurare (traductor) T, un dispozitiv de comandă (regulator) R 
şi un element de execuţie E (fig. 1.8), care  îndeplinesc respectiv funcţiile de 
măsurare (mai corect de traducere, transformare), de comandă şi de execuţie.  

                    
                   Fig. 1.8.  Sistem de reglare automată după abatere. 
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Uneori este însă convenabilă o structurare a sistemului automat în alte 
două părţi principale: partea fixată şi dispozitivul de comandă (fig. 1.9). 
Partea fixată include procesul împreună cu elementul de execuţie şi elementul 
traductor. 

a) După natura elementelor din componenţa dispozitivului de 
automatizare şi a semnalelor de comunicaţie între elemente, sistemele 
automate pot fi: electronice, pneumatice, hidraulice, mecanice şi mixte. 

Sistemele electronice sunt superioare celorlalte în privinţa performanţelor 
tehnice şi a posibilităţilor de cuplare la echipamentele de calcul numeric şi de 
transmisie a semnalelor la distanţă. In mediile cu pericol de explozie, 
sistemele electronice pot fi utilizate numai în construcţie antiexplozivă sau în 
varianta cu circuite integrate şi puteri neglijabile. Elementele pneumatice şi 
hidraulice sunt utilizate mai ales ca dispozitive de execuţie (acţionare), 
deoarece permit generarea prin mijloace simple a unor forţe, momente şi 
puteri relativ mari, fără pericol de explozie. 

Când sistemul automat conţine elemente de natură diferită, 
interconectarea acestora se face prin intermediul unor elemente convertoare 
(de interfaţă). 

b) După gradul de universalitate a elementelor din componenţa 
dispozitivului de automatizare, sistemele automate pot fi unificate sau 
specializate. Sistemele unificate conţin elemente universale şi funcţionează cu 
semnal unificat (standard). 

Sistemele automate specializate sunt utilizate în cazul automatizărilor de 
complexitate redusă şi când nu se pune problema transmiterii semnalelor la 
mare distanţă. Acestea sunt de obicei sisteme destinate, simple şi robuste.  

Majoritatea sistemelor unificate electronice de tip continuu funcţionează 
cu semnal electronic unificat  4 … 20 mA c.c. Semnalul de tip curent, spre 
deosebire de semnalul tip tensiune, poate fi transmis fără pierdere la distanţe 
relativ mari, de până la 2000 m.  Domeniul de variaţie al semnalului unificat 
este deplasat faţă de zero pentru ca raportul  

                    semnal utilr
zgomot

=  

să aibă o valoare ridicată, chiar şi în cazul în care semnalul util are valoarea 
minimă (4 mA).  

De regulă, semnalul unificat 4 … 20 mA este curentul de colector al unui 
tranzistor final (de putere). Deplasarea faţă de zero a curentului de colector 
permite menţinerea punctului de funcţionare al tranzistorului în zona de 
amplificare liniară. Receptoarele de semnal unificat 4 … 20 mA sunt conectate 
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în serie. Prin conectarea unei rezistenţe de 250 Ω la bornele de intrare ale 
fiecărui receptor, curentul 4 … 20 mA este transformat în tensiune în gama     
1 … 5 V. Numărul total de receptoare este limitat, pentru a nu influenţa 
valoarea curentului, ca urmare a depăşirii puterii sau tensiunii maxime ale 
generatorului de curent. De remarcat faptul că un generator de semnal 4 … 20 
mA are structura unui sistem de reglare după abatere, cu regulator de tip 
proporţional, cu reacţie negativă de la curentul de ieşire şi cu amplificare mare 
pe calea directă (de ordinul miilor), pentru ca mărimea reglată (reprezentată 
chiar de semnalul unificat generat) să nu fie influenţată de valoarea rezistenţei 
de sarcină.  

In practică, semnalul unificat =I 4 … 20 mA se exprimă frecvent în 
procente, între valoarea *I  în %  şi valoarea I  în mA existând relaţiile 

            100
16

4* ⋅
−

=
II ,     *

100
164 II += .                                 (10) 

Valoarea procentuală *I  a semnalului generat de un traductor unificat cu 
caracteristică statică liniară este egală cu valoarea procentuală *y  a mărimii 
măsurate ( * *I y= ), ultima obţinându-se prin raportare la lungimea domeniul 
de măsurare înscris pe plăcuţa cu denumirea şi caracteristicile tehnice ale 
traductorului, fixată pe carcasa adaptorului (generator de semnal unificat) din 
componenţa traductorului. Corelaţia între valoarea semnalului unificat I  (în 
mA) şi cea a mărimii măsurate y (în unităţi fizice inginereşti) se poate obţine 
uşor prin intermediul exprimării procentuale. Astfel, în cazul unui traductor de 
temperatură cu domeniul 600400 oC, temperaturii =T 450 

oC îi corespunde 
valoarea procentuală 

%25100
400600

400* =⋅
−
−

=
T

T  

şi semnalul unificat  

8100
164100

164 ** =+=+= TII mA. 

Invers, semnalului unificat 10=I mA îi corespunde valoarea procentuală  

%5,37100
16

4* =⋅
−

=
II  

şi temperatura 

475100)400600(400100)400600(400
**
=−+=−+= ITT oC. 

In ultimii 20 ani, s-au dezvoltat şi extins reţelele de comunicaţie digitale 
(reţele FIELDBUS, PROFIBUS etc.), care oferă o serie de avantaje tehnico-
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economice, cum ar fi: creşterea calităţii operaţiilor de automatizare, reducerea 
costurilor şi a dimensiunilor, posibilitatea interfaţării elementelor inteligente la 
nivelul traductoarelor şi elementelor de execuţie, creşterea flexibilităţii, 
siguranţei în funcţionare şi competivităţii.  

Sistemele unificate pneumatice funcţionează cu semnal pneumatic 
unificat în gama  0,2 … 1,0 bar, unde 

1 bar = 105 Pa (N/m2)≈1kgf/cm2. 

Presiunea maximă de  1 bar nu implică probleme deosebite de etanşare şi nici 
consum energetic ridicat pentru prepararea aerului instrumental de alimentare 
a dispozitivelor pneumatice unificate (aer din atmosferă, curăţat de impurităţi, 
uscat şi comprimat la 1,4 bar); în acelaşi timp, presiunea de 1 bar este suficient 
de mare pentru a crea forţe de ordinul sutelor sau miilor de kgf (prin 
intermediul unor membrane circulare cu raza de 5…50 cm), necesare în 
acţionarea robinetelor de reglare. Deoarece nu generează scântei, dispozitivele 
pneumatice sunt frecvent utilizate în medii cu pericol de explozie, în special ca 
elemente de execuţie. In mod frecvent, mărimile sistemelor automate unificate 
se exprimă în procente.  

c) In raport cu funcţia îndeplinită, sistemele automate se clasifică în:  
- sisteme automate de supraveghere sau monitorizare (prin măsurare 

şi/sau semnalizare); 
- sisteme automate de protecţie; 
- sisteme automate de comandă după un program prestabilit; 
- sisteme automate de reglare în buclă deschisă, la care comanda este 

elaborată numai pe baza valorilor curente ale unei mărimi de referinţă şi a unei 
mărimi perturbatoare, fără informaţie privind starea curentă a procesului; 

- sisteme automate de reglare în buclă înschisă, la care comanda este 
elaborată pe baza valorilor curente ale mărimii de referinţă şi mărimii reglate; 

- sisteme automate de conducere (prin supraveghere, protecţie, comandă 
şi reglare). 

Măsurarea este o operaţie cantitativă, în timp ce semnalizarea (optică şi 
acustică) este o operaţie calitativă (care pune în evidenţă starea normală sau de 
depăşire a unei mărimi de proces).  

Protecţia automată presupune oprirea (blocarea) parţială sau totală a 
procesului (instalaţiei), atunci când o mărime a acestuia iese în afara 
domeniului admisibil de funcţionare, afectând calitatea produsului finit şi/sau 
securitatea instalaţiei. Unei mărimi fizice a procesului i se pot asocia două 
sisteme de semnalizare şi de protecţie: la depăşirea limitei superioare şi la 



CAP. 1   INTRODUCERE IN TEORIA ŞI INGINERIA SISTEMELOR   

  

27

scăderea sub limita inferioară. Limita superioară de protecţie trebuie fixată la 
o valoare mai mare decât limita superioară de semnalizare.  

Sistemele clasice de semaforizare a unei intersecţii rutiere sunt exemple 
de sisteme automate de comandă după un program prestabilit, deoarece timpii 
de semaforizare au valori independente de starea curentă a traficului rutier.  

Problema reglării constă în elaborarea unei comenzi convenabile C  
asupra părţii fixate (procesului reglat) P, astfel încât mărimea de ieşire a 
procesului Y  să urmărească cât mai bine mărimea de referinţă R  impusă din 
exterior, în condiţiile acţiunii perturbaţiilor 1V  şi 2V  asupra procesului (fig. 
1.9). Comanda C  este elaborată de elementul decizional (de comandă) R, 
numit regulator sau compensator, după un algoritm adecvat, pe baza valorilor 
curente ale mărimii reglate Y , referinţei R  şi perturbaţiei măsurate 1V . La 
sistemele de reglare avansate, regulatorul R poate îndeplini şi alte funcţii 
speciale (de identificare a procesului P, de optimizare etc.). 

In cazul ideal, sistemul de reglare realizează condiţia de reglare 

                       )()( tRtY ≡  

oricare ar fi intrarea de referinţă )(tR  şi perturbaţia )(1 tV  din clasa funcţiilor 
de intrare admise. In aplicaţiile practice, problema reglării trebuie relaxată, în 
sensul înlocuirii condiţiei rigide de urmărire exactă a mărimii de referinţă R  
de către mărimea reglată Y  printr-o condiţie de urmărire cu un grad de 
precizie rezonabil.  

 
            Fig. 1.9.  Sistem mixt de reglare automată după abatere şi perturbaţie. 

Conform principiului reglării după perturbaţie, se măsoară valoarea 
curentă a perturbaţiei şi, anticipând efectul acesteia asupra mărimii reglate, 
se intervine în paralel, deci în buclă deschisă, asupra procesului în vederea 
compensării efectului direct produs de perturbaţie asupra mărimii reglate. 
Deoarece acţiunea compensatoare are loc  simultan cu acţiunea perturbatoare, 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

28

sistemul de reglare poate preveni modificarea mărimii reglate de către 
perturbaţia considerată 1V . Pentru realizarea unei reglări performante (care să 
atenueze cât mai bine influenţa mărimii perturbatoare  asupra mărimii reglate) 
este necesară cunoaşterea cât mai exactă a modelului dinamic al procesului 
reglat (a canalului perturbator şi canalului de execuţie). Chiar şi în acest caz, 
efectul perturbaţiilor nemăsurate rămîne în totalitate necompensat, ceea ce 
constituie principalul dezavantaj al reglării după perturbaţie. Sistemele de 
reglare după perturbaţie sunt sisteme cu structură deschisă, deoarece 
compensatorul nu primeşte informaţie referitoare la valoarea mărimii reglate, 
deci la efectul acţiunii sale asupra procesului reglat. In consecinţă, 
compensatorul nu poate efectua acţiuni de autocorecţie, iar aplicaţiile practice 
de reglare bazate numai pe principiul reglării după perturbaţie sunt adesea 
nesatisfăcătoare, deoarece performanţele reglării depind în mod decisiv de 
calitatea (acurateţea) modelului procesului. Sistemele de reglare după 
perturbaţie pot aduce însă un plus de calitate în cadrul sistemelor de reglare 
mixtă (după perturbaţie şi după efect). Sistemele cu reglare după perturbaţie 
(cauză) se mai numesc sisteme cu precompensare sau cu “feedforward”. 

Conform principiului reglării după abatere, se măsoară mărimea de 
ieşire a procesului (mărimea reglată) şi se compară cu mărimea de referinţă, 
iar pe baza diferenţei (abaterii, erorii) rezultate, se elaborează un semnal de 
comandă convenabil şi se intervine asupra procesului în vederea reducerii şi 
eliminării abaterii respective, indiferent de cauza care a generat-o (acţiunea 
perturbaţiilor asupra procesului sau variaţia în timp a referinţei). La 
sistemele cu acţiune după efect, apariţia abaterii (erorii) nu poate fi prevenită, 
dar acţiunea de reducere a acesteia începe din momentul producerii celei mai 
mici abateri sesizabile, indiferent de cauza care a generat abaterea. Sistemele 
de reglare după abatere sunt sisteme închise (în buclă închisă), robuste, sigure 
şi mai precise decât cele după perturbaţie (în buclă deschisă), deoarece 
realizează operaţii permanente de autocorecţie, pe baza informaţiei referitoare 
la mărimea reglată (de ieşire a procesului reglat) – fig. 1.6. Sistemele cu 
reglare după abatere (efect) se mai numesc sisteme cu  reacţie sau cu 
“feedback”. 

Omul, cel mai evoluat sistem cunoscut, utilizează în mod curent cele 
două principii ale reglării. In plus, majoritatea proceselor interne specifice 
corpului viu se desfăşoară (autoreglează) în strânsă corelaţie cu aceste 
principii.   
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Regulatoarele clasice (convenţionale) generează comanda c  (fig. 1.8) 
prin prelucrarea erorii curente mrε −=  ( r - semnal de referinţă sau “setpoint”, 
m  -  semnal de măsurare sau de reacţie) după cunoscutul algoritm de reglare 
PID (proporţional-integral-derivativ). In majoritatea cazurilor, algoritmul 
continuu PID este prezentat sub următoarea formă simplificată (improprie): 

           00
1( )t

R d
i

dεc K ε εdt T c
T dt

= + + +∫ ,   ε r m= − ,                       (11) 

în care RK , iT  şi dT  sunt parametri de acordare ( RK  - factorul de 
proporţionalitate, iT  - constanta de timp integrală, dT  - constanta de timp 
derivativă), iar 0c  este valoarea comenzii c  la momentul 0t=  şi in ipoteza că 
sistemul de reglare se află în regim iniţial staţionar (de echilibru) cu eroarea 
nulă. Intre factorul de proporţionalitate RK  şi banda de proporţionalitate pB  
(cu care se operează uneori în practică) există relaţia pR BK /100= . Cele două 
constante de timp se află una la numitor, cealaltă la numărător, din 
considerente de omogenitate dimensională (pentru ca cei trei termeni ai sumei 
să fie echivalenţi sub aspect dimensional, adică să aibă unităţile de măsură ale 
erorii ε ). 

In forma (11) a algoritmului de reglare PID, factorul de proporţionalitate 
RK  influenţează în mod egal cele trei componente ale comenzii. Prin 

creşterea/scăderea acestuia de către operatorul uman se poate obţine o 
comandă mai puternică/slabă, fără a se schimba ponderea relativă a celor trei 
componente. In majoritatea cazurilor practice, componenta proporţională P a 
algoritmului de comandă nu poate elimina în totalitate eroarea ε , dar eroarea 
finală (la încheierea unui regim tranzitoriu) este cu atât mai mică cu cât RK  
este mai mare. Creşterea excesivă a lui RK  generează însă în sistem un regim 
oscilant, caracterizat prin oscilaţii amortizate, întreţinute sau chiar crescătoare. 

Componenta integrală are caracter persistent şi rol de eliminare a 
abaterii, deoarece acţiunea de integrare a erorii (deci de modificare a 
comenzii) încetează numai atunci când eroarea este zero. Componenta 
derivativă are caracter anticipativ, deoarece derivata erorii, echivalentă cu 
viteza de variaţie a erorii, exprimă tendinţa de variaţie a erorii. Componenta 
derivativă apare în ecuaţia (11) într-o formă improprie (în care ordinul de 
derivare a erorii – ca mărime de intrare  este mai mare decât cel al comenzii – 
ca mărime de ieşire), răspunsul acestei componente la referinţă treaptă fiind de 
tip impuls Dirac, deci irealizabil fizic.  
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In realizarea unei reglări performante, un rol important îl au intensitatea şi 
modul de distribuţie a comenzii pe cele trei componente, ambele cerinţe 
putând fi realizate prin alegerea adecvată a celor trei parametri de acordare. 
Valorile optime ale parametrilor de acordare ai regulatorului sunt dependente 
de caracteristicile dinamice ale procesului reglat.  

Exprimarea procentuală a mărimilor unui sistem de reglare unificat 
permite compararea a două mărimi de natură fizică diferită (de exemplu, 
presiunea - ca mărime reglată şi semnalul electric unificat - ca mărimea de 
referinţă), asigurând adimensionalitatea factorilor de proporţionalitate ai 
elementelor sistemului (ale căror valori nu mai depind de unităţile de măsură 
ale mărimilor de intrare şi ieşire) şi reducerea volumului calculelor de 
proiectare.  

 
1.3.  APLICAŢII REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 1.1. Transferul intrare-stare al unui sistem continuu cu intrarea u  şi 
starea x  este descris de ecuaţia diferenţială cu coeficienţi constanţi 

( ) ( ) ( )dx t ax t bu t
dt

= + ,  R∈t . 

Să se arate că sistemul are funcţia de tranziţie a stării 

( ) ( )00 0 0 0
( ; , , (.)) e e ( )ta t t a t

t
t t x u x b u dτφ τ τ− −= + ∫ . 

Soluţie. Inmulţind ambii membri ai ecuaţiei diferenţiale cu exponenţiala at−e , obţinem 
succesiv: 

ubaxx atat −− =− e)(e , 

ubx atat −− =′ e)(e , 

0 0
(e ) e ( )

t tat a
t t

x dt b u dτ τ τ− −′ =∫ ∫ , 

0

0
0e ( ) e ( ) e ( )

tatat a
t

x t x t b u dτ τ τ−− −− = ∫ , 

0

0

( ) ( )
0( ) e e ( )

ta t t a t
t

x t x b u dτ τ τ− −= + ∫ ,   0t t≥  

Se poate verifica uşor că funcţia de tranziţie verifică proprietatea de consistenţă 

0 0 0 0( ; , , (.))t t x u xφ = . 

Remarcă. In cazul în care coeficienţii a  şi b  sunt funcţii de timp, funcţia de tranziţie are 
forma  
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0

0

( ) ( )
0 0 0( ; , , (.)) e e ( ) ( )

t t
a d a dtt

t
t t x u x b b u d

ξ ξ ξ ξτφ τ τ τ∫ ∫= + ∫ . 

Ea se obţine într-un mod similar, înmulţind ambii membri ai ecuaţiei diferenţiale cu funcţia 

0
( )

( ) e
t
t a d

k t
ξ ξ−∫= , care verifică ecuaţia diferenţială )()()( tatktk −= . 

♦ Aplicaţia 1.2. Transferul intrare-stare al unui sistem discret cu intrarea u  şi starea 
x  este descrisă de ecuaţia cu diferenţe 

( 1) ( ) ( )x t ax t bu t+ = + ,  Z∈t . 

Să se arate că sistemul are funcţia de tranziţie a stării 

0

0

1
1

0 0 0( ; , , (.)) ( )
t

t t t i

i t
t t x u a x b a u iφ

−
− − −

=
= + ∑ . 

Soluţie. Avem 

)()()1( 000 tbutaxtx +=+ , 

)1()()()2( 000
2

0 +++=+ tbutabutxatx , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
)1()1()()()( 00

2
0

1
00 −++++++=+ −− ktbutbuatbuatxaktx kkk . 

In ultima relaţie, înlocuind pe k  cu 0tt − , obţinem 

)1()1()()()( 0
2

0
1

0
000 −+++++= −−−−− tbtbuatbuatxatx utttttt ,   0tt ≥ . 

♦ Aplicaţia 1.3. Un sistem electronic unificat de măsurare a presiunii are domeniul 
10 40P =  bar şi semnalul de ieşire 4 20I =  mA.  

a) Care este valoarea presiunii P dacă 10=I  mA ? 
b) Care este valoarea curentului de ieşire I  dacă presiunea este 15=P  bar ?  

Soluţie. Valoarea procentuală a unei mărimi se obţine prin raportare la lungimea 
domeniului  a variaţiei mărimii faţă de limita inferioară a domeniului: 

f* 100 %inP P
P

Dom
−

= ⋅ ,     * 100 %infI I
I

dom
−

= ⋅ , 

unde Dom  este lungimea domeniului de măsurare a presiunii, iar dom  este lungimea 
domeniului de variaţie a semnalului unificat. Din * *P I= , rezultă corelaţia directă între P  
şi I : 

inf infP P I I
Dom dom
− −

= . 

a) Presiunea are valoarea 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

32

10 4
* * 100 100 37,5 %

20 4
infI I

P I
dom
− −

= = ⋅ = ⋅ =
−

, 

                
* 37,5

10 (40 10) 21,25
100 100inf
P

P P Dom= + ⋅ = + ⋅ − = bar, 

sau, direct, 

          
30

( ) 10 (10 4) 21, 25
16inf inf

Dom
P P I I

dom
= + − = + − =  bar. 

b) Curentul are valoarea 

           
15 10 50

* * 100 100 %
30 3

infP P
I P

Dom
− −

= = ⋅ = ⋅ = , 

                   
* 50 20

4 16
100 300 3inf
I

I I dom= + ⋅ = + ⋅ = mA, 

sau, direct, 

            
16 20

( ) 4 (15 10)
30 3inf inf

dom
I I P P

Dom
= + − = + − = mA. 



2 
    REPREZENTAREA MATEMATICĂ 

 A  
SISTEMELOR  

         

Comportamentul unui sistem în regim dinamic (care include regimul 
tranzitoriu şi, implicit, regimul staţionar) poate fi descris cu ajutorul unui 
model matematic format din ecuaţii algebrice şi din ecuaţii  diferenţiale sau 
cu diferenţe, după cum sistemul este continuu sau discret.  

Caracterizarea unui sistem prin ecuaţii de tip intrare-ieşire (I-E) implică 
un formalism matematic aparent mai simplu, care însă nu pune în evidenţă 
toate aspectele referitoare la structura şi starea internă a sistemului. Astfel, 
pentru un sistem continuuu de ordinul n  (descris printr-o ecuaţie diferenţială 
de ordinul n ), valoarea ieşirii y  la momentul t  poate fi determinată pe baza 
intrării [ 0, ]tu  şi a primelor n condiţii iniţiale )0(y , )0(y� , …,  ( 1) (0)ny − .  

La un sistem continuu de tip intrare-stare-ieşire (I-S-E), în locul 
condiţiilor iniţiale se utilizează starea iniţială a sistemului, descrisă de 
vectorul n - dimensional 0X . Conceptele de stare şi de sistem I-S-E sunt 
esenţiale în teoria modernă a sistemelor. Reamintim că numărul n  al 
variabilelor de stare, adică dimensiunea vectorului de stare X , determină 
dimensiunea sau ordinul sistemului. 

Reprezentarea matematică a sistemelor continue cu parametri 
distribuiţi se face prin ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale, deoarece în 
afara variabilei timp t  mai intervine cel puţin una dintre variabilele spaţiale 
x , y , z . Aceste sisteme fac parte din categoria sistemelor infinit 
dimensionale.  

Tot din categoria sistemelor infinit dimensionale fac parte sistemele cu 
timp mort. Modelul unui sistem cu timp mort τ  se obţine, în cazul cel mai 
simplu, din modelul sistemului fără timp mort, prin înlocuirea funcţiei de 
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intrare )(tu  cu  )( τ−tu  (deoarece o întârziere pură a mărimii de intrare cu 
timpul τ  produce o întârziere a mărimii de ieşire cu acelaşi timp τ ). 

In continuare ne vom referi la sistemele deterministe, cu parametri 
concentraţi şi fără timp mort, care sunt sisteme  finit dimensionale.   

2. 1.  MODELAREA SISTEMELOR 

Modelul matematic al unui sistem este un set de relaţii şi ecuaţii 
matematice care permit descrierea caracteristicilor, proprietăţilor şi 
răspunsului sistemului în sensul intrare-ieşire sau intrare-stare-ieşire. 

Unui sistem dinamic (cu memorie) i se poate asocia un model dinamic - 
pentru caracterizarea regimului de funcţionare dinamic, şi un model 
staţionar - pentru caracterizarea regimului de funcţionare staţionar. Regimul 
staţionar poate fi de tip static (când sistemul se află în echilibru, cu toate 
mărimile de intrare, de stare şi de ieşire constante în timp) sau de tip 
permanent (când forma de variaţie în timp a mărimilor sistemului rămâne 
neschimbată – tip constantă, tip rampă, tip sinusoidal etc.). In continuare, 
vom considera modelul staţionar ca fiind asociat regimului staţionar de tip 
static. 

Modelele sistemelor statice (fără memorie, cu răspuns instantaneu) şi 
modelele staţionare ale sistemelor dinamice sunt formate din ecuaţii 
algebrice, în timp ce modelele dinamice ale sistemelor dinamice sunt 
constituite din ecuaţii diferenţiale (la sistemele continue) sau din ecuaţii cu 
diferenţe (la sistemele discrete). Modelul dinamic include şi modelul 
staţionar, ultimul putând fi obţinut din primul printr-o particularizare 
convenabilă (prin anularea tuturor derivatelor în raport cu timpul ale 
mărimilor sistemului – la sistemele continue, respectiv prin egalarea 
valorilor fiecărei mărimi a sistemului la toate momentele de timp – la 
sistemele discrete). Modelul staţionar nu conţine variabila timp t . 

Sistemelor liniare le corespund modele liniare (formate din ecuaţii 
liniare), iar sistemelor neliniare - modele neliniare (care conţin cel puţin o 
ecuaţie neliniară). In majoritatea aplicaţiilor practice, pentru simplificarea 
formalismului matematic, sistemelor cu neliniarităţi slabe li se asociază 
modele liniare sau liniarizate pe porţiuni ale domeniului de funcţionare.   

Modelarea unui sistem fizic, adică operaţia de obţinere a modelului 
matematic, se poate efectua prin metode analitice, experimentale sau mixte.  
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Simularea este operaţia de determinare a caracteristicilor şi comporta-
mentului unui sistem pe baza modelului acestuia. Simularea sistemelor de 
ordin superior (mai mare decât doi) se efectuează cu ajutorul calculatorului 
numeric. Precizia de simulare este dată, în principal, de precizia şi acurateţea 
modelului matematic, dar poate fi influenţată de complexitatea şi volumul 
operaţiilor de calcul. 

 Modelarea analitică a unui sistem fizic se efectuează pe baza legilor 
generale şi particulare care guvernează fenomenele fizico-chimice asociate 
sistemului  (legea conservării masei/volumului/energiei/impulsului/sarcinii 
electrice, legile echilibrului fizico-chimic etc.). 

Modelarea analitică a sistemelor fizice se face prin luarea în considerare 
a unor ipoteze cu rol simplificator. După modul de alegere a ipotezelor 
simplificatoare şi gradul de concordanţă a acestora cu fenomenul real,  
modelul obţinut este mai simplu sau mai complex, reflectând realitatea fizică 
cu un grad de precizie mai mic sau mai mare. Dacă numărul ipotezelor 
simplificatoare luate în considerare este mare, atunci modelul obţinut este 
simplu, robust, uşor de prelucrat şi de interpretat, dar mai puţin precis. Nici 
modelele complicate, obţinute prin neglijarea ipotezelor simplificatoare, nu 
sunt recomandate, din cauza acurateţei reduse în determinarea valorii unor 
parametri, a dificultăţii studiului analitic (fără calculator) şi a erorilor de 
rotunjire şi trunchiere în procesarea numerică. 

Legea conservării masei este aplicată frecvent în forma 

                  1 2
a

m m
dm (t )

Q (t ) Q (t )
dt

− = ,                        (1) 

care exprimă faptul că diferenţa dintre debitul masic de admisie 1mQ  şi 
debitul masic de evacuare 2mQ  este egală cu viteza de variaţie a masei 
acumulate am . Relaţia (1) se obţine prin derivarea în raport cu variabila t  a 
ecuaţiei de bilanţ material 

1 2( ) ( ) ( )am t m t m t− = , 

unde )(1 tm , )(2 tm  şi ( )am t  reprezintă respectiv masa admisă, masa evacuată 
şi masa acumulată în intervalul de timp ],0[ t . Legea conservării volumului 
lichidelor (fluidelor incompresibile) are un enunţ similar, iar legea 
conservării energiei aplicată reacţiilor chimice trebuie să ţină seama şi de 
căldura degajată sau absorbită prin reacţie. 
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In cazul sistemului reprezentat de amestecătorul de produse lichide din 
fig. 2.1, considerăm că aria A  a secţiunii orizontale a vasului şi densităţile 

1ρ  şi 2ρ  ale  lichidelor de intrare sunt constante, iar debitele volumice 1Q , 

2Q  şi Q  sunt mărimi variabile ce pot fi modificate independent de starea 
amestecătorului, cu ajutorul unor robinete sau pompe reglabile. In 
consecinţă, cele trei debite sunt mărimi de intrare ale sistemului, nivelul h  şi 
densitatea ρ  sunt mărimi de ieşire, iar 1ρ  şi 2ρ  sunt mărimi parametrice.  

Pentru obţinerea modelului analitic, acceptăm următoarele două ipoteze 
simplificatoare: 

a)  lichidele sunt incompresibile (nu conţin gaze dizolvate); 
b)  amestecarea este perfectă, adică densitatea ρ  are aceeaşi valoare în 

toate punctele amestecului. 

 
Fig. 2.1.  Amestecător cu debite comandabile (cu ajutorul pompelor). 

Aplicând legea conservării masei sub forma (1) şi apoi, în mod similar, 
legea conservării volumului, rezultă 

                   1 1 2 2
( )d h

Q Q Q A
dt
ρ

ρ ρ ρ+ − = ,                         (2) 

                   1 2
dh

Q Q Q A
dt

+ − =  .                             (3) 

Din aceste relaţii obţinem următorul model al sistemului: 

               
1 2

1 2 1 1 2 2

dhA Q Q Q
dt
dAh (Q Q ) Q Q
dt
ρ ρ ρ ρ

⎧ = + −⎪
⎨
⎪ + + = +⎩

.                         (4) 
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In conformitate cu modelul obţinut, sistemul este dinamic, 
multivariabil, determinist, neliniar (cu a doua ecuaţie neliniară), cu parametri 
concentraţi şi fără timp mort. Cele trei canale prin care intrările  1Q , 2Q  şi 
Q  influenţează nivelul h  sunt liniare, de tip pur integral. 

Modelul (4) sugerează posibilitatea descompunerii sistemului S în două 
subsisteme interconectate (fig. 2.2), unul liniar (S1) şi celălalt neliniar (S2). 

 
Fig. 2.2. Descompunerea amestecătorului cu debite comandabile. 

 
Dacă scurgerea amestecului din vas are loc liber (fig. 2.3), debitul 

evacuat Q  depinde de presiunea hidrostatică din zona robinetului, deci de 
nivelul h . Prin urmare, debitul Q  se transformă din variabilă cauză (de 
intrare) în variabilă efect (de ieşire). 

        
                        Fig. 2.3. Amestecător cu scurgere liberă. 

In regim laminar de curgere, relaţia debit evacuat Q - nivel h  are forma 
liniară 
                      Q hα= ,                                     (5) 

iar în regim turbulent, are forma neliniară 

                     Q hβ= ,                                      (6) 
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unde α  şi β  sunt coeficienţi dependenţi de vâscozitatea lichidului, de forma 
şi dimensiunile secţiunii obturatoare a robinetului. Ţinând seama de aceste 
relaţii, obţinem modelul de regim laminar 

                

1 2

1 2 1 1 2 2( )

dh
A h Q Q

dt
d

Ah Q Q Q Q
dt

Q h

α

ρ
ρ ρ ρ

α

⎧ + = +⎪
⎪⎪ + + = +⎨
⎪
⎪ =
⎪⎩

  ,                       (7) 

respectiv  modelul de regim turbulent  

           

1 2

1 2 1 1 2 2( )

dh
A h Q Q

dt
d

Ah Q Q Q Q
dt

Q h

β

ρ
ρ ρ ρ

β

⎧ + = +⎪
⎪⎪ + + = +⎨
⎪

=⎪
⎪⎩

 .                      (8) 

Prin anularea derivatelor, din (7) rezultă modelul staţionar de regim 
laminar 

                

1 2

1 1 2 2

1 2

1
( )h Q Q

Q Q
Q Q

Q h

α
ρ ρ

ρ

α

⎧ = +⎪
⎪

+⎪ =⎨ +⎪
⎪ =
⎪⎩

 ,                         (9) 

iar din (8) rezultă modelul staţionar de regim turbulent 

                  

2
1 2

1 1 2 2

1 2

Q Q
h

Q Q
Q Q

Q h

β
ρ ρ

ρ

β

⎧ +⎛ ⎞=⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪ +⎪ =⎨ +⎪
⎪

=⎪
⎪⎩

 .                       (10)  
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In schema descompusă din fig. 2.4, subsistemele S1 şi S2 sunt de tip 
dinamic, iar subsistemul S3 este de tip static. In regim de curgere laminar, 
subsistemele S1 şi S3 sunt liniare, iar S2 este neliniar, în timp ce în regim de 
curgere turbulent, toate cele trei subsisteme sunt neliniare. 

 
Fig. 2.4. Descompunerea în subsisteme a amestecătorului cu scurgere liberă. 

In cazul în care amestecătorul conţine un deversor pentru menţinerea 
constantă a nivelului (h=h0), sistemul are ca variabile de intrare debitele 1Q  
şi 2Q , iar ca variabile de ieşire debitul Q  şi densitatea ρ  (fig. 2.5). Ţinând 
seama de (4), rezultă modelul 

                 
1 2

0 1 1 2 2

Q Q Q
d

Ah Q Q Q
dt
ρ

ρ ρ ρ

= +⎧⎪
⎨

+ = +⎪⎩
.                          (11)  

         
            Fig. 2.5.  Amestecător cu deversor.  

Gradul de complexitate al sistemului creşte atunci când o parte a 
debitului de ieşire este recirculată (reintrodusă în vas).  
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Modelarea experimentală (denumită şi identificare) presupune 
efectuarea unor teste asupra sistemului fizic în vederea determinării 
modelului matematic al sistemului (cazul sistemelor de tip black box), fie 
numai determinarea valorii unor parametri ai modelului, atunci când se 
cunoaşte forma acestuia, din modelarea pe cale analitică.  

Pentru exemplificare, să considerăm un sistem fizic având ca mărime 
de intrare un debit Q  şi ca mărime de ieşire o temperatură T , aflat în regim 
staţionar pentru 0t < , cu 0Q Q=  şi 0T T= .  Definim mărimile sistemice de 
intrare şi de ieşire  

0u Q Q QΔ= − = ,     0y T T TΔ= − = , 

şi presupunem că în urma modificării treaptă a mărimii de intrare, 
)(1)( ttu ⋅=α , răspunsul )(ty  determinat experimental  are forma din fig. 2.6.  

 
       Fig. 2.6. Determinarea experimentală a modelului unui sistem liniar  

                    de întârziere de ordinul unu. 

Având în vedere forma concav-monotonă şi mărginită a răspunsului 
sistemului, vom considera următoarea formă de model liniar: 

                         1
dy

T y Ku
dt

+ = ,                                  (12) 

cu 

                     K
β
α

=  ,     95
1 3

sT
T ≈ .                           (13) 

unde 95sT  reprezintă timpul de stabilizare a răspunsului, în care acesta atinge 
95 % din valoarea sa finală.  

Din modelul dinamic (12) rezultă modelul staţionar y Ku=  (prin 
anularea derivatei y�  a ieşirii), valabil pentru 0t <  şi pentru t →∞ . 
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Deoarece u α=  şi y β=  pentru t →∞ , factorul de proporţionalitate K  
rezultă imediat din modelul staţionar y Ku=  pentru u α=  şi y β= .  

De asemenea, expresiile factorului K  şi constantei de timp 1T  rezultă 
din soluţia ecuaţiei diferenţiale  

1
dy

T y K
dt

α+ =  

pentru 0t≥  şi 0)0( =y , anume 

                                       1/( ) (1 e )t Ty t Kα −= − ,   0≥t .                                 (14) 

Deoarece ( )y β∞ =  (din răspunsul experimental) şi ( )y Kα∞ =  (din soluţia 
(14)), rezultă /K β α= . De asemenea, din (14) rezultă 

3
1 95(3 ) (1 e ) 0,95 0,95 ( ) ( )sy T K K y y Tα α−= − ≈ = ∞ = , 

deci 95 13sT T≈ . 
In cazul sistemelor de reglare automată se realizează modelarea 

experimentală a părţii fixate - formată din proces, element de execuţie şi 
traductor, deoarece  operatorul uman nu are acces la mărimile de intrare şi 
de ieşire ale procesului propriu-zis, ci la mărimile de intrare şi de ieşire ale 
părţii fixate.  

Modelarea mixtă îmbină metodele şi procedeele de tip analitic cu cele 
de tip experimental. O variantă de modelare mixtă este aceea în care forma 
modelului este determinată pe cale analitică, iar unii parametri necunoscuţi 
sau cunoscuţi cu un grad ridicat de incertitudine sunt determinaţi pe cale 
experimentală.  

Metoda modelării mixte poate fi aplicată, de exemplu, amestecătorului 
cu scurgere liberă în regim turbulent din figura 2.3, cu modelul (8) 
determinat analitic. Dacă parametrii A , 1ρ  şi 2ρ  sunt cunoscuţi cu precizie 
suficient de bună, în schimb parametrul β  poate fi determinat cu precizie 
numai pe cale experimentală. Deoarece β  intervine în ecuaţia Q hβ= , cea 
mai simplă cale de determinare experimentală a acestui parametru constă în 
stabilirea unui regim staţionar, caracterizat prin nivelul 0h  şi debitele 10Q  şi 

20Q . Valoarea parametrului β  este dat de relaţia 

10 20

0

Q Q
h

β
+

= . 
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2.2. SISTEME CONTINUE DE TIP I-E 

Modelul dinamic de tip I-E al unui sistem continuu monovariabil de 
ordinul n, cu intrarea u  şi ieşirea y , are forma generală 

           ( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1)( , , , , , , , , )n n n r ry f y y y u u u t− − −= … … ,                (15) 

unde f  este o funcţie continua de 2n r+ +  variabile. La sistemele 
invariante (cu parametri constanţi), funcţia f  nu depinde explicit de 
variabila timp t . Diferenţa n r−  dintre ordinul maxim de derivare a ieşirii şi 
ordinul maxim de derivare a intrării reprezintă ordinul relativ al sistemului. 
Ordinul relativ caracterizează gradul de inerţie al sistemului.  

In cazul unui sistem liniar monovariabil cu parametri constanţi, de 
ordinul n , modelul dinamic are forma primară (standard) 

     ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 0' 'n n r r

n n r ra y a y a y a y b u b u b u b u− −
− −+ + + + = + + + +" " ,    (16) 

unde ia  şi ib  sunt coeficienţi constanţi ( 0na ≠ , 0rb ≠ ). La sistemele cu 
parametri variabili, cel puţin un coeficient ia  sau ib  este variabil în timp. In 
modelul (16), variabila de intrare u  şi cea de ieşire y  sunt de tip original, 
adică sunt nule pentru timp 0t < . Ipoteza variabilelor sistemice de tip 
original se justifică prin faptul că sistemul se află în regim staţionar pentru 

0t < , iar u  şi y  reprezintă variaţiile mărimilor fizice corespunzătoare faţă 
de valorile lor iniţiale. Prin utilizarea variabilelor sistemice de tip original, 
modelele sistemelor liniare si graficele răspunsurilor acestora la diferite 
tipuri de intrări au o formă mai simplă. 

Sistemele liniare pot fi proprii (cu r n≤ ) sau improprii (cu r n> ).  
Cele proprii pot fi strict proprii (cu r n< ) sau simplu proprii (cu r n= ).  

Sistemele liniare improprii sunt cauzale, dar irealizabile fizic. Astfel, în 
cazul 1r n= + , răspunsul sistemului la intrarea treaptă unitară 1( )u t=  - fig. 
2.7, numit răspuns indicial, va conţine componenta improprie 

0
1( ) ( )n

impr
n

b
y t t

a
δ+= ⋅ , 

unde )(0 tδ  este funcţia impuls Dirac (fig. 2.8). Funcţia )(0 tδ  (irealizabilă 
fizic) acoperă o arie egală cu 1 şi are valoarea infinită pe o durată de timp 
infinit mică: 
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)(lim)(
0

0 tt τ
τ

δδ
→

=  ,     0
0 00 0( ) ( ) 1t d dδ τ τ δ τ τ

− −

+= =∫ ∫ ,    0t > . 

 
Fig. 2.7. Funcţia tip treaptă unitară. 

 
Fig. 2.8. Funcţia impuls Dirac )(0 tδ . 

La sistemele strict proprii, transferul intrare-ieşire se realizează cu 
întârziere strictă, iar la sistemele simplu proprii, răspunsul sistemului la o 
intrare arbitrar dată conţine o componentă care urmăreşte instantaneu 
variaţiile intrării. Astfel, pentru r n= , răspunsul indicial conţine componenta 
instantanee 

               ( ) 1( )n
inst

n

b
y t t

a
= ⋅ . 

In cazul 0r n= = , când sistemul este simplu propriu de tip static (de ordinul 
zero, fără memorie), întregul răspuns urmăreşte instantaneu variaţiile intrării. 

Sistemele proprii sunt realizabile fizic. Uneori însă, pentru simplificarea 
formalismului matematic, în analiza şi sinteza unor sisteme compuse pot fi 
utilizate şi subsisteme improprii, dar numai în condiţiile în care acestea sunt 
neutralizate de alte subsisteme învecinate (înseriate) strict proprii.  

Prin anularea tuturor derivatelor intrării u  şi ieşirii y , din modelul 
dinamic (16) se obţine modelul staţionar 
               y Ku= ,                               (17) 

cu factorul de proporţionalitate 0 0/K b a= . Dacă răspunsul indicial al 
sistemului tinde spre o valoare mărginită (sistemul este stabil), atunci 
deosebim două regimuri staţionare: un regim staţionar trivial pentru 0t <  (în 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

44

care 0u =  şi 0y = ) şi un regim staţionar final pentru t →∞  (în care 1u =  şi 
y Ku K= = ). Aşadar, dacă răspunsul indicial este mărginit, atunci el are 
valoarea finală egală cu factorul static de proporţionalitate, adică ( )y K∞ = .  

In cazul 0 0a ≠  şi 0 0b ≠ , în care caracteristica statică y Ku=  este o 
dreaptă oblică cu panta K , sistemul este de tip proporţional. Majoritatea 
sistemelor fizice sunt sisteme de tip proporţional. Traductoarele, de 
exemplu, sunt sisteme de tip proporţional. 

In cazul 0 0a =  şi 0 0b ≠ , în care caracteristica statică y Ku=  este o 
dreaptă verticală (mai corect, nu există), sistemul este de tip integral. 
Sistemul pur integral are modelul 1 0a y b u=� , echivalent cu 

                   0
0

1

tb
y udt

a
= ∫ .                          

Răspunsul indicial al unui sistem pur integral este de tip rampă (cu panta 
constantă pentru 0t ≥ ). Sistemele de tip integral sunt sisteme cu caracter 
persistent, deoarece ieşirea y  se stabilizează numai atunci când intrarea u  
este nulă. De regulă, răspunsul indicial al unui sistem integral tinde 
asimptotic la o dreaptă oblică, fiind de tip “rampă întârziată”. Un 
condensator electric ideal cu capacitatea C , având ca intrare curentul i  şi ca 
ieşire tensiunea u , este un sistem pur integral deoarece  

00

1 tu i dt u
C

= +∫ ,     0

1 tu i dt
C

Δ Δ= ∫ . 

Un rezervor cu aria transversală constantă A , având ca intrări debitul 
volumic de lichid admis 1Q  şi debitul volumic de lichid evacuat 2Q , iar ca 
ieşire nivelul h , are ambele canale 1Q h→  şi 2Q h→  de tip pur integral: 

1 2 00 ( )
1 th Q Q dt h
A

−= +∫ ,    1 20 ( )
1 th Q Q dt
A

Δ ΔΔ −= ∫ . 

In cazul 00 ≠a  şi 00 =b , în care caracteristica statică y K u=  este o 
dreaptă orizontală (cu panta K  nulă), sistemul este de tip derivativ. Un 
sistem de tip derivativ are modelul staţionar 0y = . Deoarece variabila de 
ieşire y  are valoarea nulă în regim staţionar, răspunsul indicial mărginit al 
unui sistem derivativ se stabilizează la valoarea 0. Datorită formei de impuls 
a răspunsului indicial (care are valoarea iniţială 0 şi se stabilizează la 
valoarea 0), sistemele de tip derivativ sunt sisteme cu caracter anticipativ.  
Modelul 
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                         1

0

b du
y

a d t
= ⋅                                   (18) 

caracterizează cel mai simplu sistem derivativ impropriu, iar modelul 

            1 0 1
dy du

a a y b
dt dt

+ =                  (19) 

caracterizează cel mai simplu sistem derivativ simplu propriu. Un 
condensator electric ideal cu capacitatea C , având ca intrare tensiunea u  şi 
ca ieşire curentul i , este un sistem pur derivativ, cu modelul impropriu  

du
i C

dt
= . 

Un circuit serie de tip RC, având ca intrare tensiunea aplicată u  şi ca ieşire 
curentul i , este un sistem derivativ simplu propriu, cu modelul 

di du
RC i C

dt dt
+ = . 

Principalul neajuns al modelului primar (16) îl constituie prezenţa 
derivatelor mărimii de intrare u . Deoarece prima derivată a intrării tip 
treaptă unitară este impulsul Dirac, modelul primar cu 1r≥  nu poate fi 
utilizat pentru calculul elementar al răspunsului indicial. 

Modelul I-E al unui sistem liniar de ordinul n , cu o singură ieşire şi m  
intrări, are forma  

       ( )( ) ( 1)
1 1 0 1 0

1
[ ]i

m rn n
n n r i i i i i i

i
a y a y a y a y b u b u b u−

−
=

+ + + + = + + +∑� �" " .      (20) 

Dacă sistemul are m  intrări şi p  ieşiri, atunci modelul conţine m p⋅  ecuaţii 
de forma primară (16) - câte una pentru fiecare canal monovariabil care 
leagă o ieşire de o intrare, sau numai p  ecuaţii de forma (20) - câte una 
pentru fiecare ieşire.  

Modelul primar (16) de tip I-E este echivalent cu următorul model 
secundar, care nu conţine derivate ale variabilei de intrare u : 

            
( ) ( 1)

1 1 0

( )
1 0

n n
n n

r
r

a w a w a w a w u

y b w b w b w

−
−+ + + + =⎧⎪

⎨
= + + +⎪⎩

�"

�"
 .                    (21) 
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Echivalenţa celor două modele poate fi demonstrată pur matematic sau, mai 
simplu, pe baza principiului superpoziţiei. Din modelul primar (16) rezultă 
că ieşirea y  este efectul sumei celor 1r +  cauze de forma ( )i

ib u  din dreapta 
semnului egal. Pe de altă parte, din prima ecuaţie a modelului secundar (21) 
rezultă că w  este efectul cauzei primare u . Conform principiului 
superpoziţiei, efectul sumei cauzelor este egal cu suma efectelor cauzelor, 
iar  în consecinţă, unei cauze multiplicate şi derivate îi va corespunde un 
efect multiplicat şi derivat. Astfel, cauzei ( )i

ib u  îi va corespunde efectul 
( )i

ib w , iar efectul y  al sumei celor 1r +  cauze de forma ( )i
ib u  este egal cu 

suma efectelor ( )i
ib w . Acest rezultat este exprimat de a doua ecuaţie a 

modelului secundar (21). Strict matematic, se poate verifica faptul că prin 
înlocuirea în modelul primar (16) a variabilelor u  şi y  date de modelul 
secundar (21) se obţine o identitate.  

Deoarece nu conţine derivate ale mărimii de intrare u , modelul 
secundar poate fi utilizat şi pentru intrări nederivabile sau chiar discontinue, 
cum este cazul funcţiei de intrare tip treaptă unitară 1( )u t= . 

O a treia formă de reprezentare matematică de tip I-E în domeniul 
timpului a sistemelor continue liniare, monovariabile şi cu parametri 
constanţi este modelul de convoluţie 

                  0( ) ( ) ( )ty t g t u dτ τ τ= −∫ ,                             (22) 

unde )(tg  este aşa numita funcţie pondere, reprezentând răspunsul 
sistemului la funcţia de intrare impuls Dirac 0( )u tδ= . Modelul de 
convoluţie poate fi dedus pe baza următoarei consecinţe a principiului 
superpoziţiei: dacă între două cauze există o anumită corelaţie, atunci 
aceeaşi formă de corelaţie se păstrează şi între efecte. In cazul nostru, forma 
(22) a modelului de convoluţie rezultă din faptul că între cauzele 
reprezentate de intrarea particulară )(0 tδ  şi intrarea arbitrară ( )u t  există 
relaţia 

00( ) ( ) ( )tu t t u dδ τ τ τ= −∫ . 

Funcţia pondere )(tg  poate fi obţinută din funcţia indicială ( )h t , 
definită ca fiind răspunsul sistemului la intrarea treaptă unitară 1( )u t= , cu 
relaţia 
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( )

( )
dh t

g t
dt

= ,                                 (23) 

care rezultă din principiul superpoziţiei, ţinând seama de relaţia între cauze 

   0

1( )
( )

d t
dt

δ τ = . 

Modelul de convoluţie (22) are o mare importanţă teoretică, deoarece 
sugerează posibilitatea existenţei unei forme simple a modelului dinamic, 
similară celei a modelului staţionar y K u= , prin transformarea produsului 
de convoluţie într-un produs algebric. Astfel, prin aplicarea transformării 
Laplace ambilor membri ai modelului de convoluţie (22), se obţine modelul 
operaţional (complex) 
                     )()()( sUsGsY = ,                  (24) 

în care )(sU , )(sY  şi )(sG  sunt respectiv transformatele Laplace ale 
funcţiilor de tip original ( )u t , ( )y t  şi )(tg . Funcţia de variabilă complexă 

)(sG  se numeşte funcţie de transfer. 
Datorită formei sale simple, modelul operaţional este cel mai frecvent 

utilizat în studiul sistemelor liniare continue. Funcţia pondere )(tg  şi funcţia 
de transfer )(sG  înglobează toate proprietăţile şi caracteristicile dinamice ale 
sistemului, fiind deci echivalentele parametrilor ia  şi ib  din componenţa 
modelului primar (16) şi modelului secundar (21). 

2.3. SISTEME DISCRETE DE TIP I-E 

Modelul dinamic de tip I-E al unui sistem discret monovariabil, cu  
perioada de discretizare a timpului egală cu 1, are forma ecuaţiei cu 
diferenţe  

        ( ) ( ( 1), ( 2), , ( ), ( ), ( 1), , ( ), )y t f y t y t y t n u t u t u t r t= − − − − −… … ,         (25) 

în care variabila timp t  ia valori în mulţimea numerelor întregi ( Z∈t ), fiind 
un multiplu al perioadei de discretizare a timpului 1T = . La sistemele cu 
parametri constanţi, funcţia f  nu depinde explicit de variabila t .  

Dacă sistemul este liniar şi cu parametri constanţi, modelul dinamic are 
forma primară (standard) 

       0 1 0 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )n ra y t a y t a y t n b u t b u t b u t r+ − + + − = + − + + −" " ,     (26) 
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unde ia  şi ib  sunt coeficienţi constanţi ( 00 ≠a ), iar variabilele u  şi y  sunt 
de tip original. Sistemul discret cu modelul (26) are ordinul egal cu 
max{ , }n r  şi este propriu (strict propriu dacă 0 0b =  şi simplu propriu dacă 

0 0b ≠ ). La sistemele simplu proprii, răspunsul la intrarea ( )u t  conţine 
componenta instantanee  

0

0
( ) ( )inst

b
y t u t

a
= ⋅ . 

Răspunsul sistemului la intrarea treaptă unitară 0( ) 1 ( )u t t=  (fig. 2.9) se 
numeşte răspuns indicial.  

         
         Fig. 2.9. Funcţia discretă tip treaptă unitară.  

In regim staţionar, când variabilele de intrare şi de ieşire au valori 
constante la toate momentele de timp, din modelul dinamic (26) obţinem 
modelul staţionar 

               y Ku=  ,                        (27) 

cu factorul static de proporţionalitate 

                       0 1

0 1

r

n

b b bK
a a a
+ + +=
+ + +

"
"

.                 (28) 

In cazul K  finit şi nenul ( 0 1 0na a a+ + + ≠"  şi 0 1 0rb b b+ + + ≠" ), 
caracteristica statică este o dreaptă oblică, iar sistemul este de tip 
proporţional.  

In cazul 0 1 ... 0na a a+ + + =  şi 0 1 0rb b b+ + + ≠" , caracteristica statică este 
o dreaptă verticală (mai corect, sistemul nu are caracteristică statică), iar 
sistemul este de tip integral. Sistemul pur integral are modelul 

               0( ) ( 1) ( )y t y t b u t− − = .                      (29) 

In cazul 0K =  ( 0 1 0na a a+ + + ≠"  şi 0 1 0rb b b+ + + =" ), caracteristica 
statică coincide cu axa abciselor, iar sistemul este de tip derivativ. Sistemul 
derivativ cu 1n r= =  are modelul 
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        0 1( ) ( 1) ( ) ( 1)a y t a y t u t u t+ − = − − .               (30) 

Prin înlocuirea variabilei t  cu variabila k∈Z , modelul primar (26) 
poate fi scris astfel: 

         0 1 1 0 1 1k k n k n k k r k ra y a y a y b u b u b u− − − −+ + + = + + +" " .             (31) 

In conformitate cu principiul superpoziţiei, modelul primar (26) poate fi 
scris sub forma secundară echivalentă 

           0 1

0 1

( ) ( 1) ( ) ( )

) ( ) ( 1) ( )
n

r

a w t a w t a w t n u t

y(t b w t b w t b w t r

+ − + + − =⎧⎪
⎨

= + − + + −⎪⎩

"

"
.                    (32) 

Deoarece ecuaţia cu diferenţe a modelului secundar (32) are membrul drept 
mult mai simplu decât modelul primar (26), modelul secundar este preferat 
în calculul analitic al răspunsului sistemului la o intrare dată de tip original 
(nulă pentru 0t< ). 

O a treia formă de reprezentare matematică în domeniul timpului a 
sistemelor discrete liniare monovariabile este modelul de convoluţie 

                 
0

( ) ( ) ( )
t

i
y t g t i u i

=
= −∑ ,                                  (33) 

unde )(tg  este funcţia pondere, egală cu răspunsul sistemului la funcţia de 
intrare tip impuls unitar 0( )u tδ=  - figura 2.10.  Modelul de convoluţie  poate 
fi dedus pe baza principiului superpoziţiei, în mod direct sau indirect, ţinând 
seama că între cauzele 0( )tδ  şi ( )u t  există relaţia 

0

0
( ) ( ) ( )

t

i
u t t i u iδ

=
= −∑ . 

Intre funcţia pondere )(tg  şi funcţia indicială )(th  există relaţiile 

       )1()()( −−= ththtg ,     )()1()0()( tgggth +++= " .                (34) 

 
Fig. 2.10. Funcţia discretă tip impuls unitar. 
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Aceste relaţii sunt consecinţe ale principiului superpoziţiei şi relaţiilor între 
cauze 

0 0 0( ) 1 ( ) 1 ( 1)t t tδ = − − ,      0 0 0 01 ( ) ( ) ( 1) (0)t t tδ δ δ= + − + +" . 

Din modelul de convoluţie (33), prin aplicarea transformării Z , se 
obţine modelul operaţional (complex) 

                     ( ) ( ) ( )Y z G z U z= ,                  (35) 

în care )(zU , )(zY  şi )(zG  sunt respectiv transformatele Z  ale funcţiilor de 
tip original ( )u t , ( )y t  şi )(tg . Modelul dinamic operaţional (35) are aceeaşi 
formă simplă ca cea a modelului staţionar (27) şi a modelului operaţional 
(24) al sistemelor continue.  

2.4. SISTEME CONTINUE DE TIP I-S-E 

Modelul general I-S-E al unui sistem cu timp continuu, multivariabil şi 
cu parametri concentraţi are următoarea formă: 

                   
( ) ( , ( ), ( ))

( ) ( , ( ), ( ))

X t = f t X t U t

Y t =g t X t U t

⎧
⎨
⎩

�
 ,                             (36) 

în care ( ): mU t →R R  este funcţia de intrare, ( ): nX t →R R  este funcţia de stare 
şi ( ): pY t →R R este funcţia de ieşire. 

La sistemele continue (netede), funcţiile f  şi g  sunt continue în raport 
cu X  şi ,U  iar la sistemele discontinue, cel puţin una dintre funcţiile f  şi 
g  este discontinuă în raport cu X sau U. 

Prima ecuaţie a modelului (36) este ecuaţia diferenţială a stării, iar cea 
de-a doua - ecuaţia algebrică a ieşirii. Datorită formei ecuaţiei stării (în care 
starea X apare derivată, iar intrarea U nederivată), starea X  urmăreşte 
variaţiile intrării U  cu întârziere strictă. 

La sistemele cu parametri constanţi, funcţiile f  şi g  nu depind explicit 
de variabila timp  t , adică au forma ( ( ), ( ))f X t U t , respectiv  ( ( ), ( ))g X t U t . 

Sistemele descrise prin modele I-S-E sunt sisteme proprii. Dacă ieşirea 
Y  nu depinde direct de intrarea U , adică funcţia g  este de forma ( , ( ))g t X t , 



REPREZENTAREA MATEMATICA A  SISTEMELOR 

  

51

atunci sistemul este strict propriu. La sistemele strict proprii, transferul 
intrare-ieşire este realizat în totalitate prin intermediul stării; în consecinţă, 
ieşirea este strict întârziată în raport cu intrarea, în sensul că nu conţine o 
componentă care să urmărească instantaneu variaţiile intrării. Dacă în 
ecuaţia ieşirii apare şi funcţia de intrare )(tU , atunci sistemul este simplu 
propriu. La sistemele simplu proprii, ieşirea conţine o componentă care 
urmăreşte instantaneu variaţiile intrării. 

Un sistem continuu liniar are modelul sub forma 

                 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X t =AX t + BU t

Y t =CX t + DU t

⎧
⎨
⎩

�
 ,                         (37) 

unde ( )A n n×  este matricea pătrată a parametrilor de stare, ( )B n m× - 
matricea parametrilor de intrare, ( )C p n× - matricea parametrilor de ieşire şi 

( )D p m× - matricea parametrilor de transmisie directă intrare-ieşire. La 
sistemele cu parametri constanţi, matricele A , B , C  şi D  sunt constante, iar 
la sistemele cu parametri variabili, cel puţin una dintre acestea este funcţie 
de t . In cazul 0D= , sistemul este strict propriu. 

Ecuaţiile (37) pot fi scrise explicit (pe componente) astfel : 

11 11 1 11 1 1

1 1n

n m

n n nn n nm m

x a a x b b u

  =       +     

x a a x b b u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

# % # % #
�

  , 

1 11 1 1 11 1 1

1 1

n m

p p pn n p pm m

     

y c c x d d u
  =  +   

y c c x d d u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

# % # % #  . 

Prin convenţie, ca şi la sistemele liniare de tip I-E, variabilele de 
intrare, de stare şi de ieşire reprezintă variaţiile mărimilor fizice respective 
faţă de valorile lor iniţiale.  

La sistemele monovariabile (cu o singură intrare şi o singură ieşire), B  
este matrice coloană, C  este matrice linie, iar D  este scalar: 
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1 11 1 1 1

1

n

n n nn n n

x a a x b

   =       +    u

x a a x b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

# % # #
�

, 

[ ]
1

1 n

n

 

x

y  = c c    +  du

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

" #  . 

Sub formă scalară, modelul unui sistem monovariabil are forma 

1 11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

n n

n n n nn n n

x a x a x a x b u

x a x a x a x b u

= + + + +⎧
⎪
⎨
⎪ = + + + +⎩

� "

#
� "

 

1 1 1 2 2 n ny c x c x c x du= + + + +" . 

De remarcat faptul că forma I-S-E de reprezentare matematică a unui 
sistem nu este unică. Această observaţie este confirmată şi de faptul că 
sistemele liniare monovariabile, de ordinul n  şi de tip I-S-E au 2( 1)n+  
parametri scalari, în timp ce sistemele proprii de tip I-E au cel mult 2 1n+  
parametri scalari independenţi. 

2.5. SISTEME DISCRETE DE TIP I-S-E 

Modelul  I-S-E  al unui sistem discret are forma  

             
( 1)= ( , ( ), ( ))

( )= ( , ( ), ( ))

X t+ f t X t U t

Y t g t X t U t
⎧
⎨
⎩

  ,                               (38) 

unde mtU RZ→:)( , ntX RZ→:)( , ptY RZ→:)( , iar f  şi g  au aceeaşi 
semnificaţie ca la  modelul (36) al unui sistem continuu. Variabila t  ia valori 
în mulţimea numerelor întregi ( t∈Z ), perioada T  de discretizare a timpului 

fiind egală cu 1. Sistemele discrete de tip I-S-E, ca şi cele continue, sunt 
sisteme proprii. Dacă ieşirea Y  nu depinde direct de intrarea U , adică 
funcţia g  este de forma ( , ( ))g t X t , atunci sistemul este strict propriu. 
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Sistemele discrete liniare şi cu parametri constanţi au modelul I-S-E de 
forma 

                   
( 1)= ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X t AX t +BU t

Y t CX t +DU t

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

+

=
 ,                              (39) 

unde A , B , C  şi D  sunt matrice constante cu aceleaşi dimensiuni ca la 
sistemele continue. In cazul 0D= , sistemul este strict propriu. Modelul (39) 
poate fi scris şi sub forma  

                1k k k

k k k

X = AX +BU
Y = CX +DU

+⎧
⎨
⎩

 ,    k∈Z .               (40)    

2.6.  CONVERSIA SISTEMELOR LINIARE 

In acest capitol este abordată problema conversiei unui sistem liniar din 
forma intrare-ieşire (I-E) în forma intrare-stare-ieşire (I-S-E), şi invers. 
Sistemul iniţial şi sistemul obţinut prin conversie sunt echivalente intrare-
ieşire, adică au acelaşi răspuns pentru orice funcţie de intrare comună de tip 
original (nulă pentru 0<t ).  

2.6.1. Conversia unui sistem continuu de tip I-E în sistem I-S-E  

Considerăm sistemul liniar monovariabil continuu de ordinul n , cu 
modelul intrare-ieşire 

( ) ( 1) ( )
1 1 0 1 0

n n n
n ny a y a y a y b u b u b u−
−+ + + + = + + +� �" " . 

Din forma secundară a modelului sistemului,  

( ) ( 1)
1 1 0

( ) ( 1)
1 1 0

n n
n

n n
n n

w a w a w a w u

y b w b w b w b w

−
−

−
−

+ + + + =⎧⎪
⎨

= + + + +⎪⎩

�"

�"
, 

alegând variabilele de stare 

                1x w= ,  2x w= � , ... , ( 1)n
nx w −=                                (41) 

şi ţinând seama că 
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( ) ( 1)
0 1 1

n n
nw a w a w a w u−
−= − − − − +� "  

    0 1 1 2 1n na x a x a x u−= − − − − +" , 

obţinem următorul model I-S-E: 

       

1 2

1

0 1 1 2 1

n n

n n n

x x

x x

x a x a x a x u
−

−

=⎧
⎪
⎪
⎨

=⎪
⎪ =− − − − +⎩

�

#
�

� "

  ,                       (42) 

                0 0 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( )n n n n n n ny b b a x b b a x b b a x b u− −= − + − + + − +" ,            (43) 

cu parametrii matriceali 

0 1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
n

A

a a a a −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"
%
"
"

 ,      

0
0

0
1

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#  , 

[ ]0 0 1 1 1 1n n n n nC b b a b b a b b a− −= − − −" ,   nD b= . 

Ecuaţia ieşirii rezultă din a doua ecuaţie a modelului secundar, astfel: 

             ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 2 0 1

n n
n n n n n ny b w b w b w b w b x b x b x b x−

− −= + + + + = + + + +� �" "  

   0 1 1 2 1 1 1 2 0 1( )n n n n nb a x a x a x u b x b x b x− −= − − − − + + + + +" " . 

La sistemele simplu proprii (cu 0nb ≠ ), din ecuaţia ieşirii (43) reiese că 
ieşirea y  conţine componenta nb u  care urmăreşte instantaneu variaţiile 
intrării u . La sistemele strict propriu (cu 0nb = ), ieşirea depinde de intrare 
numai prin intermediul variabilelor de stare:  

             0 1 1 2 1n ny b x b x b x−= + + +" .                             (44) 

Forma de reprezentare I-S-E a unui sistem nu este unică. Atunci când 
fiecare dintre variabilele de stare 2x , 3x ,  … , nx  sunt derivatele variabilelor de 
stare precedente - cazul reprezentării (42), variabilele de stare se numesc 
variabile de fază. 
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2.6.2. Conversia unui sistem discret de tip I-E în sistem I-S-E 

Considerăm sistemul liniar monovariabil discret de ordinul n , cu r n= , 
având modelul intrare-ieşire 

1 0 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )n ny t a y t a y t n b u t b u t b u t n+ − + + − = + − + + −" " . 

Din forma secundară a modelului sistemului,  

1

0 1

( ) ( 1) ( ) ( )

) ( ) ( 1) ( )
n

n

w t a w t a w t n u t

y(t b w t b w t b w t n

+ − + + − =⎧
⎨

= + − + + −⎩

"

"
 , 

alegând variabilele de stare 

  1( ) ( 1)x t w t= − , 2( ) ( 2)x t w t= − , ... , ( ) ( )nx t w t n= −                      (45) 

şi ţinând seama că 

1 2( ) ( 1) ( 2) ( ) ( )nw t a w t a w t a w t n u t= − − − − − − − +"  

                          1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n na x t a x t a x t u t= − − − − +" , 

obţinem următorul model I-S-E: 

                    

1 1 1

2 1

1

( 1) ( ) ( ) ( )

( 1) ( )

( 1) ( )

n n

n n

x t a x t a x t u t

x t x t

x t x t−

+ =− − − +⎧
⎪ + =⎪
⎨
⎪
⎪ + =⎩

"

#
                          (46) 

1 0 1 1 2 0 2 2 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n ny t b b a x t b b a x t b b a x t b u t= − + − + + − +" . 

La sistemele strict proprii (cu 0 0b = ), ecuaţia ieşirii are forma: 

                       1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n ny t b x t b x t b x t= + + +" .                          (47)  

Să considerăm acum un sistem strict propriu ( 00 =b ) cu r n> , având 
modelul intrare-ieşire 

1 1 2( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 2) ( )n ry t a y t a y t n bu t b u t b u t r+ − + + − = − + − + + −" " ,   r n> . 

Din forma secundară a modelului sistemului,  
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    1

1 2

( ) ( 1) ( ) ( )

) ( 1) ( 2) ( )
n

r

w t a w t ... a w t n u t

y(t b w t b w t ... b w t r

+ − + + − =⎧
⎨

= − + − + + −⎩
, 

alegând variabilele de stare 

    1( ) ( 1)x t w t= − , 2( ) ( 2)x t w t= − ,  ... , ( ) ( )rx t w t r= − ,                   (48) 

obţinem modelul I-S-E de ordinul r :  

              

1 1 1

2 1

1

( 1) ( ) ( ) ( )
( 1) ( )

( 1) ( )

n n

r r

x t a x t a x t u t
x t x t

x t x t−

+ = − − − +⎧
⎪ + =⎪
⎨
⎪
⎪ + =⎩

"

#
 ,              (49) 

                         1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )r ry t b x t b x t b x t= + + +" . 

Dacă sistemul este simplu propriu ( 00 ≠b ), ecuaţia stării rămâne 
neschimbată, iar ecuaţia ieşirii are forma 

1 0 1 1 2 0 2 2 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r ry t b b a x t b b a x t b b a x t b u t= − + − + + − +" , 

cu coeficienţii 0ia =  pentru i n> .  

2.6.3. Conversia unui sistem continuu de tip I-S-E în sistem I-E  

Din modelul I-S-E al unui sistem liniar continuu, cu parametri constanţi 
şi de ordinul  n , 

                    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 X t =AX t +BU t

 Y t =CX t +DU t

⎧
⎨
⎩

�
 ,           

putem obţine modelul primar de tip I-E prin eliminarea funcţiei vectoriale de 
stare ( )X t  şi a derivatei ( )X t� . Operaţia de eliminare se face prin derivarea 
succesivă a ecuaţiei ieşirii şi înlocuirea derivatei ( )X t�  cu ( ) ( )AX t + BU t . 

In cazul unui sistem cu o singură ieşire ( )y t , prin derivarea succesivă de 
n  ori a ecuaţiei ieşirii, obţinem 

                     y CX DU= + ,                   
                     y CAX CBU DU= + + �� ,                   
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                     2 ( )y CA X C ABU BU DU= + + +� ���� ,                                 (50)                 
                   ……………………………………… 

                  
1( ) 1 ( ) ( )

0

nn n n i i n

i
y CA X C A BU DU

−
− −

=
= + +∑ .                   

Din aceste 1n+  ecuaţii, prin eliminarea celor n  variabile de stare din 
componenţa vectorului X , se obţine modelul I-E. In cazul în care matricea 
pătrată (de observabilitate) 

              

1

n

n

C
CAQ

CA −

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
#

                             (51) 

este nesingulară (are determinantul nenul), din primele n  ecuaţii (50) rezultă 
în mod unic X , iar prin înlocuirea acestuia în ultima ecuaţie (50) obţinem 
modelul I-E de ordinul n . Dacă matricea nQ  este singulară, atunci ordinul 
modelului I-E este mai mic decât n . 

2.6.4. Conversia unui sistem discret de tip I-S-E în sistem I-E  

Din modelul I-S-E al unui sistem liniar discret de ordinul n , 

                    1k k k

k k k

X = AX +U

Y = CX + DU
+⎧

⎨
⎩

 ,         

putem obţine modelul I-E al sistemului prin eliminarea funcţiei vectoriale de 
stare. Astfel, în cazul unui sistem cu o singură ieşire y , prin iterarea ecuaţiei 
ieşirii pentru valori crescătoare ale lui k  şi înlocuirea la fiecare iteraţie a lui 

1kX +  cu k kAX +U , obţinem 

         
1

1

0
, 0,

j
j j i

k j k k i k j
i

y CA X CA BU DU j n
−

− −
+ + +

=
= + + =∑ .             (52)         

Din aceste 1+n  ecuaţii, prin eliminarea celor n  variabile de stare din 
componenţa vectorului kX , se obţine modelul I-E cu valorile 
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1, , ,k k k ny y y+ +…  ale variabilei de ieşire. Pentru ca modelul să aibă forma 
standard  (31),  se înlocuieşte k  cu k n− . La fel ca la sistemele continue, 
dacă  matricea nQ  cu expresia (51) este nesingulară, atunci modelul I-E 
rezultă de ordinul n . In cazul contrar, ordinul modelului I-E este mai mic 
decât n . 

2.7.  APLICAŢII  REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 2.1. Considerăm circuitul electric din fig. 2.11. Să se afle: 
a) modelul I-E pentru 1u  intrare şi Cu  ieşire; 
b) modelul I-E pentru 1u  intrare şi Lu  ieşire; 
c) modelul I-S-E pentru 1u  intrare, Cu  ieşire şi Cux =1  şi Rux =2 ; 
d) modelul I-S-E pentru 1u  intrare, Lu  şi Cu  ieşiri, Cux =1  şi Rux =2 . 

Să se arate că: 
e) tensiunile Lu  şi Cu  nu pot fi variabile de stare; 
f) tensiunile Ru  şi Lu  nu pot fi variabile de stare. 

 
Fig. 2.11. Circuit tip RLC. 

Soluţie. Avem : 

                              Ru Ri= ,    L
di

u L
dt

= ,     Cdu
i C

dt
= ,                                    (53) 

                                                        LCR uuuu ++=1 .        (54) 

a) Din relaţiile (53), rezultă 

C
R

du
u RC

dt
= ,   2

2
C

L
d u

u LC
dt

= . 

Inlocuind pe Ru  şi Lu  în relaţia (54), obţinem modelul intrare-ieşire 

                      
2

2
2 1 12

C C
C

d u du
T T u u

dtdt
+ + = ,             (55)  

unde constantele de timp 1T  şi 2T  au expresiile  
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                                                   RCT =1 ,     LCT =2 .                                                  (56) 

Sistemul este liniar, continuu, de ordinul doi, cu parametri constanţi. 

b) Din relaţiile (53), rezultă 

LR uL
Ru =�  ,   R L

R
u uL=�� � ,   

1
C Lu u

LC
=�� . 

Derivând de două ori relaţia (54) şi înlocuind apoi pe Ru�  şi Cu��  în funcţie de , obţinem 
modelul intrare-ieşire 

1
1 uuLCuL

Ru LLL ����� =++ , 

care poate fi scris sub forma 

                         1
2

21
2

2 uTuuTuT LLL ����� =++ .                          (57) 

Mai putem obţine ecuaţia (57) prin derivarea de două ori a ecuaţiei (55) şi utilizarea 

relaţiei 
1

C Lu u
LC

=�� . 

c) Din relaţiile 

RC u
RC

u 1
=� ,     )( 1uuu

L
Ru

L
Ru RCLR +−−==� , 

rezultă 

21
1 xRCx =� ,    )( 1212 uxxL

Rx +−−=� . 

Cu notaţiile TCp 1=  şi L
Rq = , modelul  I-S-E  devine astfel : 

                  1
2

1

2

1 00
u

qx
x

qq
p

x
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
�
�

,    1xuC = .           (58)                

Rezultă 

                     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
qq

p
A

 
0

,     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

q
B

0
 ,     [ ]01=C  ,     0=D  .                       (59) 

d) Ţinând seama de (58) şi de relaţia 

          121 uxxuL +−−= , 

modelul I-S-E cerut are forma 

         1
2

1

2

1 00
u

qx

x

qq

p

x

x
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
�

�
,      1

2

1

1

0

11

01
u

x

x

u

u

L

C
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
,         (60) 
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deci 

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=

qq

p
A

 

0
,   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

q
B

0
,   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=

11

01
C ,   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

D  .     (61) 

e) Pentru Cux =1  şi Lux =2 , din relaţiile (53)  şi (54) rezultă 

            2
di

x L
dt

= ,   1dx
i C

dt
= ,   211 xxRiu ++= . 

Prin eliminarea variabilei i , obţinem  

            2121 xxTT =�� ,   21111 xxxTu ++= � , 

unde  RCT =1 , LCT =2 . Din aceste relaţii obţinem ecuaţiile de stare 

           )(1
121

1
1 uxx

T
x +−−=� ,   1

1
12

21
1

1
2

1)11(1 u
T

ux
TT

x
T

x −+−+= �� . 

A doua ecuaţie de stare nu se încadrează în forma generală admisă, datorită prezenţei 
derivatei 1u�  a mărimii de intrare.   

f) Pentru Rux =1  şi Lux =2 , din relaţiile (53)  şi (54) rezultă 

               Rix =1 ,    2
dix L
dt

= ,    1 1 2du dx dxi
dt dt C dt

= + + . 

Prin eliminarea variabilei i , obţinem ecuaţiile de stare 

2
1

1
1 xTx =� , 

12
2

1
1

2
11 uxTxTx �� +−−= . 

Ca şi în cazul anterior, cea de-a doua ecuaţie de stare nu se încadrează în forma generală 
admisă ( datorită prezenţei derivatei 1u�  a mărimii de intrare).   

♦ Aplicaţia 2.2. Fie circuitul electric din figura 2.12, având ca intrări tensiunile 1u  
şi 2u , iar ca ieşire tensiunea 1v . Să se afle: 

a) modelul I-E; 
b) modelul I-S-E,  cu variabila de stare 1v . 

 
Fig. 2.12. Circuit tip RC. 
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Soluţie.  a) Din    
Ciii =+ 21  , 

rezultă 

                                        dt
d

CR
u

R
u 1

2

12

1

11 vvv
=

−
+

−
, 

deci 

        
2

2

1

1
1

21

1 11(
R
u

R
u

RRdt
dC +=++ )v
v .             (62) 

Modelul I-E poate fi scris sub forma 

                22111
1

1 ukukdt
d

T +=+v
v

,                                  (63) 

unde 

CRR
RR

T
21

21
1 +
= , 

21

2
1 RR

R
k

+
= ,  

21

1
2 RR

R
k

+
= . 

Sistemul este liniar, continuu, de ordinul unu, cu parametri constanţi. 

b)  Pentru 11 v=x , obţinem modelul I-S-E 

                  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

++−=

11

2211111

x

ukukxxT

v

�
 ,                                 (64) 

cu 

1

1
TA −= ,    ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=

1

2

1

1
T
k

T
k

B , 

1=C ,     [ ]00=D . 

♦ Aplicaţia 2.3. Fie circuitul electric din figura 2.13, având ca intrări tensiunile 1u  
şi 2u , iar ca ieşiri tensiunile 1v  şi 2v . Să se afle: 

a) modelul I-E; 
b) modelul I-S-E cu variabilele de stare 1v  şi 2v . 

 
                                             Fig. 2.13. Circuit multivariabil tip RC. 
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Soluţie.  a) Sistemul poate fi descompus în două subsisteme interconectate S1 şi S2 (fig. 
2.14), având fiecare aceeaşi structură ca sistemul din fig. 2.12.  

 
                                     Fig. 2.14. Circuit multivariabil tip RC descompus. 

In conformitate cu (62), avem 

                                

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+++−=

+++−=

2

21
2

2
22

2

1

1
1

1
11

)11(

)11(

R
u

RRRC

RR
u

RRC

v
vv

v
vv

�

�
.                                 (65)  

Prin eliminarea variabilei 2v  între cele două ecuaţii (se înlocuieşte 2v  din prima ecuaţie 
în a doua), obţinem ecuaţia ieşirii 1v : 

                    1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2( ) ( 1) ( 1)TT k T k T k k T u k u k u+ + + + − = + + −��� �v v v ,                   (66) 

în care 

R
R

k 1
1 1+=  ,    R

R
k 2

2 1+=  ,    

 111 CRT =  ,    222 CRT =  . 

In mod similar, prin eliminarea variabilei 1v  între cele două ecuaţii (65), obţinem ecuaţia 
ieşirii 2v : 

                     1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 1 2 1 2( ) ( 1) ( 1)TT k T k T k k k u T u k u+ + + + − = − + +��� �v v v .                (67) 

Sistemul este continuu, liniar, multivariabil, de ordinul doi, cu parametri constanţi. 

b) Pentru 11 v=x  şi 22 v=x , din (65) rezultă modelul I-S-E sub următoarea formă: 

                   1 11 11 1

2 22 22 2

1 1 0
1 0 1

k x uT x k
x uT x k k

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
�

  
  =         

  
+ ,       

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1

10

01

x

x

v

v
.              (68) 

♦ Aplicaţia 2.4. Să se determine modelul I-E al sistemului de suspensie din fig. 
2.15, alcătuit din corpul metalic cu masa M , resortul cu constanta elastică k  şi 
amortizorul cu constanta de frecare vâscoasă α . Sistemul are ca mărimi de intrare şi de 
ieşire deplasarea u  a cadrului inferior şi respectiv deplasarea y  a corpului metalic faţă 
de poziţiile iniţiale de echilibru staţionar. 
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Fig. 2.15. Sistem mecanic de suspensie. 

Soluţie. In regim dinamic, corpul de masă M  se află în echilibru sub acţiunea 
următoarelor forţe: forţa elastică eF , forţa de amortizare vâscoasă vF , greutatea proprie 
G  şi forţa de inerţie iF . Prin raportare la starea iniţială de echilibru staţionar, relaţia de 

echilibru se scrie astfel 

                  iFGFFe Δ+Δ=Δ+Δ v  , 
unde 
        )( yukFe −=Δ ,  )( yuF �� −=Δ αv ,  0=ΔG ,  yMFi ��=Δ . 

Prin urmare, sistemul mecanic de suspensie are modelul intrare-ieşire 

                 kuukyyyM +=++ ���� αα .                                  (69) 

Sistemul este liniar, continuu, de ordinul doi, cu parametri constanţi 

♦ Aplicaţia 2.5.  Să se determine un model de tip I-S-E al sistemului continuu cu 
modelul I-E 

uuyyy +=++ ���� 258 . 

Soluţie. Se formează modelul secundar echivalent 

8 5
2

w w w u
y w w
+ + =⎧

⎨ = +⎩

�� �
�

 

şi se aleg variabilele de stare zx =1 , zx �=2 . Rezultă modelul I-S-E 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

=

uxxx

xx

8
1

8
5

8
1

212

21

�

�
 ,      21 2xxy +=  , 

cu forma matriceală 

u
x

x

x

x

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

8
1
0

8
5

8
1

10

2

1

1

1

�

�
 ,    [ ]

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

2

1
21

x

x
y . 
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♦ Aplicaţia 2.6.  Pentru sistemul cu modelul I-E 

uuuyyy ++=++ ������ 2358 , 

să se determine un model echivalent de tip I-S-E. 

Soluţie. Se formează modelul secundar 

8 5
3 2

w w w u
y w w w

+ + =⎧
⎨ = + +⎩

�� �
�� �

 

şi se aleg variabilele de stare wx =1 , wx �=2 . Obţinem modelul I-S-E cu ecuaţia de stare 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

=

uxxx

xx

8
1

8
5

8
1

212

21

�

�
 , 

iar din  

1221122 2)
8
1

8
5

8
1(323 xxuxxxxxy +++−−=++= � , 

obţinem ecuaţia de ieşire 

uxxy
8
3

8
1

8
5

21 ++= . 

♦ Aplicaţia 2.7.  Pentru sistemul discret cu modelul I-E 

( ) 0,5 ( 1) 0,2 ( 2) ( 1) 2 ( 2)y t y t y t u t u t− − + − = − + − , 

să se determine un model echivalent de tip I-S-E. 

Soluţie. Se formează modelul secundar echivalent 

⎩
⎨
⎧

−+−=

=−+−−

)2(2)1()(

)()2(2,0)1(5,0)(

twtwty

tutwtwtw
 

şi se aleg variabilele de stare )1()(1 −= twtx , )2()(2 −= twtx . Rezultă modelul I-S-E 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

+−=+

)()1(

)()(2,0)(5,0)1(

12

211

txtx

tutxtxtx
 , 

                                            )(2)()( 21 txtxty += . 

♦ Aplicaţia 2.8.  Pentru sistemul discret cu modelul I-E 

      421 22,05,0 −−− +=+− kkkkk uuyyy , 

să se determine un model echivalent de tip I-S-E. 
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Soluţie. Se formează modelul secundar 

        
⎩
⎨
⎧

−+=

=−+−−

)4(2)()(

)()2(2,0)1(5,0)(

twtwty

tutwtwtw
 , 

şi se aleg variabilele de stare  

                 )1()(1 −= twtx ,  )2()(2 −= twtx ,  )3()(3 −= twtx ,  )4()(4 −= twtx .  

Rezultă modelul I-S-E 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=+

=+

+−=+

)()1(

)()1(

)()1(

)()(2,0)(5,0)1(

34

23

12

211

txtx

txtx

txtx

tutxtxtx

, 

)()(2)(2,0)(5,0)( 421 tutxtxtxty ++−= . 

♦ Aplicaţia 2.9.  Pentru sistemul continuu cu modelul I-S-E  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

−+−=

uxxx

umxxx

22 212

211

�

�
 ,      21 xxy −= , 

să se determine modelul echivalent de tip I-E. 

Soluţie. Deoarece  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

−
=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

11

11
2

mCA

C
Q  ,     2det 2 +=mQ , 

modelul I-E va fi de ordinul doi pentru 2−≠m  şi de ordin mai mic pentru 2−=m . Avem 

21 xxy −= , 

uxmxxxy 3)1( 2121 −++=−= ��� , 

uumxxmuxmxy ������ 3)12()32(3)1( 2121 −++−+−=−++= . 

Din primele două ecuaţii, rezultă 

2
3)1(

1 +
+++

=
m

uymyx
�

,   

2
3

2 +
+−

=
m

uyyx
�

. 

Inlocuind 1x  şi 2x  în a treia ecuaţie, obţinem  
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uum
m

uymymy ���� 3)12(
2

]6)12(2)[2(
−++

+
−+−−+

= . 

Aşadar, pentru 2−≠m , modelul I-E are forma 

umuymyy )52(3)12(2 −+−=+++ ���� . 

Pentru 2−=m , din 21 xxy −=  şi 1 2 3y x x u= − −� , rezultă următorul model I-E de ordinul 

unu:  
uyy 3=+− � . 

♦ Aplicaţia 2.10.  Pentru sistemul discret cu modelul I-S-E 

           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+

−+−=+

)()()1(

)()()()1(

212

211

txtmxtx

tutxtxtx
, 

              )(2)()()( 21 tutxtxty ++=  , 

să se determine modelul echivalent de tip I-E.  

Soluţie. Deoarece  

                                   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

01

11
2 mCA

C
Q  ,      1det 2 +−= mQ ,  

modelul I-E va fi de ordinul doi pentru 1≠m  şi de ordin mai mic pentru 1=m . Avem 

      )(2)()()( 21 tutxtxty ++= , 

                      )1()()1()1(2)1()1()1( 121 ++−=+++++=+ tutxmtutxtxty , 

     )2()]()()()[1()2()1()1()2( 211 ++−+−−=+++−=+ tututxtxmtutxmty ,  

Pentru 1≠m , din primele două ecuaţii, rezultă 

                                 
1

)1()1()(1 −
+−+

=
m

tutytx ,    

                           
1

)1()1()(2)()(2 −
+−+

+−=
m

tutytutytx . 

Inlocuind 1( )x t  şi 2( )x t  în a treia ecuaţie, obţinem obţinem modelul I-E 

      )()1(3)2()()1()2( tumtutymty −++=−++ , 

echivalent cu 

       )2()1(3)()2()1()( −−+=−−+ tumtutymty ,  1≠m .  
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Pentru 1=m , ecuaţia  

1( 1) ( 1) ( ) ( 1)y t m x t u t+ = − + +  

 devine  

( 1) ( 1)y t u t+ = + , 

adică  

)()( tuty = . 

Sistemul este liniar, de tip static. 

2.8.  APLICAŢII  DE AUTOCONTROL 

♦ C2.1. Să se determine modelul I-E al circuitului electric alăturat, cu intrarea 1u  şi 
ieşirea 2u . 

 

♦ C2.2. Circuitul electric alăturat are intrarea 1u  şi ieşirea 2u . Să se determine: 

a)  modelul I-E; 
b)  modelul I-S-E, considerând stările 11 ix =  şi 22 ix = . 

 

♦ C2.3. Să se determine modelul I-E al sistemului mecanic de mai jos, alcătuit din 
căruciorul C cu masa M , arcurile cu constantele elastice 1k  şi 2k , amortizoarele cu 

constantele de frecare vâscoasă 1α  şi 2α , planul orizontal P şi cadrele metalice C1 şi C2.  
Sistemul are ca mărimi de intrare deplasările orizontale 1u  şi 2u  ale celor două cadre 

metalice laterale, iar ca mărime de ieşire deplasarea orizontală y  a căruciorului. Se 

neglijează frecarea cu planul orizontal şi cu aerul. 
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♦ C2.4. Sistemul hidraulic din figura alăturată este format din vasele cilindrice V1 
şi V2, cu ariile secţiunilor orizontale 1A  şi 2A , şi din robinetele R1 şi R2. Debitele Q , 1Q  
şi 2Q  sunt volumice, iar curgerea lichidului prin robinete are loc în regim laminar, după 

relaţiile )( 2111 hhgkQ −=  şi 222 ghkQ = , unde 1k  şi 2k  sunt coeficienţii de rezistenţă 

hidraulică la curgere ai robinetelor. Sistemul are ca mărime de intrare debitul Q , iar ca 
mărimi de ieşire nivelul 1h  şi nivelul 2h  în cele două vase. Să se determine modelul I-S-
E, considerând că 11 hx =  şi 22 hx = . 

                            

♦ C2.5. Sistemul pneumatic din figura alăturată este format din două vase cu 
volumele 1V  şi 2V , şi trei rezistenţe pneumatice 1R , 2R  şi 3R . Primul vas este conectat la 
sursa de presiune variabilă sp , iar al doilea vas la atmosferă. Curgerea aerului prin 

robinete are loc în regim laminar, după relaţia 

RQpd = , 

unde dp  este căderea de presiune pe robinet, Q - debitul masic de aer, iar R - rezistenţa 

pneumatică. Aerul instrumental este considerat gaz perfect, cu temperatura constantă T  
şi masa molară M . Sistemul are ca mărime de intrare presiunea sp  a sursei, iar ca 
mărimi de ieşire presiunile 1p  şi 2p  din vase.  

Să se determine modelul I-S-E, considerând că 11 px =  şi 22 px = . 
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♦ C2.6. Sistemul de foraj din figura alăturată este format dintr-o garnitură de 
prăjini în mişcare de rotaţie GP, prevăzută cu o sapă S de dislocare a rocii. Garnitura este 
omogenă, are lungimea L , aria transversală A  şi modului de elasticitate E . Presupunem 
că viteza de avans a sapei de foraj 2V  variază liniar cu sarcina pe sapă 2G , adică 

22 kGV = . Să se afle modelul dinamic al sistemului, considerând ca intrare viteza de 
coborâre a capătului superior al garniturii  1V , iar ca ieşire sarcina pe sapă 2G . Se 

neglijează forţele inerţiale ale garniturii de prăjini şi forţele de frecare dintre garnitură şi 
pereţii sondei. 

                                                       

♦ C2.7. Să se afle modelul dinamic al motorului de curent continuu din figura 
alăturată, considerând ca intrări tensiunea rotorică 1u  şi momentul rezistent rm , iar ca 

ieşire viteza de rotaţie ω . Se neglijează fenomenele de saturaţie, histerezis şi frecare.  
Sistemul are următorii parametri: rezistenţa rotorică 1R , inductanţa rotorică 1L , 

curentul inductor 2I , constanta ek  a tensiunii electromotoare e , constanta mk  a 
momentului activ am  şi  momentul de inerţie al sarcinii J .  

                 

♦ C2.8. Pentru sistemul continuu cu modelul I-E 

                 uuyyyy +=+++ �������� 4585 , 

să se determine un model de tip I-S-E. 
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♦ C2.9. Pentru sistemul continuu cu modelul I-E 

                       uuyy +=+ ����� 45 , 

să se determine un model de tip I-S-E. 

♦ C2.10. Pentru sistemul discret cu modelul I-E 

                  )3(5)()3(5,0)1(2)( −−=−+−− tututytyty , 

să se determine un model de tip I-S-E. 

♦ C2.11. Pentru sistemul discret cu modelul I-E 

                 3121 24,0 −−−− +=+− kkkkk uuyyy  , 

să se determine un model de tip I-S-E. 

♦ C2.12. Pentru sistemul discret cu modelul I-E 

                     431 225 −−− =+− kkkk uyyy  , 

să se determine un model de tip I-S-E. 

♦ C2.13. Pentru sistemul continuu cu modelul I-S-E 

                
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−=

+−=

uxxx

mxxx

24 212

211

�

�
 , 

                   uxxy −−= 21 , 

să se determine modelul de tip I-E. 

♦ C2.14. Pentru sistemul discret cu modelul I-S-E 

           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+

++−=+

)()()1(

)()(2)()1(

212

211

tmxtxtx

tutxtxtx
, 

      )()()( 21 txtxty −= , 

să se determine modelul de tip I-E. 

♦ C2.15. Pentru sistemul discret cu modelul I-S-E 

              )(7)()1( 11 tutxtx +−=+ , 

               )()()( 1 tutxty −= , 

să se determine modelul de tip I-E. 



3 
   ELEMENTE DE ANALIZĂ 

 ÎN DOMENIUL TIMPULUI  
A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E 

 

Analiza sistemelor liniare de tip intrare-ieşire se face în ipoteza că 
toate variabilele de intrare şi de ieşire sunt de tip original, adică nule la 
momentele de timp negative. Această proprietate este rezultatul imediat al 
următoarelor două ipoteze:  

a)  sistemul se află în regim staţionar pentru 0 0t t< = ;  
b) variabilele de intrare şi de ieşire ale sistemelor fizice reprezintă 

variaţiile mărimilor fizice respective faţă de valorile lor iniţiale.  
De exemplu, în cazul unui cuptor tubular în care un produs lichid este 

încălzit la temperatura T  prin arderea unui combustibil cu debitul Q , 
variabila sistemică de intrare este variaţia debitului de combustibil, 
                                              0QQQu −=Δ= , 

iar variabila sistemică de ieşire este variaţia temperaturii produsului la 
ieşirea din cuptor, 
                                              0TTTy −=Δ= . 

Valoarea nulă a variabilelor u  şi y  pentru timp negativ exprimă faptul că 
debitul de combustibil şi temperatura produsului la ieşirea din cuptor au 
valorile constante 0Q , respectiv 0T .  

Analiza elementară de tip intrare-ieşire constă, în principal, în 
abordarea şi rezolvarea următoarelor probleme: 

- determinarea modelului sistemelor compuse când se cunosc modelele 
subsistemelor componente; 

- calculul răspunsului sistemelor la anumite semnale de intrare stan-
dard, de tip original; 
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- reducerea ordinului sistemelor liniare pe baza criteriului de echiva-
lenţă intrare-ieşire; 

- discretizarea sistemelor continue. 
Determinarea în domeniul timpului a modelului dinamic al unui sistem 

compus din modelele subsistemelor componente este o operaţie relativ 
complicată, care se face, în cazul sistemele continue, prin eliminarea 
tuturor variabilelor intermediare şi a derivatelor acestora. De asemenea, 
calculul răspunsului unui sistem compus cu structură închisă este o operaţie 
relativ greoaie, mai ales la sistemele de ordin superior. Ambele probleme 
pot fi rezolvate mult mai uşor în domeniul complex, prin utilizarea 
modelului de tip operaţional (cu forma mult mai simplă, similară celei a 
modelului staţionar). La sistemele cu structură deschisă, calculul 
răspunsului se poate face fie pe baza modelului întregului sistem, fie prin 
calculul succesiv al răspunsului fiecărui subsistem. 

3.1. RĂSPUNSUL ÎN TIMP AL SISTEMELOR CONTINUE 

La sistemele liniare continue şi monovariabile, metodele de stabilire a 
modelului unui sistem compus din modelele cunoscute ale subsistemelor 
componente utilizează forma primară (standard) de reprezentare:  

       ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 0

n n r r
n n r ra y a y a y a y b u b u bu b u− −

− −+ + + + = + + + +� �" " .       (1) 

In cele ce urmează, vom considera 0na ≠ , 0rb ≠  şi r n≤ , caz în care 
sistemul are ordinul n , ordinul relativ n r−   şi este propriu.  

Răspunsul )(th  al sistemului la intrare treaptă unitară, )(1 tu = , se 
numeşte funcţie indicială sau răspuns indicial, iar răspunsul )(tg  al 
sistemului la intrare impuls Dirac, )(0 tu δ= , se numeşte funcţie pondere sau 
răspuns pondere. In conformitate cu principiul superpoziţiei, răspunsul 
pondere este derivata în sens generalizat a răspunsului indicial (v. cap. 2): 

                      
( )

( )
dh t

g t
dt

= ,                                        (2) 

în sensul că dacă funcţia indicială )(th  este discontinuă în origine,  atunci 

                                         0( ) ( ) (0 ) ( )g t h t h tδ+= +� .                                  (3) 
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Pentru calculul analitic al răspunsului la o intrare dată de tip original, 
se utilizează  forma secundară de reprezentare a sistemului, care nu conţine 
derivate ale mărimii de intrare:  

                        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++++=

=++++
−

−

−
−

wbwbwbwby

uwawawawa
r

r
r

r

n
n

n
n

01
)1(

1
)(

01
)1(

1
)(

�"

�"
 .                    (4) 

Această formă de reprezentare permite calculul răspunsului sistemului la 
intrări de tip original )(tu  nederivabile, chiar discontinue (cazul intrării tip 
treaptă). 

In conformitate cu modelul secundar, răspunsul ( )y t  al sistemului la 
orice funcţie de intrare de tip original ( ) 1( )fu t t= ⋅  este dat de relaţia 

       ( ) ( 1)
1 1 0( ) r r

r ry t b w b w b w b w−
−= + + + +�"  ,                       (5) 

unde ( )w t   este soluţia ecuaţiei diferenţiale 

            ( ) ( 1)
1 1 0 ( )n n

n n fa w a w a w a w t−
−+ + + + =�"                     (6) 

pentru condiţiile iniţiale nule 

             ( 1)(0 ) (0 ) (0 ) 0nw w w+ + +
−= = = =� " .                     (7) 

Cele n  condiţii iniţiale nule rezultă din forma ecuaţiei (6), valabilă pentru 
orice t  real, care implică necesitatea continuităţii funcţiilor ( )w t , ( )w t� , ... , 

( 1)( )nw t−  la momentul 0t = . Astfel, dacă funcţia ( )( )iw t , 10 −≤≤ ni , ar fi 
discontinuă în origine, adică ar avea o variaţie bruscă la momentul 0t = , 
atunci derivata acesteia )()1( tw i+  ar avea o variaţie infinită în origine, 
rezultat în contradicţie cu condiţia ca ecuaţia (6) să fie verificată la 
momentul 0t = . 

Din condiţiile iniţiale (7) şi din condiţia ca ecuaţia (6) să fie verificată 
la momentul 0t += , rezultă 

             ( ) (0 )
(0 )n

n

f
w

a
+

+ = ,                       (8) 

iar din ecuaţia (5) şi condiţiile iniţiale (7) şi (8) rezultă că răspunsul )(ty  al 
sistemului satisface următoarele condiţii iniţiale: 

         0)0()0()0( )1( ==== ++−++ rnyyy "� ,   ( ) (0 )
(0 ) rn r

n

fb
y

a
+−

+ = .        (9) 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

74

Rezultatul obţinut poate fi formulat prin  

Teorema condiţiilor iniţiale nule. Răspunsul unui sistem liniar 
continu şi cu ordinul relativ n r−  la orice funcţie de intrare de tip original 
mărginită în origine are cel puţin rn−  condiţii iniţiale nule.  

Pentru funcţii de intrare de tip original discontinue în origine, adică de 
forma  

                                      )(1)( ttu f ⋅= ,    0)0( ≠+f ,  

răspunsul sistemului are exact n r−  condiţii iniţiale nule. Pentru semnale 
de intrare tip original continue în origine, răspunsul sistemului se 
caracterizează prin cel puţin 1n r− +  condiţii iniţiale nule, iar pentru 
semnale de intrare tip original continue şi derivabile în origine (având 
graficul tangent în origine la axa timpului) - prin cel puţin 2n r− +  condiţii 
iniţiale nule. 

Observaţii. 10. Pentru 0n r− =  (cazul sistemelor simplu proprii, cu 
grad de inerţie zero), din (9) sau prin integrarea de n  ori a ecuaţiei 
diferenţiale (1), rezultă că răspunsul indicial este discontinuu în origine: 

                     (0 ) / 0n nh b a+ = ≠ . 

Pentru 1n r− =  (cazul sistemelor strict proprii, cu grad de inerţie unu), 
din (9) sau prin integrarea de 1n −  ori a ecuaţiei diferenţiale (1), rezultă că 
răspunsul indicial este continuu, dar nederivabil în origine: 

                   0)0( =+h ,  1(0 ) / 0n nh b a+ −= ≠� . 

Pentru 2n r− =  (cazul sistemelor strict proprii, cu grad de inerţie doi), 
din (9) sau prin integrarea de 2n −  ori a ecuaţiei diferenţiale (1), rezultă că 
răspunsul indicial este continuu şi derivabil în origine (cu graficul tangent 
în origine la axa timpului): 

                          0)0()0( == ++ hh � ,   2(0 ) / 0n nh b a+ −= ≠�� .  

20.  Soluţia ( )w t  a ecuaţiei diferenţiale (6) are forma  

                 ( ) ( ) ( )p omgw t w t w t= + ,                                  (10) 

unde ( )pw t  este o soluţie particulară a ecuaţiei (6), iar ( )omgw t  soluţia 

generală a ecuaţiei diferenţiale omogene (cu membrul drept nul).  
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In cazul 0 0a ≠ , soluţia ( )w t  a ecuaţiei diferenţiale (6) pentru intrarea 
treaptă unitară )(1 tu =  are forma 

      1 2
1 2

0

1
( ) e e e nt t t

n
s s sw t C C C

a
= + + + +" ,    0t ≥ ,                  (11) 

unde 1 2, , , ns s s…  sunt rădăcinile (distincte) ale ecuaţiei caracteristice 

              1
1 1 0 0n n

n na s a s a s a−
−+ + + + =" ,                     (12) 

iar 1 2, , , nC C C…  sunt constante reale sau complexe (constanta iC  fiind 
reală/complexă după cum rădăcina is  este reală/complexă), cu valorile 
determinate din condiţiile iniţiale nule (7). Polinomul monic  

         11 1
1 2

0( ) ( )( ) ( )n nn
n

n n n

aa as s s s s s s s s s
a a a

−−= + + + + = − − −" "P ,     (13) 

reprezintă polinomul caracteristic al sistemului.  
Dacă 21 ss = , suma 1 2

1 2e et ts sC C+  din expresia răspunsului ( )w t  trebuie 
înlocuită cu  

                                         1
1 2( )e tsC t C+ .                                          (14) 

Dacă rădăcinile 1s  şi 2s  sunt complex-conjugate, adică 1,2 js a b= ± , se 
recomandă înlocuirea sumei  

                                       1 2
1 2e et ts sC C+ ,  

cu constantele 1C  şi 2C  complex-conjugate,  cu suma  

   1 2e ( sin cos )at C bt C bt+ ,                                  (15) 

în care cu constantele 1C  şi 2C   reale. 

30. Ţinând seama de ecuaţia ieşirii din modelul secundar (4) şi de 
expresia (10) a răspunsului ( )w t , răspunsul indicial )(th  al sistemului cu 

0 0a ≠  şi rădăcinile ecuaţiei caracteristice distincte are forma 

      1 20

0
1 2( ) e e e nt t t

n
s s sb

h t D D D
a

= + + + +" ,  0t ≥ ,                (16) 

unde 1 2, , , nD D D…  sunt constante reale sau complexe ( iD  fiind real numai 
dacă is  este real). Dacă rădăcinile 1s  şi 2s  sunt complex-conjugate, adică 

jbas ±=2,1 , atunci suma 1 2
1 2e et ts sD D+  este de forma  
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                                          1 2e ( sin cos )at E bt E bt+ ,                                (17) 

unde 1E  şi 2E  sunt constante reale. Din expresia (16) a răspunsului indicial 
)(th , rezultă că acesta este mărginit dacă toate rădăcinile 1 2, , , ns s s…  ale 

ecuaţiei caracteristice au partea reală negativă. Acest rezultat este valabil 
inclusiv în cazul în care ecuaţia caracteristică are rădăcini multiple 
(teorema de mărginire a răspunsului indicial al unui sistem liniar 
continuu). In plus, răspunsul indicial )(th  este aperiodic (fără oscilaţii) 
atunci când toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt reale. Dacă două 
rădăcini ale ecuaţiei caracteristice sunt complex-conjugate, jbas ±=2,1 , 
atunci răspunsul indicial are şi o componentă de tip oscilant sinusoidal, cu 
amplitudinea descrescătoare (pentru 0a < ), constantă (pentru 0a = ) sau 
crescătoare (pentru 0a > ). 

In cazul sistemelor de tip integral (cu 00 =a ), soluţia ( )w t  a ecuaţiei 
diferenţiale (6) pentru intrarea treaptă unitară 1( )u t=  are forma 

         1 2
1 2

1
( ) e e e nt t t

n
s s stw t C C Ca= + + + +" ,    0t ≥ ,            (18)     

unde 1 2, , , ns s s…  sunt rădăcinile (distincte) ale ecuaţiei caracteristice 

           1
1 1 0n n

n na s a s a s−
−+ + + =" .                         (19) 

40. Toate rădăcinile reale ale ecuaţiei caracteristice au dimensiunea 
inversă a timpului. Dacă toate rădăcinile 1 2, , , ns s s…  sunt reale şi distincte, 
prin introducerea constantelor de timp 

1
i

i
T

s
−= ,   1, 2, ,i n= " , 

răspunsul indicial al sistemului capătă expresia 

   1 20

0

/ / /
1 2( ) e e e nt T t T t T

n
b

h t D D D
a

− − −= + + + +" ,   0t ≥ .              (20) 

Atunci când toate constantele de timp iT  sunt reale şi pozitive, 
răspunsul indicial )(th  este aperiodic şi mărginit. In plus, răspunsul indicial 
are valoarea iniţială  

                                           (0 ) n

n

bh a+ = ,                                             (21) 
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valoarea finală  

                                                 0

0
( )

b
h a∞ =                        (22) 

(egală cu factorul static de proporţionalitate) şi timpul aproximativ de 
stabilizare   

95 1 23( )tr nT T T T≈ + + +" . 

50. La sistemele compuse de tip serie (fig. 3.1), paralel (fig. 3.2) sau cu 
reacţie (fig. 3.3), calculul răspunsului la o intrare dată se face, de regulă, pe 
baza modelului sistemului compus, obţinut din modelele subsistemelor 
componente prin eliminarea tuturor variabilelor intermediare (a variabilei 
v  la conexiunea serie, a variabilelor 1v  şi 2v  la conexiunea paralel, a 

variabilelor e  şi v  la conexiunea cu reacţie), inclusiv a derivatelor 
acestora. La conexiunile deschise (tip serie sau paralel), calculul 
răspunsului se poate face şi pas cu pas, prin calculul succesiv al răspunsului 
fiecărui subsistem, în ordinea dată de sensul de transmisie a informaţiei. 

 
Fig. 3.1.  Conexiune serie. 

 
Fig. 3.2. Conexiune paralel. 

 
Fig. 3.3. Conexiune cu reacţie. 
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 In cadrul pachetului de programe Control System Toolbox din mediul MATLAB, 
modelul de tip transfer intrare-ieşire ("input-output transfer") al unui sistem continuu 
liniar se construieşte cu ajutorul funcţiei tf astfel: 
       •  sis = tf (b,a) , 
unde argumentele de intrare b  şi a  (introduse anterior în program) sunt vectori linie 
formaţi respectiv cu coeficienţii derivatelor intrării şi ieşirii din modelul primar (1):  

   ][ 011 bbbbb nn "−= ;   ][ 011 aaaaa nn "−= ;  

In cazul nr< , argumentul de intrare b  poate fi scris şi sub forma ][ 011 bbbbb rr "−= . 

Invers, din sistemul sis se pot extrage vectorii b  şi a , fie cu ajutorul funcţiei 
tfdata 

      •  [num,den]=tfdata(sis); b=num{1}; a=den{1}; 

fie prin referire directă la proprietăţile obiectului sis 
       •  b=sis.num{1}; a=sis.den{1}.  
Ultima cale  permite şi modificarea parametrilor sistemului sis, în varianta 
       •  sis.num{1}=b; sis.den{1}=a; 
sau în varianta 
       •  sis.num{1}(i)=bn-i+1; sis.den{1}(i)=an-i+1; 

Pachetul de programe conţine funcţiile step, impulse şi lsim (fişiere cu extensia m) 
pentru calculul şi reprezentarea grafică a răspunsului indicial, răspunsului pondere şi 
răspunsului la orice intrare original de tip scară U : 
       •  [Y,t] = step (sis,t) ; 
       •  [Y,t] = impulse (sis,t) ; 
        •  [Y,t] = lsim (sis,U,t) ; 

Argumentul de intrare t , reprezentând vectorul timp, poate fi introdus printr-o 
comandă de forma  

•  t=t0:T:t1,  
unde t0 este valoarea iniţială (de regulă egală cu 0), T este pasul de calcul, iar t1 - 
valoarea finală. Argumentul de intrare t  poate fi omis la funcţiile step şi impulse, caz în 
care acesta este generat de funcţia respectivă. Argumentele de intrare U  şi t  ale funcţiei 
lsim sunt vectori cu aceeaşi dimensiune. Componentele vectorilor U  şi Y  reprezintă 
respectiv valorile mărimilor de intrare şi de ieşire la momentele de timp specificate de 
vectorul t . 

Dacă funcţiile sunt apelate cu un argument de ieşire (Y) sau cu ambele, se 
efectuează numai evaluarea acestor argumente, fără reprezentarea grafică a răspunsului. 
In cazul contrar (fără argumente de ieşire), se efectuează reprezentarea grafică a 
răspunsului. 

Pentru construirea unei sistem compus, format din două subsisteme sis1 şi sis2 
conectate în serie, paralel sau cu reacţie negativă, se procedează respectiv astfel: 
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 •  s1 = sis1*sis2;  
    •  s2 = sis1+sis2;   
    •  s3 = sis1/(1+sis1*sis2);   

3.2. RĂSPUNSUL IN TIMP AL SISTEMELOR DISCRETE 

In etapa de stabilire a modelului unui sistem compus din  modelele 
cunoscute ale subsistemelor componente se utilizează forma primară 
(standard) de reprezentare a sistemelor:  

    )()1()()()1()( 101 rtubtubtubntyatyaty rn −++−+=−++−+ "" .     (23) 

Pentru calculul răspunsului la o intrare dată de tip original este însă 
preferată forma secundară echivalentă 

         1

0 1

( ) ( 1) ( ) ( )

) ( ) ( 1) ( )
n

r

w t a w t a w t n u t

y(t b w t b w t b w t r

+ − + + − =⎧
⎨

= + − + + −⎩

"

"
 .                      (24) 

Ca şi la sistemele continue, variabilele u , y  şi w  sunt de tip original, adică 
nule pentru orice valoare negativă a argumentului timp t .  

Calculul numeric al răspunsului ( )w t  pentru 0t ≥  la o intrare dată de 
tip original u  se efectuează cu  relaţiile: 

0 0w u= , 
1 1 1 0w u a w= − , 
2 2 1 1 2 2w u a w a w= − − ,                                        (25) 
#  

1 1 0n n n nw u a w a w−= − − −" , 
1 1 , 1, 2 ,i i i n i nw u a w a w i n n− −= − − − = + +" … 

unde ( )iw w i= , ( )iu u i= . Mai departe, valorile numerice ale răspunsului y  
sunt date de relaţiile: 

0 0 0y b w= , 
1 0 1 1 0y b w b w= + , 
#                                                                                (26) 

0 1 1 0r r r ry b w b w b w−= + + +" , 
0 1 1 , 1, 2 ,i i i r i ry b w b w b w i r r− −= + + + = + +" … 
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Calculul analitic al răspunsului ( )y t  al sistemului la o intrare analitică 
de tip original dată, o( ) 1 ( )fu t t= ⋅ , se poate face pe baza modelului primar 
(23) sau, mai bine, a modelului secundar (24). Funcţia treaptă unitară de 
timp discret )(10 t  are expresia 

                0
0 , , 2, 1

1 ( )
1, 0,1, 2,

t
t

t

= − −⎧⎪= ⎨
=⎪⎩

"

"
                                (27) 

şi este reprezentată grafic în fig. 2.9. 
Ca şi la sistemele continue, în cazul utilizării modelului secundar (24), 

răspunsul ( )w t  la o funcţie de intrare analitică dată o( ) 1 ( )fu t t= ⋅  poate fi 
scris sub forma 

               ( ) ( ) ( )p omgw t w t w t= + ,                     (28)                  

unde ( )pw t  este o soluţie particulară a ecuaţiei cu diferenţe 

     1( ) ( 1) ( ) ( )n fw t a w t a w t n t+ − + + − =" ,                       (29) 

iar ( )omgw t  este soluţia generală a ecuaţiei omogene cu diferenţe  

      1( ) ( 1) ( ) 0nw t a w t a w t n+ − + + − =" .                   (30)           

Soluţia particulară ( )pw t  este valabilă pentru t n≥ .  Ea  are, de regulă, 
o formă similară cu cea a funcţiei de intrare ( )f t . Astfel, pentru intrarea 
treaptă unitară o1 ( )u t= , când ecuaţia (29) devine 

  1( ) ( 1) ( ) 1nw t a w t a w t n+ − + + − =" ,   Nt∈ ,                   (31) 

soluţia particulară este 

     
1 2

1 2

1 2
1 2

1 , 1 01
( )

, 1 02

n
n

p

n
n

a a aa a a
w t

t a a aa a na

⎧ + + + + ≠+ + + +⎪
= ⎨ −⎪ + + + + =+ + +⎩

""

""

  .     (32) 

Soluţia ecuaţiei omogene are forma 

              1 1 2 2( ) t t t
omg n nw t C z C z C z= + + +"  ,                   (33) 

unde 1 2, , , nz z z…  sunt rădăcinile (distincte) ale ecuaţiei caracteristice 

                 1
1 1 0n n

n nz a z a z a−
−+ + + + =" ,                      (34) 
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iar 1 2, , , nC C C…  sunt constante reale sau complex-conjugate. Polinomul 
monic 
        1

1 1 1 2( ) ( )( ) ( )n n
n n nz z a z a z a z z z z z z−
−= + + + + = − − −" "P          (35) 

reprezintă polinomul caracteristic al sistemului. 
Dacă rădăcinile 1z  şi 2z  sunt reale şi egale, atunci suma 1 1 2 2

t tC z C z+  
trebuie înlocuită cu  

      1 2 1( ) tC t C z+ ,                                           (36) 

iar dacă 1z  şi 2z  sunt complex-conjugate, adică 1,2 (cos jsin )z ρ α α= ± , 

atunci în locul sumei tt zCzC 2211 +  (cu constantele 1C  şi 2C  complex-
conjugate) se recomandă utilizarea expresiei  

    1 2( cos sin )t C t C tρ α α+ ,                               (37) 

în care constantele 1C  şi 2C   sunt reale.  
Constantele 1 2, , , nC C C…  se determină astfel încât soluţia (28), iniţial 

valabilă pentru t n≥ , să fie valabilă şi la momentele de timp  0,1 , , 1n −… . 
Condiţiile iniţiale  

               )0(w , )1(w , … , )1( −nw ,               (38) 

pot fi determinate direct din ecuaţia cu diferenţe (29), înlocuind succesiv pe 
t  cu 0 , 1, … , 1−n . In acest fel soluţia ( )w t  devine valabilă pentru orice 

0t ≥ .  
Pe baza răspunsului ( )w t , valabil pentru 0t ≥ , din ecuaţia ieşirii 

                         0 1( ) ( ) ( 1) ( )ry t b w t b w t b w t r= + − + + −" ,                  (39)   

obţinem răspunsul ( )y t  al sistemului. Formula analitică obţinută este însă 
valabilă pentru t r≥ . Pentru valorile anterioare 0,1, , 1t r= −" , avem 

     0(0) (0)y b w= , 

     0 1(1) (1) (0)y b w b w= + , 
      . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,                                       (40) 

     0 1 1( 1) ( 1) ( 2) (0)ry r b w r b w r b w+− = − + − + +" . 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

82

Răspunsul sistemului la intrarea treaptă unitară )(1o tu =  reprezintă 
funcţia indicială şi se notează cu ( )h t  iar răspunsul la intrarea impuls unitar 

)(o tu δ=  (fig. 2.10) reprezintă funcţia pondere a sistemului şi se notează cu 
( )g t . In conformitate cu principiul superpoziţiei, din relaţiile 

)1(1)(1)( ooo −−= tttδ ,     o o o o1 ( ) ( ) ( 1) ( )t t t t tδ δ δ= + − + + −" , 

reiese că între funcţia pondere ( )g t  şi funcţia indicială )(th  există 
corelaţiile 
                                   )1()()( −−= ththtg ,                                       (41) 

                            ( ) ( ) ( 1) (0)h t g t g t g= + − + +" .                             (42)  

Observaţii. 10. In cazul în care sistemul este de tip proporţional 
( 1 21 0na a a+ + + + ≠" ) şi ecuaţia caracteristică are rădăcinile 1 2, , , nz z z…  
distincte, soluţia ( )w t  a ecuaţiei cu diferenţe (31) are forma 

      1 1 2 2
1 2

1
( )

1
t t t

n n
n

w t C z C z C z
a a a

= + + + +
+ + + +

"
"

,    Nt∈ ,     (43) 

unde 1 2, , , nC C C…  sunt constante reale sau complexe ( iC  fiind real numai 
dacă iz  este real). Ţinând seama de ecuaţia ieşirii  

             0 1) ( ) ( 1) ( )ry(t b w t b w t ... b w t r= + − + + − , 

răspunsul indicial )(th  are forma 

       1
1 1 2 2

1 2

0( )
1

r t t t
n n

n

b b b
h t D z D z D z

a a a
+ + +

= + + + +
+ + + +

"
"

"
,    t r≥ ,     (44) 

unde 1 2, , , nD D D…  sunt constante reale sau complexe ( iD  fiind real numai 
dacă iz  este real). Dacă rădăcinile 1z  şi 2z  sunt complex-conjugate, adică 

1,2 (cos jsin )z ρ α α= ± , suma 1 1 2 2
t tD z D z+  este de forma  

            1 2( cos sin )t E t E tρ α α+ ,                               (45) 

unde 1E  şi 2E  sunt constante reale. Din expresia răspunsului indicial )(th  
rezultă că acesta este mărginit atunci când toate rădăcinile 1 2, , , nz z z…  ale 
ecuaţiei caracteristice a sistemului au modulul subunitar. Acest rezultat este 
valabil şi în cazul în care ecuaţia caracteristică are rădăcini multiple 
(teorema de mărginire a răspunsului indicial al unui sistem liniar discret). 
In plus, dacă două rădăcini ale ecuaţiei caracteristice sunt complex-
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conjugate (cu modulul ρ ), atunci răspunsul indicial are o componentă de 
tip oscilant sinusoidal (cu amplitudinea descrescătoare, constantă sau 
crescătoare după cum 1<ρ , 1=ρ  sau 1>ρ , respectiv). De asemenea, 
răspunsul indicial are o componentă de tip oscilant (care schimbă de semn 
la fiecare moment de timp t Z +∈ ) atunci când ecuaţia caracteristică are o 
rădăcină reală negativă. Dacă toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt 
reale şi pozitive, atunci răspunsul indicial este aperiodic (fără oscilaţii). 

20. Din forma primară (23) a modelului sistemului rezultă imediat că  
dacă  

0 1 1 0ib b b −= = = =" , 

atunci răspunsul indicial )(th  şi răspunsul pondere ( )g t  satisfac i  condiţii 
iniţiale nule, adică 

       (0) (1) ( 1) 0h h h i= = = − =" ,   (0) (1) ( 1) 0g g g i= = = − =" .     (46) 

Dacă toate rădăcinile 1 2, , , nz z z…  ale ecuaţiei caracteristice a sistemului au 
modulul subunitar şi nenul, din formula (44)  rezultă că răspunsului indicial 

)(th  se stabilizează la valoarea 

                                     0 1

1 2
( )

1 ...
r

n

b b b
h

a a a
+ + +

∞ =
+ + + +

"
,                     (47) 

egală cu factorul static de proporţionalitate al sistemului. 

30. Metoda de calcul al răspunsului sistemului la o funcţie de intrare 
analitică arbitrară o( ) 1 ( )fu t t= ⋅  este similară metodei de calcul al 
răspunsului indicial. Formula de calcul al soluţiei particulare a ecuaţiei cu 
diferenţe (29) depinde de forma particulară a funcţiei )(tf . Astfel,  

- pentru intrare impuls unitar, adică )()( 0 ttu δ= , avem  
          ( ) 0pw t = ;                                 (48)  

- pentru intrare rampă unitară, adică  )(1)( 0 tttu ⋅= , avem 

  1 2
2

1 21 2

2 ...
( ) 1 ...(1 ... )

n
p

nn

a a na t n
w t a a aa a a

+ + + −
= + + + + ++ + + +

;            (49)     

- pentru intrare exponenţială, adică  )(1)( 0 tatu t ⋅= , avem 

        1 2
1 2

( )
1 ...

t n

p n
n

a
w t

a a a a a a

−

− − −=
+ + + +

.                             (50) 
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40. Calcul analitic al răspunsului este uneori mai simplu în cazul 
utilizării modelului secundar sub forma  

      
⎩
⎨
⎧

−+++++=

−=−++−+

)1()()1()

)1()(1)()(

10

1

rtwb...twbtwby(t

tuntwa...twatw

r

n               (51) 

sau 

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+++−+++=

−=−++−+

)()()()

)()()()(

rntwb...ntwbntwby(t

ntuntwa...twatw

r

n

1

1

10

1
.            (52) 

In cazul modelului (52), toate condiţiile iniţiale )0(w , )1(w ,  … , )1( −nw  
sunt nule. Astfel, pentru intrare treaptă unitară, răspunsul )(tw  se obţine 
prin rezolvarea ecuaţiei cu diferenţe 

                 1( ) ( 1) ( ) 1nw t a w t ... a w t n+ − + + − =  
pentru  

  0)1()1()0( =−=== nwww " .               (53) 

 In MATLAB, modelul de tip transfer intrare-ieşire ("input-output transfer") al 
unui sistem discret liniar monovariabil se construieşte tot cu ajutorul funcţiei tf, astfel: 
       •  sisd= tf (b,a,T); 

unde b şi a sunt vectori linie, formaţi cu coeficienţii termenilor intrării, respectiv cu 
coeficienţii termenilor ieşirii din ecuaţia primară (23), iar T este perioada de discretizare 
a timpului. Vectorii a şi b trebuie să aibă  aceeaşi dimensiune, anume max(n+1, r+1): 

              b=[b0 b1 ... bn],  a=[a0 a1 ... an] – în cazul nr≤ ; 
              b=[b0 b1 ... br],  a=[a0 a1 ... ar] – în cazul nr> . 

Prin urmare, în cazul rn≠ , ultimele elemente (din dreapta) ale unuia din cei doi vectori 
se aleg 0. Dacă  însă b0=b1=…=bj=0, atunci argumentul de intrare b poate fi introdus şi 
sub forma b=[bj+1 bj+2 ... bn] sau  b=[bj+1 bj+2 ... br], după cum nr≤ , respectiv nr> . 

Invers, din sistemul sisd se pot extrage matricele b şi a la fel ca la sistemele 
continue, cu ajutorul funcţiei tfdata sau prin referire directă la proprietăţile obiectului 
model. 

Pentru calculul şi reprezentarea grafică a răspunsului se utilizează aceleaşi funcţii 
ca la sistemele continue de tip I-E (step, impulse, lsim). Dacă se utilizează argumentul 
de intrare t, introdus anterior cu comanda t=t0:T:t1, pasul T trebuie să fie egal cu 
perioada de discretizare a timpului modelului discret.  

De asemenea, implementarea sistemelor compuse (tip serie, paralel, cu reacţie) se 
face la fel ca la sistemele continue. 



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E    

  

85

3.3. SISTEME  ECHIVALENTE  INTRARE-IEŞIRE 

Prin definiţie, două sisteme sunt echivalente intrare-ieşire dacă pentru 
orice funcţie de intrare comună, de tip original, răspunsurile celor două 
sisteme sunt identice. 

Sistemele liniare continue invariante cu modelul primar de forma 

       ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 0

n n n r
n n n ra y a y a y a y b u b u bu b u− −

− −+ + + + = + + + +� �" " ,    (54) 

cu 0na ≠ , sunt complet definite de coeficienţii ia  ai derivatelor mărimii de 
ieşire şi coeficienţii ib  ai derivatelor mărimii de intrare, cu care se poate 
construi următoarea funcţie raţională: 

          
1

1 1 0
1

1 1 0
( )

n n
n n

n n
n n

b s b s b s b
G s

a s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
"
"

,              (55) 

unde s  este o variabilă reală sau complexă. Funcţia )(sG , numită funcţie de 
transfer, permite caracterizarea completă a sistemului sub aspectul 
corelaţiei dinamice intrare-ieşire. Funcţia de transfer se obţine direct din 
ecuaţia diferenţială a sistemului, şi invers, ecuaţia diferenţială a sistemului 
se poate scrie imediat din funcţia de transfer, dacă aceasta este scrisă sub 
forma raportului a două polinoame ordonate după puterile descrescătoare 
ale variabilei s .  

Două funcţii de transfer 1( ) ( ) / ( )G s A s B s=  şi 2( ) ( ) / ( )G s C s D s= , cu 
)(sA , )(sB , )(sC  şi )(sD  funcţii polinomiale, sunt considerate egale atunci 

când pentru orice s∈C  are loc identitatea 

               ( ) ( ) ( ) ( )A s D s B s C s= , 

adică atunci când funcţiile iau aceleaşi valori pentru toate valorile 
admisibile comune ale variabilei s . Două funcţii de transfer egale au, 
evident,  aceiaşi poli şi aceleaşi zerouri.  

In mod similar, sistemului liniar discret invariant cu modelul primar de 
forma 

1 0 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )n ry t a y t a y t n b u t bu t b u t r+ − + + − = + − + + −" " ,     (56)   

i se poate asocia funcţia de transfer raţională 
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1

0 1
1

1
( )

1

r
r

n
n

b b z b z
G z

a z a z

− −

− −
+ + +

=
+ + +

"
"

,                   (57) 

unde z  este o variabilă reală sau complexă.  
Două sisteme continue sau discrete care au aceiaşi coeficienţi ia  şi ib , 

deci aceeaşi funcţie de transfer, sunt în mod evident echivalente intrare-
ieşire (cazul trivial). Există însă şi sisteme echivalente intrare-ieşire de 
ordin diferit. 

Teorema de echivalenţă intrare-ieşire. Două sisteme liniare invari-
ante şi monovariabile sunt echivalente intrare-ieşire dacă şi numai dacă au 
funcţii de transfer  egale.  

In cazul sistemelor continue, demonstrarea teoremei se reduce la a 
arăta că oricare ar fi numărul real sau complex 1s , sistemul S1 cu funcţia de 
transfer 

1
1 1 0 1

1 1
1 1 0 1

( )( )
( )

( )( )

n n
n n

n n
n n

b s b s b s b s s
G s

a s a s a s a s s

−
−

−
−

+ + + + −
=

+ + + + −
"
"

 

este echivalent intrare-ieşire cu sistemul S cu modelul primar (54) şi funcţia 
de transfer (55). Fie ( )u t  o funcţie de intrare comună, de tip original, a 
sistemelor S şi S1. Trebuie să arătăm că răspunsurile ( )y t  şi 1( )y t  ale 
sistemelor S şi S1 sunt egale. Răspunsul 1( )y t  al sistemului S1 este dat de 
soluţia ecuaţiei diferenţiale  

      ( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1 1 0 1 1 1 1 0 1[ ] ( ) [ ] ( )n n n n

n na y s y a y s y b u s u b u s u+ +− + + − = − + + −� �" " .    (58) 

Prin efectuarea substituţiilor  

             1 1 1w y s y= −� ,    1u s u= −�v ,                 
rezultă 

        ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 0

n n n n
n n n na w a w a w a w b b b b− −

− −+ + + + = + + + +� �" "v v v v .     (59) 

Deoarece ecuaţia (59) are forma identică cu cea a ecuaţiei (54) a sistemului 
S, rezultă că ( )w t  coincide cu răspunsul sistemului S la intrarea ( )tv , unde 

1u s u= −�v . In conformitate cu principiul superpoziţiei aplicat sistemului S, 
relaţia 1u s u= −�v  implică 1( )w t y s y= −� , deci 1 1 1 1y s y y s y− = −� � . Cu substituţia 

1z y y= − , 
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obţinem ecuaţia diferenţială 1z s z=� ,  cu soluţia 

1( ) (0 ) es tz t z += ⋅ ,   0≥t . 

Pe de altă parte, din ecuaţiile (54) şi (58) rezultă 

1(0 ) (0 ) (0 )n

n

b
y y ua+ + += = , 

deci (0 ) 0z + =  şi, prin urmare, ( ) 0z t =  pentru orice 0t ≥ , adică 1 ( ) ( )y t y t=  
pentru orice 0t ≥ . Demonstraţia este similară în cazul sistemelor discrete.  

Observaţii. 1o. Conceptul de echivalenţă intrare-ieşire este aplicabil şi 
la sistemele de tip I-S-E. Din teorema de echivalenţă intrare-ieşire rezultă 
că un sistem  liniar monovariabil S1 de tip I-S-E este echivalent intrare-
ieşire cu un sistem liniar monovariabil S de tip I-E dacă şi numai dacă 
sistemul S1 poate fi transformat într-un sistem de tip I-E care să aibă funcţia 
de transfer egală cu funcţia de transfer a sistemului S. De asemenea, două 
sisteme liniare monovariabile de tip I-S-E sunt echivalente intrare-ieşire 
dacă cele două sisteme pot fi transformate în sisteme de tip I-E care să aibă 
funcţiile de transfer egale. 

2o. Un sistem de ordinul n  (continuu sau discret) se numeşte minimal 
dacă nu există un sistem echivalent intrare-ieşire cu ordinul mai mic decât 
n . Din teorema de echivalenţă intrare-ieşire rezultă 

Teorema de minimalitate. Un sistem liniar monovariabil este minimal 
dacă şi numai dacă polinoamele de la numărătorul şi numitorul funcţiei de 
transfer sunt coprime (nu au rădăcini comune). 

Din teorema de minimalitate reiese că un sistem monovariabil este 
minimal dacă şi numai dacă toate rădăcinile polinomului caracteristic sunt 
poli ai funcţiei de transfer, adică dacă şi numai dacă polinomul 
caracteristic coincide cu polinomul polilor. 

Prin simplificarea funcţiei de transfer, un sistem monovariabil 
neminimal poate fi transformat într-un sistem minimal echivalent intrare-
ieşire.  

3.4. DISCRETIZAREA SISTEMELOR CONTINUE DE TIP I-E 

Sistemele discrete sunt sisteme artificiale, concepute şi realizate de 
om. O categorie importantă de sisteme discrete este aceea rezultată prin 
discretizarea sistemelor continue, în vederea simulării lor numerice. 
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Două funcţii de timp de tip original, una ( )u t  de timp continuu ( t∈R ) 
şi cealaltă 0( )u t  de timp discret ( t kT= , k∈Z ), se numesc T-echivalente 
dacă au aceleaşi valori la toate momentele de timp kt kT= . Echivalenţa este 
de ordinul zero dacă funcţia de timp continuu ( )u t  este de tip T-scară, 
adică este constantă pe fiecare interval de timp 1[ , )k kt t + : 

              ( ) ( )ku t u t= ,  1[ , )k kt t t +∈ .                               (60) 

Dacă ( )u t  este de tip T-rampă, adică liniară şi cu o anumită pantă  pe 
fiecare interval 1[ , )k kt t + , de exemplu 1[ ( ) ( )]/k ku t u t T−− , atunci echivalenţa 
celor două funcţii de timp este de ordinul unu. 

Prin definiţie, un sistem liniar discret 0Σ  reprezintă discretizatul 
intrare-ieşire (sau echivalentul discret intrare-ieşire) cu perioada T  al unui 
sistem liniar continuu Σ  atunci cînd ieşirile celor două sisteme sunt           
T-echivalente pentru orice intrări T-echivalente de ordinul zero. 

Deoarece funcţiile treaptă unitară 1( )t  şi 01 ( )t  sunt T-echivalente de 
ordinul zero, răspunsul indicial ( )h t  al unui sistem continuu şi răspunsul 
indicial 0( )h t  al discretizatului acestuia sunt T-echivalente. 

Discretizatul cu perioada T  al sistemului continuu pur integral cu 
modelul 

T y u=�  

are ecuaţia  
1 1k k ky y u− −− = . 

Răspunsurile idiciale ale celor două sisteme sunt T-echivalente, deoarce 

( ) th t
T

= ,   0t≥ , 

0( )
t

h t
T

= ,   , 0,1,2,t kT k= = … 

In general, pentru obţinerea discretizatului intrare-ieşire al sistemului 
continuu propriu cu modelul matematic 

         ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 0

n n r r
n n r ra y a y a y a y b u b u b u b u− −

− −+ + + + = + + + +� �" " ,       (61)            

se utilizează următoarea metodologie: 
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a)  se determină funcţia de transfer a sistemului continuu,  

             1 0

1 0

( ) r

n

r

n
b s b s b

G s
a s a s a

+ + +
=

+ + +

"
"

;                                    (62)   

b)  se calculează funcţia de transfer a discretizatului, cu relaţia1 

             0 1
1

( )
( ) (1 ) rez

(1 e )i
Tss

G s
G z z

s z
−

−= −
−∑ ,                   (63) 

unde is  sunt polii funcţiei ( )/G s s , iar T  perioada de discretizare 
(eşantionare); 

c)  se aduce 0( )G z  la forma  

           0
1

0 1
1

1
( )

1

r
r

n
n

b b z b z
G z

a z a z

− −

− −

+ + +
=

+ + +
"
"

                           (64) 

şi se scrie apoi ecuaţia discretizatului I-E, sub forma ecuaţiei cu diferenţe 

     1 1 0 1 1k k n k n k k r k ry a y a y b u bu b u− − − −+ + + = + + +" " .                  (65) 

Observaţii. 1o. Din relaţia (63) reiese că dacă is  este un pol al funcţiei 
de transfer ( )G s , atunci e iT

i
sz =  este pol al funcţiei de transfer )(0 zG . 

Echivalent, dacă ( )G s  are la numitor factorul 1 1T s+ , atunci )(0 zG  va avea 
la numitor factorul 
        11 pz−− ,  1/e T Tp −= .                                (66) 

Pe de altă parte, ţinând seama de (21) şi (22), avem 

                 (0 ) ( )h G+ = ∞ ,    ( ) (0)h G∞ = ,                    (67) 

iar din (46) şi (47) rezultă 

               0 0(0 ) ( )h G+ = ∞ ,    0 0( ) (1)h G∞ = .              (68) 

                                                     
1 Reziduul funcţiei F(s) relativ la polul simplu p este dat de relaţia 

               
psps

sFpssFrez
==

−= )]()[()( . 

Dacă polul p are ordinul de multiplicitate m, atunci 

              
ps

mm
ps

sFpsmsFrez
=

−
=

−
−

= )1()]()[()!1(
1)( . 
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Deoarece răspunsul indicial ( )h t  al sistemului continuu şi răspunsul indicial 
0( )h t  al discretizatului acestuia sunt T-echivalente, avem 0(0 ) (0 )h h+ +=  şi 
0( ) ( )h h∞ = ∞ , deci 

         0( ) ( )G G∞ = ∞ ,    0(1) (0)G G= .                    (69) 

Pe baza proprietăţilor exprimate prin relaţiile (66) şi (69), se poate scrie 
uşor modelul discretizatului unui sistem continuu de ordinul unu de tip 
proporţional sau derivativ. Astfel, sistemul continuu de întârziere de 
ordinul unu cu ecuaţia diferenţială 

             1T y y Ku+ =� ,                               (70) 

deci cu funcţia de transfer 

             
1

( )
1

K
G s

T s
=

+
, 

are discretizatul cu funcţia de transfer  

         
1

1
0 (1 )
( )

1
K p z

G z
pz

−

−

−
=

−
,   1/e T Tp −= , 

şi ecuaţia cu diferenţe 

                    1 1(1 )k k ky py K p u− −− = − .                    (71) 

Similar, sistemul continuu de tip derivativ cu ecuaţia 

           1 dT y y T u+ =� � ,                                    (72) 

deci cu funcţia de transfer 

           
1

( )
1

dT s
G s

T s
=

+
, 

are discretizatul cu funcţia de transfer  

         
1

0
1

1

1
( )

1
dT z

G z
T pz

−

−

−
= ⋅

−
,   1/e T Tp −= , 

şi ecuaţia cu diferenţe 

                  1 1
1

( )d
k k k k

T
y py u u

T− −− = − .                    (73) 
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2o. Pentru 1/K T T= , din (70) şi (71) rezultă că sistemul continuu cu 
ecuaţia diferenţială  

1
1

T
T y y u

T
+ =� , 

are discretizatul cu ecuaţia cu diferenţe 

1
1 1(1 )k k k

T
y py p u

T− −− = − . 

Efectuând 1T →∞ , obţinem că că sistemul continuu pur integral cu 
ecuaţia diferenţială  
                                                     Ty u=� ,                                                 (74) 

are discretizatul cu ecuaţia cu diferenţe 

                                              1 1k k ky y Tu− −− = .                                         (75) 

Acelaşi rezultat se obţine aplicând direct metodologia (62)-(65). 

3o. Calculul discretizatului sistemelor continue de ordin superior este  
mult mai complicat. De aceea, în multe aplicaţii, se poate utiliza 
următoarea metodă de discretizare aproximativă: se reprezintă sistemul 
continuu sub forma unei conexiuni de subsisteme elementare de ordinul 
unu, apoi se efectuează discretizarea fiecărui subsistem elementar.  

4o. O altă metodă de discretizare aproximativă a sistemului continuu 
cu modelul primar (61) constă în înlocuirea funcţiei de ieşire ( )y t  cu 1ky − , 
a funcţiei de intrare ( )u t  cu 1ku − , a derivatei ( )y t�  cu 1( )/k ky y T−− , a 
derivatei ( )u t�  cu 1( )/k ku u T−− , a derivatei ( )y t��  cu 2

1 2)( 2 /k k ky y y T− −− + , 
formulă rezultată din 

                
1 1 2

1 1 2
2

2
k k k k

k k k k k

y y y y
y y y y yT T

T T T

− − −
− − −

− −
−− − +

= =
� �

, 

şi aşa mai departe. In general,  derivata { }( )iy t  se înlocuieşte cu  raportul 

         
1 2

1 2 ... ( 1)i i
k i k i k k ii

i
y C y C y C y

T
− − −− + + + −

.                         (76) 

Metodele aproximative de discretizare sunt eficiente atunci cînd se 
utilizează o perioadă T de discretizare a timpului cu valoarea relativ mică.  
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Utilizând metoda de discretizare aproximativă, pentru discretizatul 
sistemului continuu de tip derivativ (72) obţinem ecuaţia cu diferenţe 

                          1 1 1
1

( ) ( )k k d k k
k

T y y T u u
y

T T
− −

−
− −

+ = , 

echivalentă cu  

                 1 1
1 1

(1 ) ( )d
k k k k

TTy y u uT T− −− − = − .                    

Se observă că acest model poate fi dedus din modelul discretizatului 
propriu-zis (73) prin aproximarea cunoscută 

             1/
1e 1 /T T T T− ≈ − ,                                       

care este cu atât mai bună cu cât raportul 1/T T  este mai mic. 

5o. Datorită formei recursive a modelului intrare-ieşire, discretizatul 
propriu-zis şi discretizaţii aproximativi ai unui sistem continuu pot fi 
utilizaţi în calculul numeric al răspunsului sistemului continuu la orice 
intrare de timp continuu ( )u t . In acest scop, perioada de discretizare T  se 
alege suficient de mică (dar nu exagerat de mică, pentru evitarea volumului 
mare de calcul şi a acumulării erorilor de rotunjire şi trunchiere). Dacă 
intrarea ( )u t  a sistemului continuu este de tip T-scară, atunci răspunsul 
sistemului continuu şi răspunsul discretizatului propriu-zis sunt                 
T-echivalente.  

 In Matlab, discretizatul intrare-ieşire sisd al sistemului continuu de tip intrare-
ieşire sis se obţine cu funcţia 
     •   sisd = c2d(sis,T);  

unde T reprezintă perioada de discretizare.  

3.5. SISTEME MONOTONICE 

Un sistem continuu sau discret se numeşte crescător monotonic        
(C-monotonic)  dacă are răspunsul ( )y t  crescător pentru orice intrare  ( )u t  
de tip original crescătoare. Dacă răspunsul este descrescător pentru orice 
intrare de tip original crescătoare, atunci sistemul este descrescător 
monotonic (D-monotonic). Un sistem de tip C-monotonic sau D-monotonic 
este un sistem monotonic. 
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Teorema fundamentală a sistemelor monotonice. Un sistem liniar, 
invariant şi monovariabil este C-monotonic dacă şi numai dacă are funcţia 
pondere nenegativă sau, echivalent, dacă şi numai dacă are funcţia 
indicială crescătoare. 

Demonstraţie. La sistemele liniare continue, din relaţiile 

                           
( )

( )
dh t

g t
dt

=  ,    0( ) ( )th t g dτ τ= ∫ , 

rezultă că funcţia indicială ( )h t  a sistemului este crescătoare dacă şi numai 
dacă funcţia pondere ( )g t  este nenegativă, adică ( ) 0g t ≥  pentru orice t  
real. Prin urmare, este suficient să demonstrăm numai prima parte a 
teoremei. 

Necesitatea. Presupunem că sistemul este C-monotonic şi arătăm că  
( ) 0g t ≥  pentru orice t  real. Deoarece funcţia treaptă unitară 1( )u t=  este 

crescătoare, răspunsul indicial ( )h t  al unui sistem C-monotonic este 
crescător, deci 

                                         
( )

( ) 0
dh t

g t
dt

= ≥ .  

Suficienţa. Presupunem ( ) 0g t ≥  pentru orice t  real şi arătăm că 
răspunsul ( )y t  al sistemului la orice funcţie de intrare crescătoare de tip 
original ( )u t  este, de asemenea, o funcţie crescătoare, adică 1 2( ) ( )y t y t≤  
pentru orice 1t  şi 2t , 1 2t t< . Ţinând seama de formula de convoluţie, avem: 

             2 1
2 1 2 10 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t ty t y t g u t d g u t dτ τ τ τ τ τ− = − − −∫ ∫  

                              1 2

12 1 20 ( )[ ( ) ( )] ( ) ( )t t
tg u t u t d g u t dτ τ τ τ τ τ τ= − − − + −∫ ∫ . 

Deoarece ( ) 0g τ ≥  şi 2 1( ) ( ) 0u t u tτ τ− − − ≥  pentru τ ∈R , iar 
2( ) (0 ) 0u t uτ −− ≥ =   pentru  2tτ ≤ ,  rezultă   0)()( 12 ≥− tyty . 

La sistemele discrete, demonstraţia este asemănătoare. In conformitate 
cu relaţia 

              ( ) ( ) ( 1)g t h t h t= − −   

(valabilă pentru 1T = ), funcţia indicială ( )h t  este crescătoare dacă şi numai 
dacă funcţia pondere ( )g t  este nenegativă, adică ( ) 0g t ≥  pentru t∈Z . 
Suficienţa rezultă din 
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1

0 0
( 1) ( ) ( 1 ) ( ) ( ) ( )

t t

i i
y t y t g t i u i g t i u i

+

= =
+ − = + − − −∑ ∑  

                    
1

0
( 1 )[ ( ) ( 1)] 0

t

i
g t i u i u i

+

=
= + − − − ≥∑  

Observaţii. 10. Având în vedere că funcţia indicială a unui sistem 
liniar continuu şi funcţia indicială a discretizatului propriu-zis sunt                
T-echivalente, adică au aceleaşi valori la momentele de timp kt kT= , 
rezultă că discretizatul propriu-zis al unui sistem continuu C-monotonic 
este, de asemenea, un sistem C-monotonic.  

20. O conexiune serie de sisteme C-monotonice este, de asemenea, un 
sistem C-monotonic. Intr-adevăr, pentru orice intrare  ( )u t  de tip original 
crescătoare, răspunsul primului subsistem C-monotonic este crescător. 
Deoarece acest răspuns este aplicat la intrarea celui de-al doilea subsistem 
C-monotonic,  răspunsul acestuia este este crescător ş.a.m.d. 

3.6.  APLICAŢII  REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 3.1.  Fie conexiunea serie alăturată, formată din subsistemele:  

      
Să se afle răspunsul indicial, răspunsul pondere şi răspunsul la intrare rampă unitară ale 
subsistemului S1 şi ale conexiunii serie. 

Soluţie. Calculul răspunsului indicial )(1 th  al subsistemului S1 se face pe baza 
modelului secundar al acestuia, cu ecuaţiile 

0=(0)   , 12 www =+� , 

                                                       wwh += �1 . 

Prin rezolvarea ecuaţiei diferenţiale în w , obţinem: 

2/e1)( ttw −−= , 
apoi 

2/
1 e5,01)( tth −−= ,  0≥t  . 

Subsistemul S1 are răspunsul pondere   

(S1) uu +=+ �� vv2 , 
(S2)  v24 =+ yy� .   
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1 /2
1 1 1 0 0

( )
( ) ( ) (0 ) ( ) 0,5 ( ) 0, 25e tdh t

g t h t h t t
dt

δ δ −+= = + = +� . 

Deoarece funcţia rampă unitară )(1 tt ⋅  se obţine prin integrarea funcţiei treaptă unitară 
)(1 t , răspunsul )(1 ts la intrare rampă unitară poate fi obţinut prin integrarea răspun-

sului )(1 th  la intrare treaptă unitară. Aşadar, 

                ∫ −+−==
t tthts
0

2/
11 e1d)()( ττ . 

Pentru calculul răspunsului indicial )(th  al conexiunii serie, pe baza modelului 
subsistemului S2 şi a intrării )(tv  determinate, egală cu )(1 th , formăm ecuaţia 
diferenţială 

0=(0)     , e24 2/ yyy t−−=+� . 

Condiţia iniţială (0)y  este nulă din teorema condiţiilor iniţiale nule, deoarece 1=− rn  
pentru subsistemul S2. Prin rezolvare, obţinem 

/2 /4( ) ( ) ( ) 2 e 3et t
p omgh t y t y t − −= + = + −  . 

Pentru calculul răspunsului indicial )(th  pe baza modelului sistemului compus, prin 
eliminarea variabilei v  între ecuaţiile celor două subsisteme, obţinem modelul primar al 
conexiunii serie: 

uuyyy 2268 +=++ ���� . 

Pe baza modelului secundar, formăm ecuaţiile: 

0=(0)=(0)    , 168 wwwww ���� =++ , 

wwh 22 += � . 
Prin rezolvare, obţinem: 

4/2/ e2e1)( tttw −− −+= ,   4/2/ e3e2)( ttth −− −+=  . 

Conexiunea serie are răspunsul pondere 

/2 /4
0

( )
( ) ( ) (0 ) ( ) 0,5e 0,75et tdh t

g t h t h t
dt

− −+= = + δ = − +�  

şi răspunsul la intrare rampă unitară 

/2 /4
0

( ) ( ) 2 10 2e 12et t ts t h d tτ τ − −= = − − +∫  . 

Răspunsul )(ts la intrare rampă unitară poate fi obţinut şi direct din modelul secundar, 
cu ecuaţiile: 
                              0=(0)=(0)    , 68 wwtwww ���� =++ ,    

               wws 2+2= �  . 
Rezultă: 

4/2/ e8e26)( ttttw −− +−−= ,    4/2/ e12e2102)( tttts −− +−−= . 
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Graficele din fig. 3.4 ale celor trei răspunsuri ale conexiunii serie au fost obţinute 
în Matlab, cu programul:  

sis1=tf([1 1],[2 1]); sis2=tf(2,[4 1]); 
sis=sis1*sis2;  
t=0:0.1:16;  
h=step(sis,t); g=impulse(sis,t); 
u=t; s=lsim(sis,u,t); 
plot(t,h,t,g,t,s/10); grid on; 

 
Fig. 3.4. Răspunsul indicial )(th , răspunsul pondere )(tg  

şi răspunsul )(ts  la intrare rampă unitară. 

♦ Aplicaţia 3.2.  Să se arate că sistemul de ordinul doi cu ecuaţia 

2 22 n n ny y y uξω ω ω+ + =�� � ,    10 <<ξ , 0>nω , 

are răspunsul indicial 

)sin(
1

e1)( 12
αω

ξ

ξω
+⋅

−
−=

−
tth

tn
, 

unde  
ξα =cos  ,  2

1 1 ξωω −= n . 

Soluţie. Din modelul staţionar  
y u= , 

rezultă că răspunsul indicial ( )h t  are valoarea finală egală cu valoarea finală a intrării 
treaptă unitară, adică 1. Răspunsul indicial este soluţia ecuaţiei diferenţiale  

222 nnn yyy ωωωξ =++ ��� ,     0)0( =y , 0)0( =y� . 
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Ecuaţia caracteristică are rădăcinile  

12,1 ωξω jr n ±−= . 

Prin urmare, funcţia indicială are forma 

1 1 2( ) 1 e sin( )nth t C t Cξω ω−= + + . 

Deoarece sistemul are ordinul relativ doi, funcţia indicială satisface două condiţii 
iniţiale nule. Din condiţia iniţială 0)0( =h� , obţinem   

αξ
ξ

ξω
ω

tg1tg
2

1
2 =−==

n
C , 

deci α=2C , iar din condiţia iniţială  

                                                               0)0( =h ,  
obţinem  

                                                1 2
2

1 1 1
sin sin 1

C
C α ξ

− − −= = =
−

. 

Graficele răspunsurilor indiciale din fig. 3.5 au fost obţinute în Matlab, cu 
programul:  

       cs=[0.2  0.5  0.7 1 2];  
       m=2; t=0:0.01:8; 

for i=1:5 
         sis=tf(m*m,[1  2*cs(i)*m  m*m]); 
          Y(:,i)=step(sis,t);  

end 
plot(t,Y); grid on; 

 
Fig. 3.5. Răspunsul indicial al sistemului de întârziere de ordinul doi, 

pentru diferite valori ale factorului de amortizare ξ . 
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♦ Aplicaţia 3.3.  Considerăm conexiunea cu reacţie alăturată, în care: 

        (S1)  keyy =+�5 ,   0>k ;          

         (S2)   y=+vv� . 

Pentru )(1 tu = , să se afle  )(ty  şi )(te  în     
cazurile:  

a) 6,0=k ;    b) 8,0=k ;    c) 4=k .  

Soluţie. Prin eliminarea variabilelor e  şi v , obţinem ecuaţia conexiunii cu intrarea u  şi 
ieşirea y : 

5 6 ( 1) ( )y y k y k u u+ + + = +�� � � . 

Similar, prin eliminarea variabilelor y  şi v , obţinem ecuaţia conexiunii cu intrarea u  
şi ieşirea e : 

uuuekee ++=+++ ������ 651)(65 . 

Pentru )(1 tu = , funcţiile )(ty  şi )(te  sunt date de ecuaţiile 

⎩
⎨
⎧

+=

===+++

)(
0)0()0(,1)1(65

wwky
wwwkww

�
����

, 

respectiv, 

⎩
⎨
⎧

++=

===+++

wwwe
wwwkww

���
����

65
0)0()0(,1)1(65

 . 

Prin rezolvare se obţin următoarele rezultate: 

a)  pentru 6,0=k :  
tttw 8,04,0 e625,0250,1625,0)( e −− +−=  , 

ttty 8,04,0 e075,0e450,0375,0)( −− +−=  , 

ttte 8,04,0 e375,0e750,0625,0)( −− −+= . 

b)  pentru 8,0=k :   
tttw 6,0e)53(5)(9 −+−= , 

ttty 6,0e)496,0(4)(9 −+−= , 
ttte 6,0e)44,2(5)(9 −++= . 

c)  pentru 4=k :  
)8,0sin15,08,0cos2,0(e2,0)( 6,0 tttw t +−= − , 

)8,0sin4,08,0cos8,0(e8,0)( 6,0 ttty t +−+= − , 

)8,0sin9,08,0cos8,0(e2,0)( 6,0 ttte t ++= − . 
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Graficele din fig. 3.6 cu cele trei răspunsuri )(ty  ale conexiunii cu reacţie au fost 
obţinute în Matlab, cu programul:  

k=[0.6  0.8  4]; t=0:0.1:10; 
sis2=tf(1,[1 1]); 
for i=1:3 

            sis1=tf(k(i),[5  1]);  
         sis= sis1/(1+sis1*sis2); 

            Y(:,i)=step(sis,t);  
end 

      plot(t,Y);  grid on; 

 
Fig. 3.6. Răspunsul indicial )(ty  al conexiunii cu reacţie  

pentru diferite valori ale parametrului k . 

Observaţie. Conexiunea cu reacţie, cu intrarea u  şi ieşirea e , are modelul 
staţionar  

uek =+ )1(  . 

Rezultă că pentru )(1 tu = , eroarea e se va stabiliza la valoarea staţionară 

1
1
+=

kste . 

Prin urmare, eroarea staţionară este nenulă, dar cu atât mai mică cu cât factorul de 
proporţionalitate k  al subsistemului de pe calea directă este mai mare.  

♦ Aplicaţia 3.4.  Subsistemele conexiunii cu reacţie din problema precedentă au 
ecuaţiile: 
                     (S1)       ,ey =�  
                     (S2)   y=+ vv 65 � . 

Să se afle:  a) )(te  pentru )(1 tu = ;  b) )(ty  pentru )(1sin ttu ⋅= . 
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Soluţie.  a) Sistemul cu intrarea u  şi ieşirea e  are ecuaţia 

uueee ������ 6565 +=++ . 

Pentru )(1 tu = , răspunsul )(te  este dat de ecuaţiile modelului secundar 

5 6 1 , (0) (0) 0

5 6

w w w w w

e w w

+ + = = =⎧
⎨

= +⎩

�� � �

�� �
. 

Prin rezolvare se obţine: 
/5( ) 1,25e 0, 25et te t − −= − . 

Deoarece 0)(lim =
∞→

te
t

, sistemul reuşeşte în final să elimine eroarea produsă prin 

modificarea treaptă a intrării u . Acest rezultat se datorează acţiunii persistente, de tip 
integral, a subsistemului S1. In realitate, sistemul elimină eroarea staţionară (finală) 
pentru orice funcţie de intrare care se stabilizează la o valoare finită. Intr-adevăr, din 
ecuaţia dinamică a sistemului, uueee ������ 6565 +=++ , rezultă că în regimul staţionar final, 
caracterizat prin 0==uu ���  şi 0==ee ��� , avem 0=ste .   

b) Sistemul cu intrarea u  şi ieşirea y  are ecuaţia 

                       uuyyy 6565 +=++ ���� . 

Răspunsul sistemului la intrarea )(1sin ttu ⋅=  se obţine prin rezolvarea ecuaţiei 
diferenţiale 
                ttyyy sin6cos565 +=++ ��� ,   0t ≥ , 

în condiţiile iniţiale 0(0))( == yty � . Ambele condiţii iniţiale sunt nule deoarece funcţia 
de intrare )(1sin)( tttu ⋅=  este continuă în origine, iar numărul condiţiilor iniţiale nule 
este cel puţin egal cu 1n r− + , adică cu 2. Rezultă 

          /5125 1 3 14( ) e e sin cos104 8 26 13
t ty t t t− −= − + − . 

Componenta sinusoidală a răspunsului are amplitudinea  

                                                  52
61)13

14()26
3( 22 =+=A . 

Graficele din fig. 3.7 cu cele două răspunsuri ale conexiunii cu reacţie au fost 
obţinute în Matlab, cu programul:  

     t=0:0.1:50; 
     sis1=tf(1,[1 0]);  sis2=tf(1,[5 6]); 
     sis3=1/(1+sis1*sis2);  e=step(sis3,t); 
     sis4= sis1/(1+sis1*sis2);  
     u=sin(t);   
     y=lsim(sis4,u,t); 
      plot(t,e,t,y); grid on; 
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Fig. 3.7. Răspunsul )(te  la intrarea )(1 tu =  şi răspunsul )(ty  la intrarea sin 1( )u t t= ⋅ . 

♦ Aplicaţia 3.5.  Stiind că răspunsul indicial al unui sistem liniar este 

                                                   tth −−= e2)( ,  

să se afle răspunsul sistemului pentru: 

    a)  )(1e)( 2 ttu t ⋅= − ;    b)  
, [0,1)

( )
1, [1, )

t t
u t

t

∈⎧⎪=⎨
∈ ∞⎪⎩

   

    
 ;    c)  

1, [0,1)
( )

0, [1, )
u t

τ

τ

∈⎧
= ⎨

∈ ∞⎩

   

    
.  

Soluţie. a) Calculăm răspunsul pondere  

  )(e)()0()()( 00 tththtg t δδ +=+= −+
� , 

apoi răspunsul la intrarea dată  

        
0

( ) ( )( ) t
g t u dy t τ τ τ−= ∫ = 2

00
[e ( )]e dt t t ττ δ τ τ−− + −∫ = 2

0
e e et t t tdτ τ− − − −+ =∫ . 

b) Se observă că )1()()( 11 −−= tututu , unde )(1)(1 tttu ⋅=  este funcţia rampă 
unitară. Răspunsul )(ts  la intrare rampă unitară este  

         
0

( )( ) 2 1 et th τ dτs t t −= = − +∫ .  

Din principiul superpoziţiei rezultă: 

      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞∈−−

∈+−
=

⎩
⎨
⎧

∞∈−−

∈
=−−=

−

−

),1[,e)1(e2

)1,0[,e12

),1[,)1()(

)1,0[,)(
)1()()(

t

tt

ttsts

tts
tststy

t

t
. 

c)  Deoarece )1(1)(1)( −−= tttu , din principiul superpoziţiei rezultă   

        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞∈−

∈−
=

⎩
⎨
⎧

∞∈−−

∈
=−−=

−

−

),1[,e)1(e

)1,0[,e2

),1[,)1()(

)1,0[,)(
)1()()(

t

t

tthth

tth
ththty

t

t
. 
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♦ Aplicaţia 3.6.  Se consideră sistemul discret cu modelul 

                 ( ) ( 1) 2 ( )y t ay t u t− − = ,    t∈Z . 

Să se calculeze: 
a)  funcţia indicială;  
b)  funcţia pondere;   

c)  răspunsul la intrarea )(1
6
πsin)( 0 tttu ⋅= . 

Soluţie. a) Metoda modelului secundar clasic. Scriem modelul sub forma secundară 
echivalentă 

            
( ) ( 1) ( )

( ) 2 ( )

w t aw t u t

y t w t

− − =⎧
⎨

=⎩
.                         

Pentru )(1)( o ttu = , răspunsul )(tw  pentru 0≥t  este soluţia ecuaţiei cu diferenţe 

                    1)1()( =−− tawtw ,   

corespunzătoare condiţiei iniţiale 1)0( =w .  
In cazul 1≠a , soluţia particulară are forma  

                                            atwp −=1
1)( ,  1≥t , 

iar soluţia ecuaţiei omogene  
                        0)1()( =−− tawtw  

are forma 1( ) t
omgw t C a= . Rezultă  

             taC
a

tw 11
1)( +
−

= ,   1≥t , 

iar din condiţia iniţială 1)0( =w , obţinem 
a
aC
−
−

=
11 ; prin urmare,  

                    
a

aw
t

t
−

−
=

+

1
1)(

1
,  0≥t , 

         
12(1 )( ) 2 ( ) 1

tay t w t a
+−= = −

,  0≥t . 

In cazul 1=a , avem ttwp =)(  şi 1( )omgw t C= , deci 1)( Cttw += , 1≥t . Din 
1)0( =w , obţinem:  

                         1)( += ttw ,   0≥t , 
deci 
                                                ( ) 2 ( ) 2( 1)y t w t t= = + ,  0≥t .  

La acelaşi rezultat se ajunge scriind soluţia în cazul 1≠a  sub forma 
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                                                2( ) 2(1 )ty t a a a= + + + +"  

şi înlocuind apoi pe a  cu 1. 
Metoda modelului secundar (51). Scriem modelul sub forma secundară 

echivalentă 

          
( ) ( 1) ( 1)

( ) 2 ( 1)

w t aw t u t

y t w t

− − = −⎧
⎨

= +⎩
.   

Pentru )(1)( o ttu = , răspunsul )(tw  pentru 0t ≥  este soluţia ecuaţiei cu diferenţe 

                    1)1()( =−− tawtw ,   

corespunzătoare condiţiei iniţiale 0)0( =w .  

In cazul 1≠a , avem atwp −
=1

1)(  şi taCw 1om = . Rezultă  

            taCatw 11
1)( +−= ,  1≥t ,  

iar din condiţia iniţială 0)0( =w , obţinem:  

                     
a
aw

t
t

−
−

=
1
1)( ,  0≥t ; 

 prin urmare,  

        
12(1 )( ) 2 ( 1)

1

tay t w t
a

+−= + =
−

,  0≥t . 

In cazul 1=a , avem ttwp =)(  şi 1( )omgw t C= , deci 1)( Cttw += , 1≥t . Din 

0)0( =w , obţinem:  
                          ttw =)( ,   0≥t , 

deci  
                                            ( ) 2 ( 1) 2( 1)y t w t t= + = + ,    0≥t .  

Metoda inducţiei. In ecuaţia sistemului se înlocuieşte t  succesiv cu valorile 0, 1, 2 
etc. Avem: 

(0) ( 1) 2 2y ay= − + = , 

(1) (0) 2 2( 1)y ay a= + = + , 

2(2) (1) 2 2( 1)y ay a a= + = + + , 

care sugerează  faptul că 1( ) 2( 1)t ty t a a a−= + + + +"  pentru orice t  natural. In 
conformitate cu principiul inducţiei, considerăm relaţia adevărată pentru t  şi arătăm că 
rămâne adevărată şi pentru 1+t , adică 1( 1) 2( 1)t ty t a a a++ = + + + +" . Intr-adevăr,  
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         1 1( 1) ( ) 2 2 ( 1) 2 2( 1)t t t ty t ay t a a a a a a a− ++ = + = + + + + + = + + + +" " . 

b) Metoda directă. Pentru )(0 tu δ= , avem (0) 2y = . Pentru 1≥t , ecuaţia 
sistemului are forma omogenă 0)1()( =−− tayty  şi soluţia taCty 1)( = . Din condiţia 
iniţială (0) 2y =  se obţine 1 2C = . Prin urmare, funcţia pondere a sistemului are 
expresia 

      ( ) 2 ty t a= ,  0≥t . 

Metoda inducţiei. Avem: 

          (0) ( 1) 2 (0) 2y ay u= − + = ,   (1) (0) 2 (1) 2y ay u a= + = ,  

       2(2) (1) 2 (2) 2y ay u a= + = ,  3(3) (2) 2 (3) 2y ay u a= + = ,  

deci ( ) 2 ty t a= , 0≥t . 

Metoda indirectă. Cu relaţia )1()()( −−= ththtg , obţinem 

            
12(1 ) 2(1 )( ) 21 1

t t
ta ag t aa a

+− −= − =− − ,   0≥t . 

c) Pentru )(1
6
πsin)( 0 tttu ⋅= , ecuaţia sistemului devine  

        π( ) ( 1) 2sin 6
ty t ay t− − = ,    0≥t . 

Soluţia particulară a ecuaţiei este de forma  

                              6
πc6

πsin)( tosBtAtyp += ,   1≥t .  

Ea verifică ecuaţia dată pentru 

                
2 2

8 4 3
(2 3 )

aA
a a

−=
− +

,    
2 2

4
(2 3 )

aB
a a

−=
− +

. 

Soluţia generală este de forma 

 
6
πcos

6
πsin)( 1

tBtAaCty t ++= ,  1≥t ,  

iar din condiţia iniţială 0)0( =y  rezultă: 

               )6
πcos(6

πsin)( taBtAty t −−= ,  0≥t . 

Componenta sinusoidală a răspunsului sistemului are amplitudinea 

               2 2
1 2 2

4
(2 3 )

A A B
a a

= + =
− +

. 

Graficele din fig. 3.8, reprezentând răspunsurile sistemului pentru 8,0=a , au fost 
obţinute în Matlab, cu programul:  
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t=0:1:18; 
sisd=tf([2  0],[1 -0.8],1);  
h=step(sisd,t); 
g=impulse(sisd,t);  
y1=lsim(sisd,sin(pi*t/6),t); hold on; 
plot(t,h,'.-');  plot(t,g,'.-'); plot(t,y1,'.-');  
grid on; 

 

 
Fig. 3.8. Răspunsul indicial )(th , răspunsul pondere )(tg  şi răspunsul )(1 ty  

la intrarea 0π( ) sin 1 ( )6
tu t t= ⋅  pentru sistemul cu ecuaţia  )()1(8,0)( tutyty =−− . 

♦ Aplicaţia 3.7.  Pentru sistemul discret cu modelul 

)2()1()1()( 21 −+−=−− tubtubtayty ,   t∈Z , 

să se calculeze: a) funcţia indicială; b) funcţia pondere. 

Soluţie.  (a) Scriem modelul sub forma secundară (51): 

⎩
⎨
⎧

−+=

−=−−

)1()()(
)1()1()(

21 twbtwbty
tutawtw

. 

Pentru )(1)( 0 ttu = , răspunsul )(tw  satisface ecuaţia cu diferenţe 

1)1()( =−− tawtw  

pentru  1t ≥  şi 0)0( =w .  

In cazul 1≠a , avem taC
a

tw 11
1)( +
−

= , 1≥t . Din condiţia iniţială 0)0( =w , 

rezultă  
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a
atw

t

−
−

=
1
1)( , 0≥t . 

Prin urmare 

)1(1
1

1)(1
1
1)( 00

1
21 −⋅

−
−

+⋅
−
−

=
−

t
a

abt
a
abty

tt
, 

şi de aici 
0)0( =y , 

1
1 2
1 1( ) , 11 1

t ta ay t b b ta a
−− −= + ≥− − . 

In cazul 1=a , avem 1)( Cttw += , 1≥t , iar din condiţia iniţială 0)0( =w  obţinem 
ttw =)( , 0≥t .  Rezultă )1(1)1()(1)( 00

21 −⋅−+⋅= ttbttbty , deci  

0)0( =y ,    221 )()( btbbty −+= ,  1≥t . 

b) Pentru )(0 tu δ= , din ecuaţia sistemului rezultă 0)0( =y  şi 1)1( by = . Pentru 
2≥t , utilizând relaţia )1()()( −−= ththtg , obţinem 

2
21

2
2

1
1

1
21 )(

1
1

1
1

1
1

1
1)( −

−−−
+=

−
−

−
−

−
−

−
−

+
−
−

= t
tttt

abab
a

ab
a

ab
a

ab
a
abtg . 

♦ Aplicaţia 3.8. Fie sistemul discret 

       )1(4)2()1()(10 −=−+−− tutytayty ,   t∈Z . 

Să se calculeze răspunsul indicial şi răspunsul pondere în cazurile: a) 7=a ;  b) 2=a . 

Soluţie. a) Metoda modelului secundar (51). Modelul secundar are chiar forma 
modelului primar, adică 

               )1(4)2()1(7)(10 −=−+−− tutytyty . 

Pentru )(10 tu = , rezultă imediat 0)0( =y  şi 5/2)1( =y . In plus, pentru 1≥t , avem 

4)2()1(7)(10 =−+−− tytyty . 

Această ecuaţie cu diferenţe are soluţia generală 
tt CCty 2,05,01)( 21 ⋅+⋅+= ,  2≥t . 

Din condiţiile iniţiale 0)0( =y  şi 5/2)1( =y , rezultă răspunsul indicial 
4 1( ) 1 0,5 0, 23 3

t th t = − ⋅ + ⋅ ,   0≥t . 

Răspunsul pondere este 
4( ) ( ) ( 1) (0,5 0,2 )3

t tg t h t h t= − − = − ,  0≥t  . 



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-E    

  

107

Metoda modelului secundar (52). Scriem modelul sub forma secundară echivalentă 

                       
⎩
⎨
⎧

+=

−=−+−−

)1(4)(

)2()2()1(7)(10

twty

tutwtwtw
. 

Pentru )(10 tu = , rezultă imediat 0)1()0( ==ww . In plus, pentru 2t ≥ , avem 

            1)2()1(7)(10 =−+−− twtwtw .   

Rezultă 
          tt CCtw 2,05,04

1)( 21 ⋅+⋅+= ,  2≥t , 

apoi 

                        tttw 2,012
55,03

2
4
1)( ⋅+⋅−= ,   0≥t . 

Răspunsul indicial are expresia 

                 tttwth 2,03
15,03

41)1(4)( ⋅+⋅−=+= ,   0≥t . 

b)  Utilizăm modelul primar 

         )1(4)2()1(2)(10 −=−+−− tutytyty . 

Pentru )(10 tu = , rezultă imediat 0)0( =y  şi 5/2)1( =y . In plus, pentru 1≥t , avem 

              4)2()1(2)(10 =−+−− tytyty . 

Ecuaţia caracteristică 01210 2 =+− zz  are rădăcinile 

1,2
1 3j (cos jsin )
10

z ρ α α±= = ± , 

unde 10/1=ρ ,  10/1cos =α , 10/3sin =α . Prin urmare, ecuaţia cu diferenţe are 
soluţia generală 

/2
1 2

4( ) 10 ( cos sin )9
ty t C t C tα α−= + + ,   2≥t . 

Din condiţiile iniţiale 0)0( =y  şi 5/2)1( =y , rezultă răspunsul indicial  

/24( ) (1 10 cos )
9

th t tα−= − ,  0≥t . 

Răspunsul pondere se obţine astfel 

/24( ) ( ) ( 1) 10 sin
3

tg t h t h t tα−= − − = ⋅ ,  0≥t . 

Graficele din fig. 3.9, reprezentând răspunsurile sistemului pentru cazurile 7=a  şi 
2=a  au fost obţinute în Matlab, cu programul:  
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t=0:1:8;  
a=7; sisd=tf([0  4  0],[10  -a  1],1);  
h1=step(sisd,t); g1=impulse(sisd,t); 
a=2; sisd=tf([0  4  0],[10  -a  1],1);  
h2=step(sisd,t); g2=impulse(sisd,t); hold on;  
plot(t,h1,'.-'); plot(t,g1,'.-'); 
plot(t,h2,'.-');  plot(t,g2,'.-'); grid on; 

 
Fig. 3.9. Funcţia indicială h  şi funcţia pondere g  ale sistemului cu ecuaţia 

)1(4)2()1()(10 −=−+−− tutytayty . 

♦ Aplicaţia 3.9. Să se determine răspunsul indicial al sistemului discret 

        421 )1)(1()( −−− −−=++− kkkk ubaabyybay ,   k∈Z , 

pentru 1≠a ,  1≠b . 

Soluţie. Scriem modelul sub forma secundară echivalentă (52): 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−−=++−

−

−−−

2

221 )1)(1()(

kk

kkkk

wy

ubaabwwbaw
. 

Pentru )(10 kuk = , rezultă imediat 00 =w  şi 01=w . In plus, pentru 2k ≥ , avem 

)1)(1()( 21 baabwwbaw kkk −−=++− −− . 

Cazul ba ≠ . Ecuaţia cu diferenţe are soluţia generală  
kk

k bCaCw 211 ++= ,    2≥k , 

iar din condiţiile iniţiale 00 =w  şi 01=w , obţinem 

kk
k b

ab
aa

ba
bw

−
−

−
−
−

−=
111 ,    0≥k . 
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Din 2−= kk wy , rezultă 
010 == yy , 

22 111 −−
−
−−−

−−= kk
k bab

aaba
by ,    2≥k . 

Cazul ba = . Ecuaţia cu diferenţe  

2
2

2
1 )1(2 awaaww kkk −=+− −−  ,  1≠a , 

are soluţia generală  
k

k aCkCw )(1 21 ++= ,   2≥k . 

 iar din condiţiile iniţiale 00 =w  şi 01=w , obţinem 

1])1[(1 −−−+= k
k aakaw ,   0≥k . 

Din 2−= kk wy , rezultă   
010 == yy , 

3]23)1[(1 −−+−−= k
k aakay ,  2≥k . 

♦ Aplicaţia 3.10.  Fie conexiunea serie ataşată, formată din subsistemele discrete:  

          (S1)  11 7,01,02,0 −− +=− kkkk uuvv , 

          (S2)   21 1,25,0 −− =+ kkk yy v .   

Să se afle răspunsul indicial şi răspunsul pondere ale conexiunii serie. 

Soluţie.  Metoda 1. Scriem modelul subsistemului S1 sub forma 

⎩
⎨
⎧

+=

=−

+

−−

kkk

kkk

ww

uww

7,01,0

2,0

1

11

v
. 

Pentru )(10 kuk = , avem 00 =w  şi  

12,0 1 =− −kk ww ,    1k ≥ . 

Rezultă 
k

k Cw 2,04
5

1 ⋅+= ,    1≥k , 

)2,01(4
5 k

kw −= ,     0≥k , 

apoi 
k

k 2,09,01 ⋅−=v ,    0≥k . 
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Pentru calculul răspunsului indicial ky , scriem modelul subsistemului  S2  sub forma  

⎩
⎨
⎧

=

=+

−

−−

1

11

1,2
5,0

kk

kkk

wy
ww v

. 

Pentru k
k 2,09,01 ⋅−=v , 0≥k , răspunsul kw  satisface 00 =w  şi 

1
1 2,09,015,0 −
− ⋅−=+ k

kk ww ,  1≥k . 

Rezultă 
kk

k Cw )5,0(2,07
9

3
2

1 −⋅+⋅−= ,   1≥k , 

kk
kw )5,0(21

132,07
9

3
2 −⋅+⋅−= ,   0≥k , 

iar din 11,2 −= kk wy , obţinem răspunsul indicial al conexiunii 

0 0h = , 
11 )5,0(3,12,07,24,1 −− −⋅+⋅−= kk

kh  , 1≥k . 

Din relaţia 1−−= kkk hhg , obţinem răspunsul pondere al conexiunii 

010 == gg , 

11 )5,0(9,32,08,10 −− −+⋅= kk
kg  ,  2≥k . 

Metoda 2. Prin eliminarea variabilelor kv , 1−kv  şi 2−kv  între ecuaţiile celor două 
subsisteme (care se poate realiza înlocuind pe kv  şi 1−kv  în prima ecuaţie cu expresiile 

corespunzătoare obţinute din a doua ecuaţie), obţinem ecuaţia conexiunii serie sub 
forma primară 

3221 47,121,01,03,0 −−−− +=−+ kkkkk uuyyy . 

Formăm modelul secundar sub forma (52): 

⎩
⎨
⎧

+=

=−+

−

−−−

1

221

7
21,01,03,0

kkk

kkkk

wwy
uwww

. 

Pentru )(10 kuk = , răspunsul kw  satisface 00 =w , 01=w  şi  

21,01,03,0 21 =−+ −− kkk www ,   2≥k . 

Rezultă 
kk

k CCw )5,0(2,040
7

21 −⋅+⋅+= ,  2≥k , 

kk
kw )5,0(5

12,08
3

40
7 −⋅+⋅−= ,    0≥k , 
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iar din 17 −+= kkk wwy , obţinem 

     00 =y , 

             11 )5,0(3,12,07,24,1 −− −⋅+⋅−= kk
ky ,   1≥k . 

In fig. 3.10 sunt reprezentate grafic răspunsul indicial )(th  şi răspunsul pondere )(tg  
ale sistemului.   

 

Fig. 3.10. Funcţia indicială h  şi funcţia pondere g  ale conexiunii serie. 

Graficele au fost obţinute în Matlab, cu programul 

t=0:1:10;  
sis1=tf([0.1   0.7],[1  -0.2],1);  
sis2=tf([0   0  2.1],[1  0.5  0],1); 
sis=sis1*sis2; 
h=step(sis,t); g=impulse(sis,t); 
plot(t,h,'.-',t,g,'.-'); grid on; 

sau cu programul 

t=0:1:10;  
h=1.4-2.7*(0.2).^(t-1)+1.3*(-0.5).^(t-1); h(1)=0; 
g=10.8*(0.2).^(t-1)+3.9*(-0.5).^(t-1); g(1)=0; g(2)=0; 
plot(t,h,'.-',t,g,'.-');  
grid on; 

♦ Aplicaţia 3.11.  Considerăm conexiunea cu reacţie alăturată, în care: 

             (S1)      kkk eKcc =− −1 ,               

      (S2)     118,0 −− =− kkk cyy . 

   
Să se afle răspunsul indicial al sistemului pentru 01,0=K . 
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Soluţie. Prin eliminarea variabilei c  între ecuaţiile  

)(1 kkkk yuKcc −=− − ,    118,0 −− =− kkk cyy , 

obţinem modelul conexiunii: 

121 8,0)8,1( −−− =+−− kkkk KuyyKy . 

In cazul 01,0=K , scriem modelul sub forma secundară (52): 

1 2 2

1

1,79 0,8 0,01k k k k

k k

w w w u
y w

− − −

+

− + =⎧
⎨ =⎩

. 

Pentru )(10 kuk = , răspunsul kw  satisface 00 =w , 01=w  şi 

01,08,079,1 21 =+− −− kkk www ,   2≥k  

Rezultă 
kk

k bCaCw ⋅+⋅+= 211  ,   2≥k  , 

unde 0,927a ≈  şi 0,863b ≈  sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice  

08,079,12 =+− zz . 
Din condiţiile iniţiale obţinem 

1
1 2,14bC

a b
−= ≈−
−

,    2
1 1,14aC

b a
−= ≈
−

, 

deci 
1 2,14 1,14k k

kw a b≈ − + ,   0≥k . 
Aşadar, 

1 1 1,98 0,98k k
k ky w a b+= ≈ − + ,   0≥k . 

Graficele din fig. 3.11, cu răspunsurile indiciale ale sistemului pentru trei valori 
diferite ale parametrului K , au fost obţinute în Matlab cu programul:  

t=0:1:60; 
K=[0.01  0.03  0.1];  
sisd2=tf([0  1],[1  -0.8],1); 
for i=1:3; 
    sisd1=tf([K(i)  0],[1  -1],1);   
    sisd3=sisd1*sisd2; 
    sisd=feedback(sisd3,1,-1); 
    Y(:,i)=step(sisd,t); 
end  
plot(t,Y, '.-');  
grid on; 
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sau cu programul 
t=0:1:60; 
K=[0.01  0.03  0.1];  
for i=1:3; 
    sisd=tf([0  K(i)  0],[1  K(i)-1.8  0.8],1); 
    Y(:,i)=step(sisd,t); 
end  
plot(t,Y, '.-');  
grid on; 

 
Fig. 3.11. Funcţiile indiciale ale sistemului închis 

pentru 01,0=K ; 03,0=K ; 1,0=K . 

♦ Aplicaţia 3.12.  Să se afle parametrul real m  astfel încât sistemul 

uuyymy +=++ ���� 226  

să fie echivalent intrare-ieşire cu un sistem de ordinul unu. 

Soluţie. Sistemul are funcţia de transfer 

26
12)( 2 ++

+
=

mss
ssG . 

Aceasta se simplifică atunci când rădăcina 2
1

1
−=s  a polinomului de la numărător este şi 

rădăcină a polinomului de la numitor. Punând această condiţie, rezultă  7=m  şi 

23
1

)23)(12(
12)(

+
=

++
+

=
sss

ssG . 

In consecinţă, sistemul dat este minimal pentru 7≠m . Dacă 7=m , atunci sistemul este 
echivalent intrare-ieşire cu sistemul minimal de ordinul unu uyy =+ 23 � .  
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♦ Aplicaţia 3.13.  Să se arate că sistemele 

S1:   uuyyy +=++ ���� 256  

S2:   uuyyy +=++ ���� 43  

sunt echivalente intrare-ieşire şi neminimale. 

Soluţie. Sistemele au funcţiile de transfer 

156
12)( 21
++

+
=

ss
ssG , 

respectiv 

143
1)( 22
++

+
=

ss
ssG . 

Cele două sisteme sunt echivalente intrare-ieşire deoarece  
2 2(2 1)(3 4 1) ( 1)(6 5 1)s s s s s s+ + + = + + +  

sentru orice s  complex. De asemenea, avem 

              
13

1
)13)(12(

12)(1 +
=

++
+

=
sss

ssG , 

                                
13

1
)13)(1(

1)(2 +
=

++
+

=
sss

ssG . 

Ambele sisteme sunt echivalente intrare-ieşire cu sistemul minimal de ordinul unu 
uyy =+�3 .  

♦ Aplicaţia 3.14.  Să se arate că pentru 2−=m  şi 5,0−=m , sistemul liniar 
continuu de ordinul doi de tip I-S-E 

⎩
⎨
⎧

+−−=

−+−=

uxxx
umxxx
22 212

211
�
�

 

21 xxy −=  

este echivalent intrare-ieşire cu un sistem de ordinul unu. 

Soluţie. Pentru 2−=m , din 21 xxy −=  şi uxxxxy 32121 −−=−= ��� , rezultă uyy 3=+− � . 

Prin urmare, sistemul dat este echivalent intrare-ieşire cu sistemul de tip I-E  

uyy 3=+− � , 

respectiv cu sistemul de tip I-S-E  

⎩
⎨
⎧

=

−=

1

11 3
xy

uxx�
. 
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Pentru 5,0−=m , avem 

21 xxy −=  

uxxxxy 35,0 2121 −+=−= ��� , 

uxxuxxy ������ 3235,0 2121 −−−=−+= , 

de unde rezultă 
2 3 6y y u u+ = − −�� � � . 

Sistemul obţinut are funcţia de transfer 

2
3 6 3( )

2
sG s ss s

− − −= =
+

. 

Prin urmare, sistemul dat este echivalent intrare-ieşire cu sistemul pur integral de tip I-E  

uy 3−=� , 

respectiv cu sistemul de tip I-S-E 

⎩
⎨
⎧

−=

=

1

1

3xy
ux�

. 

♦ Aplicaţia 3.15.  Să se afle parametrul m  astfel încât sistemul discret 

         )1()()2()1()1()( −+=−+−++ tututytymty  

să fie echivalent intrare-ieşire cu un sistem de ordinul unu. 

Soluţie. Sistemul are funcţia de transfer 

1)1(
)1(

)1(1
1)( 221

1

+++
+=

+++
+= −−

−

zmz
zz

zzm
zzG . 

Rădăcina 1−=z  a numărătorului este şi rădăcină a numitorului pentru 1=m . In acest 
caz 

11
1

1)( −+
=

+
=

zz
zzG , 

iar sistemul dat este echivalent I-E cu sistemul de ordinul unu 

)()1()( tutyty =−+ . 

♦ Aplicaţia 3.16.  Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul discret 

)1()(2)2()1()(4 −+=−+−+ tututmytyty  

nu este minimal ? 

Soluţie. Sistemul are funcţia de transfer 
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mzz
zz

mzz
zzG

++
+=

++
+= −−

−

221

1

4
)12(

4
2)( . 

Aceasta se simplifică atunci când una dintre rădăcinile 01=z  şi 2/12 −=z  ale 

polinomului de la numărător este şi rădăcină a polinomului de la numitor. Rezultă 
imediat că sistemul nu este minimal pentru 0=m  şi 2/1−=m . 

Pentru 0=m , avem 

1

1

4
2

14
12)( −

−

+
+=+

+=
z
z

z
zzG , 

iar pentru 2/1−=m , avem 

12 4
2

14
2

128
)12(2)( −−

=−=
−+

+=
zz

z
zz

zzzG . 

In primul caz, sistemul dat este echivalent I-E cu sistemul de ordinul unu 

)1()(2)1()(4 −+=−+ tututyty , 

iar în al doilea caz, cu sistemul de ordinul unu 

)(2)1()(4 tutyty =−− . 

♦ Aplicaţia 3.17.  Să se afle discretizatul cu perioada T  a sistemului continuu de 
avans-întârziere   

)( 11 uuKyyT +=+ �� τ , 

unde K este factorul de proporţionalitate, 1T - constanta de timp de întârziere, iar               

1τ - constanta de timp de avans. 

Soluţie. Metoda 1. Sistemul continuu are funcţia de transfer  

        1
)1(

)(
1

1
+
+

= sT
sK

sG
τ

.  

Deoarece funcţia ssG /)(  are polii 01 =s  şi 12 /1 Ts −= , calculăm funcţia de transfer a 
sistemului discret, astfel: 

1

1
1 10 1/

0 ( ) ( )( ) (1 )[ rez rez ]
(1 e ) (1 e )T Ts s Ts s

G s G sG z z
s z s z

−
− −= =−

= − +
− −

 

]
e1

1/
1

1)[1(
11/

11
1

1
−−−

−

−

−
+

−
−=

z
T

z
zK TT

τ
, 

adică 

1
1

1
10

1
)(0

−

−

+

+
=

za
zbb

zG , 
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unde 
/ 11 e T Ta −= − ,     

1

1
0 T

τKb =  ,    )e(1 1/

1

1
1

TT
T
τ

Kb −−−= . 

In consecinţă, discretizatul are modelul intrare-ieşire 

11011 −− +=+ kkkk ububyay . 

Metoda 2. Pe baza proprietăţilor exprimate prin relaţiile (66) şi (69), discretizatul 
are funcţia de transfer de forma 

1
1

1
1

1
)( 00

−

−

+

+
=

za
zbb

sG ,   1/
1 e TTa −−= , 

unde 0b  şi 1b  sunt constante reale ce pot fi determinate cu relaţiile 
0( ) ( )G G∞ = ∞ ,     0(1) (0)G G= , 

echivalente respectiv cu 

1

1
0 T

τKb = ,      0 1

11
b b Ka
+

=+ . 

Rezultă  

1

1
0 T

τKb =  , )e(1 1/

1

1
1

TT
T
τKb −−−= . 

Prin urmare, discretizatul are modelul intrare-ieşire 

11011 −− +=+ kkkk ububyay . 

Observaţie. Prin înlocuirea mărimilor y� , y , u�  şi u  din ecuaţia sistemului 
continuu respectiv cu 

Tyy kk /)( 1−− ,  1−ky ,  Tuu kk /)( 1−− ,  1−ku , 

obţinem discretizatul aproximativ, tot sub forma 11011 −− +=+ kkkk ububyay , unde 

1
1

1 −=T
Ta ,   

1

1
0 T

τ
Kb =  ,   

1

1
1 T

T
Kb

τ−
= . 

♦ Aplicaţia 3.18.  Să se discretizeze sistemul de ordinul unu cu timp mort 

)()()(1 τ−=+ tKutytyT � , 

pentru mTτ = ,  m∈N , unde T  este perioada de discretizare.          

Soluţie. Pentru 0τ = , în conformitate cu aplicaţia precedentă (cazul 1 0τ = ), discreti-
zatul are ecuaţia   



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

118

1111 )1( −− +=+ kkk uaKyay ,    1/
1 e TTa −−= . 

In cazul mTτ = ,  m∈N , discretizatul are ecuaţia 

1111 )1( −−− +=+ mkkk uaKyay . 

♦ Aplicaţia 3.19. Considerăm un sistem liniar continuu C-monotonic cu funcţia 
indicială )(th . Să se arate că 

 a)  0)( ≥ty  pentru orice intrare de tip original 0)( ≥tu ; 
 b) ( ) ( ) ( )y t h t u t≤  pentru orice intrare crescătoare de tip original )(tu . 

Soluţie. a) Sistemul C-monotonic are funcţia pondere 0)( ≥tg  pentru orice 0≥t . In 
conformitate cu relaţia de convoluţie 

y(t) = 0
( ) ( )

t
g t u dτ τ τ−∫ ,  0≥t , 

deoarece ( ) 0g t τ− ≥  şi  0)( ≥τu , rezultă 0)( ≥ty . 

b)  Pentru 0≥t , avem 

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t t
y t g t u d g t u t d u t g t dτ τ τ τ τ τ τ= − ≤ − = −∫ ∫ ∫  

                   
0

( ) ( ) ( ) ( )
t

u t g d u t h tτ τ= =∫ . 

♦ Aplicaţia 3.20. Să se arate că sistemul continuu cu ecuaţia 

uuyyT +=+ �� 11 τ ,     01>T , 

este C-monotonic dacă şi numai dacă 110 T≤≤τ . 

Soluţie. Se calculează funcţia pondere )(tg  cu ajutorul ecuaţiilor 

1

1

0

1 , (0) 0

(0 ) ( ) ( )

T w w w

h w w

g h t h t

τ

δ+

+ = =⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

�

�
�

  . 

Rezultă: 
1/( ) 1 e Ttw t −= −  , 

1/

1

1 e)1(1)( Tt
Tth −−+=
τ

 , 

1/

1

1

1
0

1

1 e)1(1)()( Tt
TTtTtg −−+=
τ

δ
τ

 . 
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In mod clar, funcţia pondere )(tg  este nenegativă (sistemul este C-monotonic) dacă şi 
numai dacă 01 ≥τ  şi 11 τ≥T . 

In fig. 3.12 sunt reprezentate grafic funcţiile indiciale ale sistemului cu constanta de 
timp de întârziere 101 =T , pentru diferite valori ale constantei de timp de avans 1τ . 

Sistemul are funcţia indicială crescătoare (sistemul este C-monotonic) pentru 
100 1 ≤≤τ . Graficele au fost obţinute în MATLAB cu programul 

tau=[-5  0  5  10  15];  
t=0:0.1:45; 
for i=1:5 
    sis=tf([tau(i)  1],[10 1]); 

            step(sis,t), hold on; grid on;  
end 

 
Fig. 3.12. Funcţiile indiciale ale sistemului cu ecuaţia uuyy +=+ ��

110 τ . 

♦ Aplicaţia 3.21. Considerăm un sistem liniar discret C-monotonic cu funcţia 
indicială )(th . Să se arate că 

 a)  0)( ≥ty  pentru orice intrare de tip original 0)( ≥tu ; 
 b) ( ) ( ) ( )y t h t u t≤  pentru orice intrare crescătoare de tip original )(tu . 

Soluţie. a) Sistemul C-monotonic are funcţia pondere 0)( ≥tg  pentru orice 0≥t . 
Rezultă 

0
( ) ( ) ( ) 0

t

i
y t g t i u i

=
= − ≥∑  

b)  Pentru 0≥t , avem 

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t t

i i i
y t g t i u i g t i u t u t g t i u t h t

= = =

= − ≤ − = − =∑ ∑ ∑ . 
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♦ Aplicaţia 3.22.  Să se arate că sistemul discret cu ecuaţia 

         1111 −− −=− kkkk ubuyay  

este C-monotonic dacă şi numai dacă },0{max 11 ba ≥ . 

Soluţie. Pentru intrare impuls unitar, 0
kku δ= , avem 10 =g , 111 bag −=  şi 011 =− −kk gag  

pentru 2≥k , deci  
10 =g ,  

111 bag −= , 

 1
1 1 1( ) , 2k

kg a b a k−= − ≥  . 

Sistemul este C-monotonic dacă 0≥kg  pentru orice k întreg, adică  11 ba ≥  şi  01≥a .  
 In fig. 3.13 sunt reprezentate grafic funcţiile indiciale ale sistemului pentru 
8,01=a  şi diferite valori ale parametrului 1b . Pentru 8,01 ≤b , funcţiile indiciale sunt 

crescătoare, deci sistemul este C-monotonic.  
Graficele au fost realizate în Matlab, cu programul:  

 t=0:1:14;   
 b1=[-0.2  0  0.4  0.8  1  1.2]; 

       for i=1:6 
                  sis=tf([1 -b1(i)],[1 -0.8],1); 
                         h(:,i)=step(sis,t); 
       end 
                                               plot(t,h, '.-');   
              grid on; 

 
Fig. 3.13. Funcţiile indiciale ale sistemului cu ecuaţia 1118,0 −− −=− kkkk ubuyy . 
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3.7.  APLICAŢII  DE AUTOCONTROL 

♦ C3.1. Să se calculeze răspunsul indicial al sistemului 

                 uyy �� 25 =+ . 

♦  C3.2. Să se calculeze răspunsul indicial şi răspunsul pondere ale sistemului 

             uuyy +−=+ �� 25 . 

♦ C3.3. Să se calculeze răspunsul indicial al sistemului 

             uyyy 256 =++ ��� . 

♦  C3.4. Să se calculeze răspunsul indicial al sistemului 

          uuyyy +=++ ���� 556 . 

♦  C3.5. Să se calculeze răspunsul indicial al sistemului 

            uyyy ���� 556 =++ . 

♦  C3.6. Să se calculeze răspunsul indicial al sistemului 

                uyy =+ ���6 . 

♦ C3.7. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul 

           umyyy 265 =++ ���  

are răspunsul indicial mărginit ? Pentru 2=m , să se determine răspunsul indicial. 

♦ C3.8. Să se calculeze răspunsul indicial al sistemului 

       uuyyy 24265 +=++ ���� . 

♦ C3.9. Să se calculeze răspunsul sistemului 

             uyy =+ 212 �  
la intrarea  
                           )(1e tu t ⋅= − . 

♦ C3.10. Să se calculeze răspunsul sistemului 

            uyy 103 =+�  
la intrarea 

       sin 1( )u t t= ⋅ . 
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♦ C3.11. Să se calculeze răspunsul sistemului 

            uyy 212 =+�  
la intrarea  

                         
⎩
⎨
⎧

=

≠
=

0,3

0,0

t

t
u . 

♦ C3.12. Fie conexiunea serie de mai jos, formată din subsistemele:  

                 1Σ : 4 3u+ =�v v ,    2Σ : v25 =+ yy� .     

     
a) Pentru )(1 tu = , să se afle )(tv ;  

b) Pentru )(1 tu = , să se afle )(ty . 

♦ C3.13. Fie conexiunea cu reacţie de mai jos, formată din subsistemele:  

      
a) Să se determine ecuaţia sistemului cu intrarea u  şi ieşirea y ;  
b) Pentru )(1 tu = , să se afle )(ty ;  
c) Să se determine ecuaţia sistemului cu intrarea u  şi ieşirea e ;  
d) Pentru )(1 tu = , să se afle )(te ;  

♦ C3.14. Ştiind că răspunsul indicial al unui sistem liniar este 3/e)( tth −= , să se 
afle răspunsul sistemului pentru: 

a)  )()( 0 ttu δ= ; 

b)  )(1)( tttu ⋅= ;   

c)  u(t) = 
⎩
⎨
⎧

∞∈

∈

),3[,0
)3[0, ,1

t
t

   
  

.  

♦ C3.15. Pentru ce valori ale parametrului real m , răspunsul indicial al sistemului 
discret 
           )1(8)2()1()2()(2 −=−+−+− tutytymtmy . 

este mărginit? Pentru 5=m , să se calculeze răspunsul indicial şi răspunsul pondere. 

  (S1) 5y y e+ =� , 

  (S2)  y+ =�v v .   
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♦ C3.16. Fie sistemul discret 

                    )2(8)2()(4 −=−+ tutyty . 

Să se calculeze răspunsul indicial şi răspunsul pondere. 

♦ C3.17. Fie sistemul discret 

                    )1(6)3()( −=−+ tutyty . 

Să se calculeze răspunsul indicial şi răspunsul pondere. 

♦ C3.18. Fie sistemul discret 
                    )5(2)1()(2 −=−− tutyty . 

Să se calculeze răspunsul indicial şi răspunsul pondere. 

♦ C3.19. Să se arate că sistemele de mai jos sunt echivalente intrare-ieşire: 

               uuyyy +=++ ���� 2710 , 

                        uyy =+�5 , 

♦ C3.20. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemele 

           S1:  
⎩
⎨
⎧

+−−=

=

umxxx
xx

212

21

2�
�

,   21 xxy += ;       S2:  uyy =+ 2�   

sunt echivalente intrare-ieşire ? 

♦ C3.21. Să se arate că sistemele 

       S1:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−−=

=

=

uxxxx
xx
xx

3213

32

21

6116�
�
�

 ,    21 24 xxy +=  

       S2:  
⎩
⎨
⎧

+−−=

=

uxxx
xx

243 212

21
�
�

 ,    1xy =  

sunt echivalente intrare-ieşire. 

♦ C3.22. Să se arate că sistemele discrete 

    S1:    )2()1(2)2(25,0)1()( −−−=−+−− tututytyty , 

    S2:    )2(4)1(2)2()1(5,1)( −+−=−−−+ tututytyty , 

sunt echivalente intrare-ieşire. 
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♦ C 3.23.  Pentru ce valori ale parametrului real ,m  sistemul continuu 

      uuyyymy 2462 +=+++ ������� . 
nu este minimal ? 

♦ C 3.24.  Pentru ce valori ale parametrului real ,m  sistemul discret 

        )1()()2()1()(6 −+=−+−+ tututytmyty  
este minimal ? 

♦ C3.25. Să se afle discretizatul sistemului continuu de tip integral   

                 KuyyT =+ ���1 .          

♦ C3.26. Să se afle discretizatul sistemului continuu de ordinul doi   

                     uyyTTyTT =+++ ��� )( 2121 .          

♦ C3.27. Să se arate că sistemul cu ecuaţia 

                 1 1T y y u uτ+ = +�� � � ,  01 >T     

este C-monotonic dacă şi numai dacă 01≥τ . 

♦ C3.28. Să se arate că sistemul cu ecuaţia 

               ( ) ( 1) ( 1) 2 ( 2)y t ay t u t u t− − = − − −     

este C-monotonic dacă şi numai dacă 2≥a . 



4 
   ELEMENTE DE ANALIZĂ 

 ÎN DOMENIUL TIMPULUI  
A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-S-E 

 

In acest capitol sunt prezentate principalele aspecte elementare privind 
analiza de tip intrare-stare-ieşire în domeniul timpului a sistemelor liniare 
continue şi discrete. Analiza constă, în principal, în abordarea şi rezolvarea 
următoarelor probleme: 

- determinarea modelului de tip I-S-E al unui sistem compus din 
modelele de tip I-E şi I-S-E ale subsistemelor componente; 

- determinarea evoluţiei în timp a stării şi ieşirii sistemului când se 
cunosc starea iniţială (la momentul 0t = ) şi intrarea pentru 0t ≥ ; 

- aducerea sistemului de tip I-S-E la o formă canonică echivalentă       
I-S-E convenabilă; 

-  discretizarea sistemelor continue de tip I-S-E; 
-  reducerea sistemelor continue de tip I-S-E. 
In cazul mărimilor de intrare mărginite şi de tip original (nule pentru 

0t < ), starea iniţială este şi ea nulă. 

4.1. RĂSPUNSUL ÎN TIMP AL SISTEMELOR CONTINUE 

Sistemul continuu liniar invariant  

                 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X t =AX t + BU t

Y t =CX t + DU t

⎧
⎨
⎩

�
 ,                          (1) 

are funcţia de tranziţie a stării  

   0
0 0

( ) ( )
0 0 [ , )( ) ( ; , , ) e e ( )tA t t A t

t t tX t t t X U X BU dτφ τ τ− −= = + ∫0 ,       (2)   
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care exprimă evoluţia în timp a stării )(tX  din starea iniţială 0X  (la 
momentul 0t ) şi sub acţiunea intrării 0( ),U t t t≥ . Exponenţiala matriceală  

       ( ) eAttΦ = ,                          (3) 

definită prin relaţia 

            
2 2

e I 1! 2!
D

At At A t= + + +"   ,                                 (4) 

este o funcţie matriceală pătrată de tip nn× , numită matricea fundamentală 
a sistemului sau matricea de tranziţie a stării sistemului. 

In continuare, vom considera momentul iniţial 00 =t , caz în care 
funcţia de tranziţie a stării are expresia: 

         
0

( )
0( ) ( ; , ( )) e e ( )tAt A tX t t X U X BU dτφ τ τ−= ⋅ = + ∫0  .              (5) 

Componenta liberă a stării 

                              0e)( XtX At
l = ,                                      (6) 

reprezintă răspunsul (evoluţia) stării din starea iniţială 0 0X ≠ , sub acţiunea 
intrării nule ( ) 0U τ = , [0, )tτ ∈ . Componenta forţată a stării 

                     
0

( )( ) e ( )t A t
fX t BU dτ τ τ−= ∫ .                        (7) 

reprezintă răspunsul stării din starea iniţială 0 0X = , sub acţiunea intrării 
nenule ( )U τ .  

Funcţia de ieşire ( )Y t  are componenta liberă 

                 0( ) ( ) eAt
l lY t CX t C X= =                   (8) 

şi componenta forţată 

                
0

( )( ) ( ) ( ) e ( ) ( )t A t
f fY t CX t DU t C BU d DU tτ τ τ−= + = +∫ .              (9) 

In conformitate cu (5), pentru intrarea constantă 0( )U t U= , 0≥t  şi 
starea iniţială 0X , starea şi ieşirea sistemului evoluează în timp în confor-
mitate cu expresiile  

         0 0( ) ( ) ( )X t t X t UΦ Ψ= + ,                          (10) 

            0( ) ( )Y t CX t DU= + ,                    (11) 
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unde 

              
2 3

2
0( ) e

1! 2 ! 3 !
t A t t t

t Bd B AB A BτΨ τ= = + + +∫ "  .               (12) 

Funcţia matriceală ( )tΨ  este de tipul n m× . In cazul în care matricea A  
este nesingulară, adică are determinantul nenul, funcţia ( )tΨ  este dată de 
relaţia : 

        1 1( ) (e I) [ ( ) I]Att A B t A BΨ Φ− −= − = − .                    (13) 

Pentru orice funcţie de intrare ( )U t  de tip original şi finită la 
momentul 0t += , starea iniţială este nulă, adică 0 0X = . Astfel, pentru 
intrarea tip treaptă  

0( ) 1( )U t U t= ⋅ , 

starea şi ieşirea sistemului pentru 0t ≥  sunt date de relaţiile 

                         0( ) ( )X t t UΨ= ,    0( ) ( )Y t CX t DU= + .                  (14) 

Observaţii. 1o. In cazul sistemelor liniare continue de tip I-S-E, 
calculul răspunsului stării ( )X t  şi al răspunsului ieşirii ( )Y t  necesită 
determinarea matricei fundamentale ( ) eAttΦ = . In paragraful următor sunt 
prezentate două metode de calcul analitic al acesteia. 

2o. In cazul în care matricea A  este nesingulară şi răspunsul ( )X t  al 
stării la intrarea treaptă 0( ) 1( )U t U t= ⋅  este convergent mărginit, din 
ecuaţiile (1) rezultă valorile finale de stabilizare    

              1
0lim ( )

t
X t A BU−

→∞
= −  ,                                      (15) 

           1
0lim ( ) ( )

t
Y t CA B D U−

→∞
= − +  ,                               (16) 

precum şi valorile iniţiale 

                       (0 ) 0X + = ,   0(0 )Y DU+ = .                        (17) 

In cazul 0D = , avem 

        (0 ) 0Y + = ,   0'(0 )Y CBU+ = .                         (18) 
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3o. In raport cu funcţia matriceală  

                0( ) e ( )AtG t C B D tδ= + ,                    (19) 

unde )(0 tδ  este funcţia impuls Dirac, răspunsul forţat (9) al sistemului poate 
fi exprimat prin relaţia de convoluţie 

                     0( ) ( ) ( )t
fY t G t U dτ τ τ= −∫ .                    (20) 

Funcţia matriceală ( )G t , cu dimensiunea p m×  ( p - numărul variabilelor 
de ieşire, m - numărul variabilelor de intrare) se numeşte funcţie pondere. 
Toate cele mp  elemente ale funcţiei matriceale ( )G t  sunt funcţiile pondere 
scalare ale canalelor monovariabile intrare-ieşire. In cazul unui sistem 
monovariabil (SISO), formula de convoluţie (11) capătă forma cunoscută 

                     0( ) ( ) ( )t
fy t g t u dτ τ τ= −∫ ,                    (21) 

în care funcţia pondere ( )g t  este răspunsul sistemului la intrarea impuls 
Dirac 0( )u tδ= .  

 In Matlab, sistemul de tip intrare-stare-ieşire ("state space") se construieşte cu 
ajutorul funcţiei ss, având ca argumente de intrare matricelor A, B, C, D: 

   •   s2 = ss (A,B,C,D) . 
Dacă D este matricea zero, argumentul D poate fi înlocuit cu scalarul 0. Sistemul s3 
construit cu  s3=ss(D)  este de ordinul zero (fără dinamică), cu modelul dinamic Y=DU. 

Un sistem s1 de tipul I-E poate fi transformat într-un sistem s2 de tipul I-S-E cu 
ajutorul funcţiei ss: 

  •   s2=ss(s1); 
Invers, un sistem s2 de tipul I-S-E poate fi transformat într-un sistem  s1 de tipul I-E cu 
ajutorul funcţiei tf: 

  •   s1=tf(s2); 
Din sistemul s2 se pot extrage parametrii matriceali A, B, C, D , cu ajutorul funcţiei 

ssdata 
   •   [A,B,C,D]=ssdata(s2) ; 
sau prin referire directă la proprietăţile obiectului sistem: 

   •   A=s2.a;  B =s2.b;  C=s2.c;  D=s2.d;  

Ultima cale  permite modificarea proprietăţilor modelului s2, în varianta 

   •   s2.a=A;  s2.b=B;  s2.c=C;  s2.d=D; 



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-S-E    

  

129

sau în varianta 
   •   s2.a(i,j)=a1;  s2.b(i,j)=b1;  s2.c(i,j)=c1;  s2.d(i,j)=d1; 

Pentru calculul si reprezentarea grafică respectiv a răspunsului liber (dintr-o stare 
iniţială dată), a răspunsului indicial, a răspunsului pondere şi a răspunsului mixt (la 
intrare tip scară şi dintr-o stare iniţială dată), se utilizează funcţiile: 

   •   [Y,t,X] = initial (s2,X0,t) ; 
   •   [Y,t,X] = step (s2,t) ; 
   •   [Y,t,X] = impulse (s2,t) ; 
   •   [Y,t,X] = lsim (s2,U,t,X0) . 

Dacă funcţiile sunt apelate cu argumente de ieşire, atunci se efectuează numai 
evaluarea acestor argumente, fără reprezentarea grafică a răspunsului. In cazul contrar, 
se efectuează numai reprezentarea grafică a răspunsului )(tY . 

La primele trei funcţii se poate omite argumentul de intrare t, caz în care vectorul t 
este generat de funcţia MATLAB respectivă. De asemenea, la funcţia lsim se poate 
omite argumentul de intrare X0, caz în care starea iniţială este considerată zero.  

La sistemele cu o singură intrare, argumentul de intrare U al funcţiei lsim trebuie 
dat sub forma unui vector cu acelaşi număr de elemente ca vectorul t, iar argumentele de 
ieşire Y şi X au un număr de rânduri egal cu numărul elementelor vectorului t şi un 
număr de coloane egal cu numărul variabilelor de ieşire, respectiv de stare. 

4.2. CALCULUL  MATRICEI  FUNDAMENTALE 

Calculul analitic al matricii fundamentale eAt se poate efectua în 
domeniul timpului prin metoda Sylvester sau prin metoda diagonalizării. 

Metoda Sylvester. Matricea fundamentală poate fi exprimată în raport 
cu primele 1−n  puteri ale matricei A , după relaţia 

              1
0 1 1e ( ) I ( ) ( )At n

nt t A t Aα α α −
−= + + +" ,                  (22) 

unde ( )i tα  sunt funcţii analitice scalare. Această proprietate rezultă imediat 
din relaţia de definiţie (4) a matricei dundamentale, ţinând seama de faptul 
că puterile superioare nA , 1+nA , 2+nA , ….  pot fi exprimate în raport cu 
puterile anterioare. Această ultimă proprietate este o consecinţă imediată a 
teoremei Cayley-Hamilton, conform căreia are loc egalitatea 

                             1
1 1 0 I 0n n

nA a A a A a−
−+ + + + =" ,                   (23) 
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unde ia  sunt coeficienţii polinomului caracteristic al matricei A : 

      1
1 1 0( ) det( I ) n n

ns s A s a s a s a−
−+= − = + + +"P .             (24) 

Metoda Sylvester de calcul al funcţiilor scalare ( )i tα  se bazează pe 
faptul că relaţia (22) rămâne adevărată prin înlocuirea matricei pătrate 
unitare I  cu 1 şi a matricei A cu oricare dintre valorile proprii is  ale 
matricei A  (egale cu rădăcinile polinomului caracteristic al matricei A ), 
adică 

      ( ) 0if s = ,  1,2, ,i n= … ,                                 (25) 

unde, pentru orice t  fixat,  
1

0 1 1( ) e ( ) ( ) ( )st n
nf s t t s t sα α α −
−= − − − −" .             (26) 

Relaţiile Sylvester (25) au forma explicită 
1

0 1 1 e tn ii n i
ss sα α α −

−+ + + =" ,    1,2, ,i n= … . 

In cazul sistemelor cu valori proprii distincte, aceste relaţii formează un 
sistem de n  ecuaţii liniare independente, având ca soluţie funcţiile ( )i tα  din 
expresia (22) a matricei fundamentale eAt . De remarcat faptul că funcţiile 

( )i tα , deci şi matricea fundamentală eAt , depind de t  numai prin 
intermediul funcţiilor exponenţiale e is t ; mai exact, 

                                   1 21 2e e e e ns ts t s tAt
nE E E= + + +" ,                            (27) 

unde iE  sunt matrice pătrate constante. 
Dacă valoarea proprie 1s  are ordinul de multiplicitate k , adică 

1 2 ks s s= = =" , atunci primele k  relaţii Sylvester sunt identice (de forma 
( ) 0if s = ) şi trebuie înlocuite cu relaţiile 

                            ( )
1( ) 0jf s = ,  0,1, , 1j k= −… .                             (28) 

In acest caz, în locul funcţiilor exponenţiale 1 2e , e , , e tt t kss s …  din expresia 
analitică (27) a matricei fundamentale vor apărea respectiv funcţiile 

11 11e , e , , ett tss skt t −… . 

Metoda diagonalizării. In cazul în care matricea A  are valorile proprii 
1 2, , , ns s s…  distincte, ea poate fi diagonalizată astfel: 
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                    1A V A V −= ,                      (29) 

unde 1 2[ ]nV = "v v v  este matricea pătrată a vectorilor proprii (definiţi 
prin relaţia i i iA s=v v ), iar 

                   1 2diag ( , , , )nA s s s= …                      (30) 

este matricea diagonală a valorilor proprii (matricea modală). Din (29), 
prin inducţie,  rezultă uşor că 

               1k kA V A V −= ,   k∈N  ,                    (31) 
cu 
               , ,1 2diag ( , )k k k

n
kA s s s= … ,                 (32) 

iar din (4) obţinem următoarea formulă de calcul al matricei fundamentale: 

                      1e eAt AtV V −=  ,                                  (33) 
unde 
               21e diag (e , e , , e )t ttAt ns ss= … .                 (34)              

Dacă 1 2s s= , atunci vectorii proprii 1v  şi 2v  se obţin cu relaţiile 

       1 1( I ) 0s A− =v ,   1 2 1( I ) 0s A− + =v v ,               (35) 

iar matricele A, kA  şi eAt  se obţin respectiv din (30), (32) si (34) înlocuind 
celulele pătrate corespunzătoare valorilor proprii 1s  şi 2s astfel: 

1 1

2 1

0 1
0 0

  
  

s s
s s

←
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

1
1 1 1

2 1

0
0 0

kk k

k k

  
  

  

s s ks
s s

−
←
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 , 

1
1

2
  

1e 0 e
0 10 e

t
t

t

s
s  

s

 

  

  t

  
←
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 . 

Observaţii.  1o. Dacă valorile proprii 1 2, , , ns s s…  ale matricei A  sunt 
distincte şi au partea reală negativă, atunci toate exponenţialele scalare e is t  
sunt mărginite pentru 0t ≥ , iar din (27) sau din (33) - (34) rezultă că 
matricea fundamentală ( ) eAttΦ =  este mărginită. Această proprietate se 
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menţine şi în cazul valorilor proprii multiple. In consecinţă, din  (10), (11) 
şi (13) rezultă că dacă toate rădăcinile 1 2, , , ns s s…  ale ecuaţiei 
caracteristice 
                      det( I ) 0s A− =   

au partea reală negativă, atunci funcţiile de stare ( )X t  şi de ieşire ( )Y t  
sunt mărginite oricare ar fi starea iniţială 0X  şi intrarea constantă 0( )U t U=  
(teorema de mărginire a funcţiilor de stare şi de ieşire ale unui sistem 
liniar continuu). 

2o. Pentru calculul numeric al exponenţialei matriceale eAt  se 
utilizează frecvent aproximaţia Padé de ordinul n2  

                         1e ( ) ( )At D At N At−≈ ⋅ ,                           (36) 
unde  

          
22

1( ) I 1! 2! !
nn

2 n
At A t A tN At a a a n= + + + +"  ,                    (37) 

        
22

21( ) I ( 1)1! 2! !
nn

n
n

At A t A tD At a a a n= − + − + −" ,                 (38) 

cu 

        ( 1) ( 1)
2 (2 1) (2 1)k

n n n ka n n n k
− − += − − +
"
" ,   1 2k k

n ka an k+
−= − .                  (39) 

Coeficienţii ka  au fost determinaţi astfel încât dezvoltările în jurul originii 
ale funcţiilor ( )N x  şi ( ) exD x ⋅  să coincidă până la ordinul maxim posibil 
( 2n  inclusiv), unde 

1( ) 1 1! !
n

n
x xN x a a n= + + +" , 

1( ) 1 1! !
n

n
x xD x b b n= + + +" . 

4.3. RĂSPUNSUL IN TIMP AL SISTEMELOR DISCRETE 

Sistemul discret, liniar şi invariant 

 
( 1) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

=X t AX t +BU t

Y t = CX t +DU t

+⎧
⎨
⎩

                                 (40) 

are matricea fundamentală (de tranziţie a stării) 
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               ( ) tt AΦ =                       (41) 

şi funcţia de tranziţie a stării 

  1 2
0 0 0 1 1( ) ( ; , ( )) ( )t t t

tX t t X U A X A BU A BU BUφ − −
−= ⋅ = + + + +"      (42) 

unde ( )iU U i=  şi t∈N . 
Funcţia de tranziţie a stării are componenta liberă 

                     0( ) t
lX t A X=                                 (43) 

şi componenta forţată 

                 1 2
0 1 1( ) t t

f tX t A BU A BU BU− −
−= + + +" ,                (44) 

iar funcţia de ieşire are componenta liberă 

                  0( ) t
lY t CA X=                          (45) 

şi componenta forţată 

                      ( ) ( ) ( )f fY t CX t DU t= +  

                                        1 2
0 1 1( )t t

t tC A BU A BU BU DU− −
−= + + + +" .           (46) 

Pentru intrarea constantă 0( )U t U= , 0t ≥  şi starea iniţială 0X , starea 
şi ieşirea sistemului evoluează în timp în conformitate cu expresiile  

       0 0( ) ( ) ( )X t t X t UΦ Ψ= + ,                          (47) 

          0( ) ( )Y t CX t DU= + ,                                      (48)  
unde 
                                1 2( ) ( I)t tt A A A BΨ − −= + + + +"        

                                          1(I )(I )tA A B−= − − .                                         (49) 

Pentru intrarea tip treaptă  
0

0( ) 1 ( )U t U t= ⋅ , 

starea şi ieşirea sistemului pentru 0t ≥  sunt date de relaţiile 

     0( ) ( )X t t UΨ= ,    0( ) ( )Y t CX t DU= + .                        (50) 

 Observaţii. 1o. In cazul în care matricea A  este nesingulară şi 
răspunsul ( )X t  al stării la intrarea treaptă 0

0( ) 1 ( )U t U t= ⋅  este convergent 
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mărginit, din ecuaţiile (40) rezultă că starea X  şi ieşirea Y  se stabilizează 
la valorile   
               1

0( ) (I )lim
t

tX A BU−

→∞
= − ,                               (51) 

               0
1lim ( ) [ (I ) ]

t
Y t C A B D U−

→∞
= − + ,                               (52) 

şi au valorile iniţiale 

                                  (0) 0X = ,   0(0)Y DU= .                    (53) 

2o. Definind matricea pondere prin relaţiile 

            (0)G D=  ,    1( ) tG t CA B−= ,   1 , 2 ,t = "              (54) 

componenta forţată a ieşirii poate fi scrisă astfel:  

          0 1
0

( ) ( ) ( 1) (0) ( ) ( )
t

f t
i

Y t G t U G t U G U G t i U i
=

= + − + + = −∑"  .           (55) 

3o. In cazul sistemelor liniare discrete, calculul răspunsului la intrarea 
constantă 0U  şi starea iniţială 0X , respectiv la intrarea treaptă 

0
0( ) 1 ( )U t U t= ⋅ , necesită determinarea matricei fundamentale ( ) tt AΦ = . 

Calculul analitic în domeniul timpului al acestei exponenţiale matriceale se 
poate face prin metoda Sylvester şi metoda diagonalizării. 

Metoda Sylvester. Exponenţiala matriceală tA  se exprimă cu ajutorul 
primelor 1n−  puteri ale lui A , astfel: 

      1
0 1 1( ) I ( )t n

nA t t A Aβ β β −
−= + + +" ,              (56) 

unde ( )i tβ  sunt funcţii analitice care pot fi determinate cu relaţiile lui 
Sylvester: 

 ( ) 0if z =  ,   1, 2, ,i n= … ,                   (57) 

unde iz  sunt valorile proprii ale matricei A  şi 

     1
0 1 1( ) ( ) ( ) ( )t n

nf z z t t z t zβ β β −
−= − − − −" .                  (58) 

In cazul valorilor proprii distincte, relaţiile Sylvester (57), cu forma 
explicită 

1
0 1 1

n t
i n i iz z zβ β β −

−+ + + =" ,  1, 2, ,i n= … , 
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formează un sistem de n  ecuaţii liniare independente având ca soluţii 
funcţiile ( )i tβ  din expresia (56) a matricei fundamentale tA . De remarcat 
faptul că funcţiile ( )i tβ , deci şi matricea fundamentală tA , depind de t  
numai prin intermediul funcţiilor exponenţiale t

iz ; mai exact, 

                                      1 1 2 2
t t t t

n nA E z E z E z= + + +" ,                               (59) 

unde iE  sunt matrice pătrate constante. 
 Dacă 1z  este o valoare proprie cu ordinul de multiplicitate k , atunci  

         ( )
1( ) 0jf z = ,    0,1, , 1j k= −… .                         (60) 

In acest caz, în locul funcţiilor exponenţiale 1 2, , ,t t t
kz z z…  din expresia 

analitică (59) a matricei fundamentale vor apărea respectiv funcţiile 
1

1 1 1, , ,t t k tz tz t z−… . 

Metoda diagonalizării. Exponenţiala matriceală tA  se calculează cu 
relaţia 

               1t tA V A V −= ,                (61) 

unde V  este matricea vectorilor proprii ai matricei A , iar A  matricea 
diagonală (modală) a valorilor proprii. Dacă valorile proprii 1 2, , , nz z z…  
ale matricei A  sunt distincte, atunci 

                 ,1 2diag( , , )t t t t
nA z z z= … .                    (62) 

4o.  Dacă valorile proprii 1 2, , , nz z z…  ale matricei A  sunt distincte şi 
au modulul subunitar, atunci toate exponenţialele scalare t

iz  sunt mărginite 
pentru 0t ≥ , iar din (59) sau din (61)-(62) rezultă că matricea fundamentală 

tA  este mărginită. Această proprietate se menţine şi în cazul valorilor 
proprii multiple. Din (47), (48) şi (49) rezultă că dacă toate rădăcinile 

1 2, , , nz z z…  ale ecuaţiei caracteristice 

0)Idet( =− Az  

au modulul subunitar, atunci funcţiile de stare )(tX  şi de ieşire )(tY  sunt 
mărginite oricare ar fi starea iniţială 0X  şi intrarea constantă 0( )U t U=  
(teorema de mărginire a funcţiilor de stare şi de ieşire ale unui sistem 
liniar discret). 
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 In Matlab, sistemul de tip intrare-stare-ieşire ("state space") al unui sistem 
discret se construieşte tot cu ajutorul funcţiei ss, pe baza matricelor A, B, C, D şi a 
perioadei de eşantionare T, astfel: 

   •  s2 = ss (A,B,C,D,T) . 

Sistemul construit prin comanda s3=ss(D) este de ordinul zero (fără dinamică), cu 
modelul  Yk=DUk . 

Pentru calculul şi reprezentarea grafică a răspunsului liber, răspunsului indicial, 
răspunsului pondere (la impuls unitar) şi răspunsului mixt (la o intrare oarecare dată, 
dintr-o stare iniţială arbitrară) ale unui sistem discret se utilizează aceleaşi funcţii ca la 
sistemele continue (initial, step, impulse, lsim). La vectorul timp t=t0:dt:t1, pasul dt 
trebuie sa coincidă cu perioada de eşantionare (“sampling time”) T, adică dt=s2.ts. 

4.4. SISTEME  ECHIVALENTE  I-S-E 

Două sisteme Σ  şi Σ  de tip I-S-E se numesc echivalente I-S-E 
(asemenea, izomorfe, S-echivalente) dacă unul se obţine din celălalt printr-
o transformare nesingulară a componentelor stării, de tipul  

                 X SX= ,                 (63) 
unde S  este o matrice pătrată nesingulară de tipul n n× . Sistemele Σ  şi Σ  
au evident acelaşi ordin şi acelaşi număr de intrări, de stări şi de ieşiri. Ele 
se mai numesc sisteme S-echivalente.  

Teorema de echivalenţă I-S-E. Sistemele liniare ),,,( DCBAΣ  şi 
),,,( DCBAΣ  sunt echivalente I-S-E dacă şi numai dacă există o matrice 

pătrată nesingulară  S   astfel încât 

             1A S AS−= ,    1B S B−=  ,    C CS=  ,    D D= .         (64) 

Demonstraţia necesităţii. Conform ipotezei, sistemele liniare continue 
Σ  şi Σ  sunt S-echivalente, deci sistemul Σ  se obţine din sistemul 

Σ : X = AX BU+� ,   Y CX DU= +  

prin înlocuirea lui X  cu SX . Efectuând înlocuirea, obţinem 

SX ASX BU= +� ,    Y CSX DU= + , 
deci  

1 1X S ASX S BU− −= +� ,   Y CSX DU= + , 

de unde  rezultă relaţiile (64). 
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Demonstraţia suficienţei. Prin ipoteză, au loc relaţiile (64). Pe baza 
acestora, din ecuaţiile sistemului Σ , 

Σ : X = A X  +BU� ,    Y C X DU= + , 
rezultă 

1 1X S ASX S BU− −= +� ,  Y CSX DU= + , 
deci 

SX ASX BU= +�  ,  Y CSX DU= + . 

Inlocuind pe SX  cu X , obţinem 

X = AX BU+� ,   Y CX DU= + , 

adică ecuaţiile sistemuluiΣ . Astfel, conform definiţiei, sistemele Σ  şi Σ  
sunt echivalente I-S-E. Demonstraţia este similară în cazul sistemelor 
discrete. 

Observaţii.  1o. Unui sistem de tip I-S-E i se pot asocia o infinitate de 
sisteme echivalente I-S-E, prin alegerea diferită a matricei de transformare 
S . In consecinţă, forma I-S-E a modelului unui sistem fizic dat sau a unui 
sistem de tip I-E nu este unică. 

2o. Din definiţia sistemelor S-echivalente rezultă că oricare ar fi 
intrarea comună ( )U t  pentru 0≥t  şi stările iniţiale 0X   şi 0X  astfel încât 

0 0X SX= , funcţiile de ieşire ( )Y t  şi Y t( )  ale sistemelor  S-echivalente Σ  şi 
Σ  sunt egale.  

Pentru orice intrare comună de tip original, avem 0 0 0X X= = , deci 

0 0X SX= . Prin urmare, două sisteme echivalente I-S-E au acelaşi răspuns 
( )Y t  pentru orice intrare comună ( )U t  de tip original, deci sunt echivalente 

I-E. Reciproca acestei proprietăţi nu este adevărată, două sisteme 
echivalente  I-E de dimensiuni diferite nefiind echivalente I-S-E.  

3o. Două sisteme liniare S-echivalente au acelaşi polinom caracteristic, 
deci acelaşi spectru σ  (reprezentat de mulţimea valorilor proprii ale 
matricei A ), adică 

           (Σ) (Σ)σ σ= .                      (65) 

Intr-adevăr, 
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              1 1 1( ) det( I ) det( I ) det[ ( I ) ]s s A S s S S AS S s A S− − −= − = − = −P  

                     1det det( I ) det det( I ) ( )S s A S s A s−= ⋅ − ⋅ = − =P . 

4o. In cadrul procedurilor de analiză şi proiectare, prin alegerea 
convenabilă a matricei de transformare S , sistemul Σ  poate fi transformat 
într-un sistem echivalent Σ  la care unii dintre parametrii matriceali A , B , 
C  şi D  să aibă forme convenabile. De exemplu, dacă S  este matricea 
vectorilor proprii ai matricei A , atunci sistemul echivalent (nedegenerat) 
capătă aşa numita formă modală (sau spectrală), caracterizată  printr-o 
matrice A  de tip diagonal (sau bloc diagonal), în care toate valorile proprii 
apar pe diagonală. Dacă valorile proprii sunt distincte, fiecare ecuaţie de 
stare a sistemului echivalent poate fi integrată separat, deoarece conţine o 
singură variabilă de stare. 

 In Matlab, pentru obţinerea prin transformarea 1X TX=  a sistemului 
),,,( 11111 DCBAΣ  echivalent I-S-E cu ),,,( DCBAΣ , se utilizează funcţia ss2ss: 

   •   sis1 = ss2ss(sis,T) 

Pentru aducerea sistemului Σ la o anumită formă canonică ),,,( 11111 DCBAΣ , se 

utilizează funcţia 

   •   [sis1,T] = canon(sis,type)  

în care type poate fi mod (forma modală) sau com (forma companion). In forma 
companion, matricea A are ultima coloană formată din coeficienţii polinomului 
caracteristic al matricei A. Argumentul T (de intrare al funcţiei ss2ss şi, respectiv, de 
ieşire al funcţiei canon) este aşa numita matrice de transformare, egală cu inversa 
matricei S , adică 1−= ST . 

4.5.  DISCRETIZAREA SISTEMELOR CONTINUE TIP I-S-E 

Sistemul discret 0 0 0 0 0( , , , )Σ A B C D  reprezintă discretizatul I-S-E cu 
perioada T  al sistemului continuu ( , , , )Σ A B C D  dacă pentru orice stări 
iniţiale egale şi orice intrări T-echivalente de ordinul zero, stările şi ieşirile 
celor două sisteme sunt T-echivalente. Discretizatul I-S-E se mai numeşte 
echivalentul discret I-S-E. 
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Ţinând seama de expresia funcţiei de tranziţie a stării sistemului 
continuu Σ  pentru funcţia de intrare ( )U t  de tip T-scară, alegând momentul 
iniţial kt kT=  şi momentul curent 1 ( 1)kt k T+ = + , avem: 

                 11 1( ) ( )
1( ) e ( ) e ( )kk k k

k

tA t t A
k k t

tX t X t BU dτ τ τ++ +− −
+ = + ∫  

                            ( )1 1( )e ( ) e ( )k

k

t
k

t
A tAT

k kX t d BU tτ τ+ + −= + ∫      

                            ( )0e ( ) e ( )TAT Ax
k kX t dx BU t= + ∫ .      

Prin urmare, discretizatul 0Σ  cu perioada T  al sistemului continuu Σ , cu 
ecuaţia 

0 0
0

0 0

( ) ( ) ( )
:

( ) ( ) ( )
Σ

X t T A X t B U t

Y t C X t D U t

+ = +⎧⎪
⎨

= +⎪⎩
 , 

are parametrii matriceali 

               0 eATA = ,   ( )0
0 eT AB d Bτ τ= ∫ ,   0C C= ,   0D D= .            (66) 

Atunci când matricea A  este inversabilă, parametrul 0B   are expresia: 

                      0 0 1( I)B A A B−= − .                     (67) 

Observaţii. 1°. Dacă matricea A  are valorile proprii 1 2, , , ns s s… , 
atunci matricea 0 eATA =  are valorile proprii 

Ts1e , Ts2e , ... , ⋅Tnse  Prin urmare, 
dacă sistemul continuu  are spectrul 1 2{ , , , }ns s sσ = " , atunci discretizatul 

0Σ  va avea spectrul =oσ { Ts1e , Ts2e , ... , Tnse }. 

2°.  Prin înlocuirea derivatei ( )X t�  cu 1( ) /k kX X T+ − , a lui ( )X t  cu kX , 
a lui ( )U t  cu kU  şi a lui ( )Y t  cu kY , sistemul continuu Σ  se transformă în 
sistemul discret Σ~  având 

                    IA AT= +� ,   B BT=� ,   C C=� ,   D D=� .                        (68) 

De remarcat faptul că sistemul Σ~  constituie un aproximant al 
discretizatului propriu-zis 0Σ . Acest lucru reiese şi din faptul că Σ~  se 
obţine din 0Σ  prin înlocuirea exponenţialei matriceale eAt  cu I AT+ , adică 
cu primii doi termeni din dezvoltarea exponenţialei în serie de puteri. 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

140

 In MATLAB, discretizatul I-S-E al unui sistem continuu de tip I-S-E, se obţine 
cu funcţia 

    •     sisd = c2d(sis,T) , 

unde T  reprezintă perioada de discretizare. 

4.6. CONEXIUNI  SERIE, PARALEL ŞI CU REACŢIE 

Două sisteme continue sau discrete ),,,( 11111 DCBAΣ  şi ),,,( 22222 DCBAΣ  
sunt conectate: 

a) în serie (fig. 4.1), atunci când ieşirea primului sistem constituie 
intrarea celui de-al doilea sistem; 

b) în paralel (fig. 4.2), atunci când cele două sisteme au intrarea 
comună, iar ieşirile se însumează (algebric); 

c) în buclă închisă sau cu reacţie (fig. 4.3), atunci când ieşirea 
primului sistem este intrarea celui de-al doilea sistem, iar ieşirea celui de-al 
doilea sistem se însumează algebric la intrarea primului sistem. 

 
Fig. 4.1.  Conexiune serie. 

 
Fig. 4.2. Conexiune paralel. 

 
Fig. 4.3. Conexiune cu reacţie. 
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Sistemul rezultant ),,,( DCBAΣ , cu vectorul de stare 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2

1
X
X

X , 

are următorii parametri matriceali: 
a) conexiune serie: 

       [ ]1 1
2 1 2 2 1

2 1 2 2 1

0
,  , ,

A B
A     B =    C = D C C     D = D D

B C A B D
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

;      (69) 

b)  conexiune paralel: 

        [ ]1 1
1 2 1 2

2 2

0
 , , , 

0

A B
A   B =     C = C C    D = D D

A B
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

;            (70) 

c) conexiune cu reacţie negativă şi 1 0D = : 

          1 1 2 1 1 2

2 1 2

A B D C B C
A

B C A

− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,  1

0

B
B

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,   [ ]1 0C C= ,  0=D .     (71)   

In toate cazurile, sistemul rezultant are dimensiunea 1 2n n+ , unde 1n  
este dimensiunea lui 1Σ , iar 2n  este dimensiunea lui 2Σ . 

La conexiunile serie şi paralel are loc relaţia 

         1 2det( I ) det( I ) det( I )A A Aλ λ λ− = − ⋅ − ,              (72) 

care exprimă faptul că polinomul caracteristic al conexiunii este egal cu 
produsul polinoamelor caracteristice ale sistemelor componente. Prin 
urmare, spectrul conexiunii (mulţimea valorilor proprii) este reuniunea 
disjunctă a spectrelor sistemelor componente (formată din 1 2n n+  
elemente), adică  

   1 2( ) ( ) ( )A A Aσ σ σ= ∪� .                     (73) 

4.7. REDUCEREA SISTEMELOR DE TIP I-S-E 

Problema reducerii ordinului sistemelor se pune în special la sistemele 
de mari dimensiuni, unde apar dificultăţi ca urmare a complexităţii 
modelului, a erorilor de calcul şi a robusteţii reduse (a sensibilităţii 
exagerate la modificarea punctului de funcţionare sau a unor parametri ai 
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procesului sau dispozitivului de comandă). Reducerea unui sistem liniar 
continuu de tip I-S-E se poate realiza prin anularea dinamicii modurilor 
rapide, adică a modurilor asociate valorilor proprii cu partea reală negativă 
mică (situate cât mai departe de axa imaginară, în stânga acesteia). Astfel, 
presupunând că sistemul ( , , , )Σ A B C D  are dimensiunea n  şi valorile 
proprii ordonate astfel 

1 2 nRe Re Reλ λ λ≥ ≥ ≥" , 

prin neglijarea dinamicii ultimelor n q−  moduri, în sensul reţinerii numai a 
aportului static al acestora, se obţine un sistem redus de ordinul q , cu 
valorile proprii  1λ , 2λ , …, qλ . Determinarea ordinului q  se face astfel încât 
partea reală a lui 1qλ +  să fie negativă şi mult mai mare în modul (de cel 
puţin 5 ori) decât partea reală a lui qλ .  

 In cazul în care valorile proprii ale matricei A  sunt distincte, alegând 
ca bază a spaţiului stărilor matricea vectorilor proprii ai lui A , obţinem 
sistemul echivalent ( , , , )Σ A B C D , în care matricea pătrată A  este de tip 
diagonal, adică  

1 2diag ( , , , )nA λ λ λ= … . 

Ecuaţiile sistemului Σ  pot fi scrise sub forma modală 

1 11 1 1

2 22 2 2

X A X BU
X A X B U

⎧ = +⎪
⎨

= +⎪⎩

�
�   , 

1 1 2 2Y C X C X DU= + + , 

în care  

11 1 2diag ( , , , )qA λ λ λ= … ,   22 1 2diag ( , , , )q q nA λ λ λ+ += … . 

Reducerea sistemului se realizează prin înlocuirea celei de-a doua ecuaţii 
de stare cu ecuaţia algebrică  

22 2 2 0A X B U+ = . 

Sistemul redus are atunci ecuaţiile 
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                1 11 1 1

1
1 1 2 22 2( )

X A X BU

Y C X D C A B U−

⎧ = +⎪
⎨

= + −⎪⎩

�
.                   (74) 

Metoda reducerii în domeniul spaţiului stărilor prezintă avantajul tratării 
unitare a sistemelor monovariabile şi multivariabile. 

4.8. METODA  PLANULUI  FAZELOR 

Metoda planului fazelor este o metodă grafică de analiză a sistemelor 
continue, liniare sau neliniare, de ordinul unu sau doi.  

Două variabile 1x  şi 2x  se numesc variabile de fază atunci când una 
este derivata celeilalte, adică 1 2x x=�  ( 2x  este viteza de variaţie a lui 1x ). 
Sistemele de ordinul doi ale căror stări 1x  şi 2x  sunt variabile de fază au 
ecuaţia de stare sub forma generală 

                      
1 2

2 2 1 2( , , )

x x

x f x x u

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩

�

�
 .                 (75) 

Sistemele de ordinul doi cu modelul intrare-ieşire 

         2( , , )y f y y u=�� � ,                       (76) 

pot fi aduse la forma intrare-fază-ieşire alegând ca variabile de fază ieşirea 
y  şi derivata acesteia y� , adică 1x y= , 2x y= � .  

Sub acţiunea unei intrări u  date, starea sistemului evoluează în planul 
stărilor (fazelor), dintr-o stare iniţială dată, pe o traiectorie de stare numită 
traiectorie de fază (fig. 4.4). Faza curentă 1 2( , )x x  este reprezentată pe 
traiectoria de fază printr-un punct numit punct caracteristic. Caracteristica 
principală a metodei planului fazelor este dată de sensul de deplasare a 
punctului caracteristic pe traiectoria de fază. Astfel, în semiplanul superior 
( 2 0x > ), punctul caracteristic se deplasează pe traiectoria de fază de la 
stânga la dreapta, iar în semiplanul inferior ( 2 0x < ) - de la dreapta spre 
stânga. Intr-adevăr, dacă faza curentă 1 2( , )x x  este situată în semiplanul 
superior, atunci din relaţia 2 0x > , echivalentă cu 1 0x >� , rezultă că 1( )x t  este 
strict crescătoare în timp, deci punctul caracteristic se va deplasa pe 
traiectoria de fază spre dreapta. In mod similar, dacă 2 0x < , atunci punctul 
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caracteristic se deplasează pe traiectoria de fază spre stânga. In cazul 
traiectoriei de fază din fig. 4.4, punctul caracteristic evoluează, indiferent 
de poziţia sa iniţială, spre punctul C de intersecţie a traiectoriei cu axa 
abciselor. 

                       
                      Fig. 4.4. Exemplu de traiectorie de fază. 

Pentru o intrare u  constantă sau, mai general, dependentă de fazele 1x  şi 
2x , prin orice punct al planului fazelor pentru care funcţia 

2 1 2 1 2( , , ( , ))f x x u x x  

este definită trece o singură traiectorie de fază. Mulţimea tuturor 
traiectoriilor de fază din planul fazelor constituie portretul fazelor.  

In cazul traiectoriei de fază descrise de ecuaţia 

                 2 1( )x f x= ,                              (77) 

timpul de evoluţie a stării sistemului din punctul 1 2( , )A AA x x  în punctul 

1 2( , )B BB x x  este dat de următoarea relaţie 

                     1

1

1

1( )
B

A

x
AB x

dx
T =

f x∫ ,                       (78) 

care se obţine imediat din (77) prin înlocuirea lui  2x   cu 1dx
dt

. 

Ecuaţia traiectoriilor de fază ale sistemelor de ordinul doi, cu intrarea 
u  dependentă de variabilele de fază 1x  şi 2x , este dată de soluţia ecuaţiei 
diferenţiale de ordinul unu 

              2
2 2 1 2 1 2

1
( , , ( , ))

dx
x f x x u x x

dx
⋅ = .              (79) 
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Această ecuaţie diferenţială se obţine din ecuaţiile de stare (75) ale 
sistemului considerând că faza 2x  depinde de t  prin intermediul fazei 1x , 
adică 2 2 1( ( ))x x x t= . Avem 

2 1 2
2 2

1 1

dx dx dx
x x

dx dt dx
= ⋅ = ⋅�  , 

iar din a doua ecuaţie de stare (75) se obţine imediat (79). In mod similar, 
ecuaţia diferenţială a traiectoriilor de fază poate fi obţinută din ecuaţia 
intrare-ieşire (76) ţinând seama că 

2 2 1 2
2

1

( ( ))dy dx dx x t dx
y x

dt dt dt dx
= = = = ⋅
�

�� . 

Punctele 1 2( , )x x  din planul fazelor caracterizate prin 1 2 0x x= =� �  se 
numesc puncte singulare (fixe sau de echilibru). Din ecuaţiile de stare (75) 
rezultă că punctele singulare satisfac relaţiile 

                 2 0x =  ,    2 1 1( ,0, ( ,0)) 0f x u x = ,                  (80) 

deci sunt situate pe axa abciselor. Punctele singulare situate pe traiectoria 
de fază sunt puncte staţionare (de regim staţionar). De remarcat faptul că 
nu orice punct de intersecţie a traiectoriei de fază cu axa abciselor este 
punct singular sau punct staţionar. Dacă o traiectorie de fază intersectează 
axa abciselor după un unghi diferit de ± 90o, atunci punctul de intersecţie 
este punct singular staţionar. In acest caz, derivata 2 1/dx dx  în punctul de 
intersecţie a traiectoriei de fază cu axa abciselor este finită, produsul 

2
2

1
0

dx
x

dx
=  este zero (deoarece 2 0x = ), iar din ecuaţia diferenţială a 

traiectoriilor de fază (79) rezultă  2 1 1( ,0, ( ,0)) 0f x u x = ; prin urmare, punctul 
de intersecţie este punct singular staţionar. 

Unui sistem liniar de ordinul doi Σ(A,B,C,D) cu o singură intrare i se 
poate asocia un sistem echivalent I-S-E cu variabile de fază Σ  (cu ecuaţia 
de stare 1 2x x=� ) dacă şi numai dacă matricea pătrată (de controlabilitate)  

    [ ]S B AB=                       (81) 

 este nesingulară. In acest caz, alegând matricea de transformare a stării 
(81) şi utilizând transformarea X SX= , sistemul Σ se transformă în 
sistemul cu variabile de fază Σ . 
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Să considerăm acum sistemul continuu liniar de ordinul doi, de tip 
proporţional, cu modelul intrare-ieşire 

      2 22 0 ,nn n nξy ω y ω y ω u , ω+ + = >�� �                       (82) 

unde nω  este pulsaţia naturală, iar ξ  - factorul de amortizare. Alegând 

1x y= , 2x y= �  şi considerând intrarea u  constantă pentru 0t ≥  (egală cu 
0u ), obţinem ecuaţiile de fază 

          
1 2

2
2 1 0 22n n

x x

x ω (x u ) ξω x

=⎧⎪
⎨

=− − −⎪⎩

�

�
.                    (83) 

Sistemul (83) are punctul singular 0( , 0)u  şi ecuaţia diferenţială a 
traiectoriilor de fază: 

    2 2
2 1 0 2

1
2n n

dxx ω (x u ) ξω xdx = − − − .                   (84) 

In cazul particular 0=ξ , prin integrarea ecuaţiei (84) obţinem ecuaţia 
algebrică a  traiectoriilor de fază, sub forma 

               2 2 2 2
1 0 2 0nω (x u ) x a , a− + = > .                         (85) 

Traiectoriile de fază sunt elipse cu centrul în punctul singular 0P( ,0)u , de 
tip turbion - fig. 4.5.  

 
Fig. 4.5. Portretul fazelor sistemului liniar de ordinul doi 

cu amortizare nulă şi 10 =u . 
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In consecinţă, sistemul este de tip oscilant întreţinut (cu amplitudinea de 
oscilaţie constantă). In conformitate cu relaţia (78), în cazul în care faza 
iniţială este situată în origine, perioada de oscilaţie este 

                                  02 1
0 2 2

0 1 0

2 2π
( )n n

u dxT
u x uω ω= =
− −

∫ .                             (86) 

In cazul 1>ξ , sistemul de ecuaţii diferenţiale (83) admite soluţia 
generală 

               
1 2

1 2

1 0 1 2

2 1 1 2 2

( ) e e

( ) e e

s t s t

s t s t

x t u C C

x t C s C s

= + +⎧⎪
⎨

= +⎪⎩
 ,                   (87) 

unde 1s  şi 2s  sunt valorile proprii reale ale sistemului, adică  

             2
1,2 ( 1 ) ns ξ ξ ω= − ± − ,  1 2s s>  .                      (88) 

Cazurilor particulare 2 0C =  şi, respectiv, 1 0C = , le corespund traiectoriile 
de fază degenerate 

                  D1: 2 1 1 0( )x s x u−= ,    D2: 2 2 1 0( )x s x u−= .             (89) 

Dreptele separatoare D1 şi D2 împart planul fazelor în patru domenii 
distincte (fig. 4.6). Orice traiectorie de fază aparţine în întregime unui 
singur domeniu (determinat de poziţia fazei iniţiale).  

 
Fig. 4.6. Dreptele de separaţie si traiectoriile de faza ale sistemului liniar 

de ordinul doi cu 1>ξ . 
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In cazul 1>ξ  (fig. 4.6, a), punctul singular 0P( ,0)u  este punct 
staţionar de tip nod stabil, (deoarece traiectoriile de fază converg către 
acesta din toate direcţiile), iar în cazul 1−<ξ  (fig. 4.6, b), punctul singular 
este nod instabil (deoarece traiectoriile de fază sunt divergente). 

In cazul 10 <<ξ  (fig. 4.7, a), punctul singular 0P( ,0)u  este punct 
staţionar de tip focar stabil (deoarece traiectoriile de fază converg în 
spirală, din toate direcţiile, către acesta), iar în cazul 01 <<− ξ  (fig. 4.7, b), 
punctul singular este focar instabil (deoarece traiectoriile de fază sunt 
divergente). 

   
              Fig. 4.7. Traiectoriile de faza ale sistemului liniar de ordinul doi cu 1<ξ .   
    

Traiectoriile de fază din figurile 4.5, 4.6 şi 4.7 au fost obţinute în 
MATLAB, cu funcţia plfaz de mai jos: 

function[]=plfaz(cs,m,t1,X0,u0) 

%   Reprezentarea grafică pe intervalul [0, t1] a traiectoriilor de fază ale sistemelor            
%    liniare de ordinul doi cu factorul de amortizare cs şi pulsaţia naturală m, pentru     
%      starea iniţiala X0 şi intrarea constantă u0.  

A=[0  1;-m*m  -2*cs*m]; 
    B=[0;m*m]; C=[1  0]; D=0; 
    sis=ss(A,B,C,D); 
                              t1=0:1:t1;  u=u0*ones(length(t1),1);  
      [Y,t,X]=lsim(sis,u,t1,X0); hold on; 
    if (cs>=1 | cs<=-1) 
           s1=(-cs-sqrt(cs*cs-1))*m; 
           s2=(-cs+sqrt(cs*cs-1))*m; 
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           plot(X(:,1),s1*(X(:,1)-1),'r'); % Dreapta de separaţie 
           plot(X(:,1),s2*(X(:,1)-1),'r');  % Dreapta de separaţie 
    end 
    plot(X(:,1),X(:,2),'b');      % Traiectoria de faza 
    xlabel('x1'); ylabel('x2');  
    grid on; 

Spre exemplificare, graficele din fig. 4.6-a şi 4.7.b au fost obţinute cu 
comenzile 
    plfaz(1.15,0.1,100,[0;0],1);  
    plfaz(1.15,0.1,100,[1.2;0.15],1); 

respectiv 
    plfaz(-.15,0.1,118,[0;0],1);  
    plfaz(-.15,0.1,118,[2;0],1) 

In fig. 4.8 este reprezentat portretul fazelor sistemului dublu integral 

                 1 2

2

x x

x u

=⎧
⎨

=⎩

�

�
 ,                   (90) 

având comanda u  dependentă neliniar de stare, după relaţia 

                   
1

1

1

0,5 , 0
0 , [0 2]

0,5 , 2

x
u x ,

x

<⎧
⎪= ∈⎨
⎪− >⎩

 .                     (91) 

 
Fig. 4.8. Traiectoriile de faza ale sistemului dublu integral 

cu comandă tripoziţională dependentă de stare. 
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Punctele de pe axa abciselor din intervalul [0, 2] sunt puncte singulare. 
Prin rezolvarea ecuaţiei diferenţiale de stare 

2
2

1

dx
x u

dx
= , 

se obţine ecuaţia traiectoriilor de fază, sub forma 

             
1 1 1

2 2 1

3 1 1

, 0
, [0, 2]
, 2

x C x
x C x

C x x

⎧± + <
⎪

= ∈⎨
⎪± − >⎩

 .                    (92) 

Traiectoriile de fază au o formă ciclică, alcătuită din curbe parabolice 
şi drepte. In cazul traiectoriei de fază care trece prin punctul A(a,0) cu 

0a> , porţiunile (FAB), (BC), (CDE) si (EF) au respectiv ecuaţiile  

2
1 2x x a= − ,   2x a= ,   

 2
1 2+2x a x= − ,   2x a=− , 

iar punctele de pe traiectorie au coordonatele 

B(0, a ),   C(2, a ),   D(a+2,0),    

E(2, a− ),   F(0, a ). 

In conformitate cu (78), avem 

0 01
AB 1

1

2 2
a a

dx
T = x a a

x a− −
= + =

+∫ , 

2 1
BC 0

2d x a
T =

a a
=∫ . 

Deoarece, din considerente de simetrie, avem TAB=TCD=TDE=TFA şi 
TBC=TEF, rezultă că ciclul (ABCDEFA) are perioada 

AB BC
14 2 4(2 )T T T aa= + = + . 
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4.9.  APLICAŢII  REZOLVATE 

♦ Aplicaţia  4.1.  Pentru sistemul liniar continuu de ordinul doi  

, 
1 0

11
  =  

 
        ,  

0

1
  +  

 
 

32

1 0
  =  

 2

1

2

1

2

1

2

1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

x

x

y

y
u

x

x

x

x
�

�
 

să se afle evoluţia în timp a stării şi a ieşirii pentru starea iniţială ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
1
1

0X  şi intrarea 

0,1)( ≥= ttu . 

Soluţie. Avem 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=

32

10
A ,    

1
0

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,    
1 1
0 1

C
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,   
0
0

D ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Vom rezolva problema printr-o metodă directă (nematriceală), apoi prin două metode 
matriceale: metoda Sylvester si metoda diagonalizării. 

Metoda directă. Din ecuaţiile de stare uxx += 21
�  şi 212 32 xxx −−=� , prin eliminarea 

variabilei 2x , obţinem ecuaţia 

uuxxx 323 111 +=++ ���� . 

Pentru 0t > , ecuaţia devine 323 111 =++ xxx ���  şi are soluţia generală 

tt CCtx 2
211 ee2

3)( −− ++= . 

Constantele 1C  şi 2C    se obţin din condiţiile iniţiale 

1)0(1 =x ,  2(0))0()0( 21 =+= uxx� . 

Rezultă 
tttx 2

1 e2
3e2

3)( −− −+= , 

tttutxtx 2
12 e3e1)()()( −− +−−=−= � , 

apoi 
tttxtxty 2e2

9e22
5)()()( 211

−− −+=−= , 

tttxty 2
22 e3e1)()( −− +−−== . 

La sistemele de ordin superior, metoda directă devine extrem de greoaie. 

Metoda Sylvester. Avem 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

−
=−

32

1
I

s

s
As ,    )2)(1(2)3()Idet( ++=++=− ssssAs , 
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deci matricea A  are valorile proprii 11 −=s , 22 −=s . Formăm  

sttsf st )()(e)( 10 αα −−= , 

 iar din 0)( 1 =sf  şi 0)( 2 =sf  rezultă  

0e 10 =+−− ααt ,     02e 10
2 =+−− ααt , 

apoi 
tt 2

0 ee2 −− −=α ,   tt 2
1 ee −− −=α  . 

Deci 
2 2

0 1
0 1 2 2

1 0 1

2e e e e
( ) e ( ) I ( )

2 3 2e 2e e 2e
At

t t t t

t t t tt t t A
α α

α α
α α α

Φ
− − − −

− − − −

− −⎡ ⎤⎡ ⎤
= = + = = ⎢ ⎥⎢ ⎥− − − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Mai departe, avem: 
2

1
2

4e e 31( ) (e I) 2 4e 2e 2

t t
At

t t
t A BΨ

− −
−

− −

− + +⎡ ⎤
= − = ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

, 

0

2

2

3e 2e
( ) ( )

3e 4e

t t

l t t
X t t XΦ

− −

− −

−⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥− +⎣ ⎦

,    0

2

2

4e e 31( ) ( ) 2 4e 2e 2

t t

f t t
X t t uΨ

− −

− −

− + +⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

, 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−

+−
=+=

−−

−−

2e6e2

3e3e2
2
1)(

2

2

tt

tt

fl XXtX , 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−

+−
==

−−

−−

2e6e2

5e9e4
2
1)()(

2

2

tt

tt
tCXtY . 

Metoda diagonalizării. Matricea A  are vectorii proprii  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
1
1

1v ,     ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
2
1

2v . 

Rezultă: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
=

21
11

V ,   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
=−

11
121V ,   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

−

t

t
tA

2e0
0ee . 

1( ) e eA At tt V VΦ −= =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−+−

−−
=

−−−−

−−−−

tttt

tttt

22

22

e2ee2e2

eeee2
. 

Graficele răspunsului liber al stării lX , răspunsului forţat al stării fX  şi 

răspunsului total al stării l fX X+  au fost obţinut în Matlab cu următorul program (fig. 

4.9):  
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sis=ss([0  1;-2  -3],[1;0],[1  -1;0  1],0); 
X0=[1,1]; t=0:0.1:6; 
[Y1,t,Xl]=initial(sis,X0);  
[Y2,t,Xf]=step(sis,t); 
plot(t,Xl,t,Xf, t,Xl+Xf);  
grid on; 

Graficele răspunsului liber al ieşirii lY , răspunsului forţat al ieşirii fY  şi 

răspunsului total al ieşirii ( l fY Y+ ) au fost obţinute cu programul (fig. 4.10):  

sis=ss([0  1;-2  -3],[1;0],[1  -1;0  1],0); 
X0=[1,1]; t=0:0.1:6; 
[Yl,t,Xl]=initial(sis,X0);  
[Yf,t,Xf]=step(sis,t); 
plot(t,Xl,t,Yf, t,Yl+Yf);  grid on; 

 
          Fig. 4.9. Răspunsul liber, răspunsul forţat şi răspunsul total al stării.  

 
  Fig. 4.10. Răspunsul liber, răspunsul forţat şi răspunsul total al ieşirii.  
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♦ Aplicaţia  4.2. Se consideră sistemul liniar continuu de tip I-S-E 

⎩
⎨
⎧

+−=

+−−=

uxxx
uxxx

212

211

6,02�
�

 ,   21 xxy −= . 

Să se afle: a) )(1 tx , )(2 tx  şi )(ty  pentru )(113 tu ⋅= ; b) funcţia pondere )(tg .  

Soluţie. Avem 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
=

6,02
11

A  ,   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1

B  ,   [ ]11 −=C  ,   0=D . 

a) Metoda directă. Avem: 

uuuxxxxuuxxxuxxx ���������� +−+−−+−−=++−−−=+−−= )(6,02)6,02( 1111211211  
deci 

uuxxx 4,06,26,1 111 −=++ ���� . 

Modelul secundar are forma 

1

1,6 2,6
0,4

w w w u
x w w
+ + =⎧

⎨ = −⎩

�� �
� . 

Pentru 0≥t , rezultă 

         
1

1,6 2,6 13 , (0) (0) 0
0,4

w w w w w
x w w
+ + = = =⎧

⎨ = −⎩

�� � �
� , 

de unde 
0,8 20( ) 5 e ( sin1, 4 5cos1, 4 )7

tw t t t−= − + , 

)4,1cos24,1sin7
73(e2)( 8,0

1 tttx t ++−= − , 

apoi 
)4,1cos154,1sin7

5(e1513)( 8,0
112 ttxxtx t −+=+−−= −� , 

)4,1cos174,1sin7
68(e17)( 8,0

21 ttxxty t ++−=−= − . 

Metoda Sylvester. Matricea A are valorile proprii 1,2 js a b= ± , unde 8.0−=a  şi 
4,1=b . Formăm 

                ssf ts
10e)( αα −−= ,  

iar din 0)( 1 =sf  şi 0)( 2 =sf ,  rezultă 

1 21 1 2(e e ) / ( )t ts s s sα = − − = 0,8e sin 5 e sin1,47
at tbt tb

−= , 

)4,1sin
7
44,1(cose)sin(cosee 8,0

110 1 ttbt
b
abts tatts +=−=−= −αα , 
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deci 

                               
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
=+=

−

101

11
10

6,02
Ie

0

ααα

ααα
αα AtA  

                                     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−−
= −

ttt
tttt

4,1sin4,1cos74,1sin10
4,1sin54,1sin4,1cos7

e7
1 8,0 . 

Mai departe, 

1
0 0( ) ( ) (e I)AtX t t u A BuΨ −= = −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−+
=

−

−

15)4,1cos154,1sin7
5(e

2)4,1cos24,1sin7
73(e

8,0

8,0

tt

tt
t

t

, 

)4,1cos174,1sin7
68(e17)()( 8,0

0 ttDutCXty t ++−=+= − . 

Metoda diagonalizării. Valorilor proprii 1s  şi 2s   li se asociază vectorii proprii  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=

1
1 1

1
s

v  ,     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=

2
2 1

1
s

v . 

 Rezultă 

1 1

0, 2 1, 4j 0, 2 1, 4j
V

− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

,    1
0,2 1, 4j 15

14j 0,2 1, 4j 1
V −

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

, 

1,4 j
0,8

1,4 j

e 0
e e

0 e

t
At t

t
−

−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 , 

1ee −= VV tAAt = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−−−

ttt
tttt

4,1sin4,1cos74,1sin10
4,1sin54,1sin4,1cos7

e7
1 8,0 . 

b) Sistemul are funcţia pondere 

0,8
0

17( ) e ( ) e sin1,47
At tg t C B D t tδ −= + =− . 

Observaţie. Graficele cu răspunsurile sistemului din fig. 4.11 au fost obţinut în 
Matlab, cu programul:  

sis=ss([-1  -1;2  -0.6],[1;1],[1 -1],0); 
u0=13; 
[Y,t,X]=step(sis);  
X=u0*X;  
Y=u0*Y; 
[G]=impulse(sis);  
plot(t,X,t,Y,t,G); grid on; 
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Fig. 4.11. Reprezentarea grafică a răspunsurilor sistemului. 

♦ Aplicaţia 4.3.   Să se afle evoluţia stării şi ieşirii sistemului liniar discret 

[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+

)2

1

2

1

2

1

(

)(
 11 = )(     , )( 

1

1
  +  

)( 

)(
 

8,02,0

2,0 30,
 = 

)1( 

)1(

tx

tx
tytu

tx

tx

tx

tx
, 

pentru starea iniţială ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
1
1

0X  şi  intrarea 0,1)( ≥= ttu .  

Soluţie. Vom rezolva problema prin metoda Sylvester şi metoda diagonalizării. 

Metoda Sylvester. Matricea  A  are valorile proprii  

4,01=z ,    7,02 =z . 
Formăm 

0 1( ) tf z z zβ β= − − , 

iar din 0)( 1 =zf  şi 0)( 2 =zf  rezultă 04,0 10 =−− ββp  şi 07,0 10 =−− ββq , unde 

0, 4 tp = ,   0,7 tq = . 

De aici obţinem 

3
47

0
qp−=β  ,     3

)(10
1

qp+−=β , 

deci 

0 1ItA Aβ β= + = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−

−−

qpqp
qpqp

422
224

3
1 . 

Mai departe,  

0
2

( )
2

t
l

p q
X t A X

p q
−⎡ ⎤= = ⎢ ⎥− +⎣ ⎦

, 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−

−−
=−−= −

qp
qp

BUAAtX t
f 45

224
9
5))(I(I)( 0

1  , 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−−

−+
=+=

qp

qp
XXtX fl

38425

19820

9
1)(  ,    

3
19415)()( qptCXty −+

== .  

Metoda diagonalizării. Avem: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

21
12

V ,    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

21
12

3
11V ,    ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

q
p

At
0

0
, 

deci 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−+−

−−
== −

qpqp

qpqp
VAVA tt

422

224

3
11 . 

Răspunsul liber şi răspunsul forţat al stării sunt reprezentate grafic în fig. 4.12. 
Ambele răspunsuri au fost obţinute în Matlab, cu următorul program:  

sis=ss([0.3 -0.2;0.2 0.8],[1;-1],[1 -1],0,1); 
t=0:1:10; X0=[1,1];  
[Y1,t,X1]=initial(sis,X0,t); [Y2,t,X2]=step(sis,t);  
plot(t,X1,'.-');  hold on;  
plot(t,X2,'.-');  grid on;  

 
Fig. 4.12. Răspunsul liber şi răspunsul forţat al stării. 

Graficul răspunsului complet al stării şi al ieşirii din fig. 4.13 a fost obţinut în 
Matlab, cu programul:  

sis=ss([0.3 -0.2;0.2 0.8],[1;-1],[1 -1],0,1); 
t=0:1:10; X0=[1,1];  
[Yl,t,Xl]=initial(sis,X0,t); [Yf,t,Xf]=step(sis,t);  
plot(t,Xl+Xf,'.-');  hold on;  
plot(t,Yl+Yf,'.-');   
grid on;  
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Fig. 4.13. Răspunsul stării şi răspunsul ieşirii. 

♦ Aplicaţia 4.4.   Fiind dat sistemul 

    Σ :    , 
1 0

11
  =  

 
      ,  

0

1
  +  

 
 

32

1 0
  =  

 2

1

2

1

2

1

2

1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

x

x

y

y
u

x

x

x

x
�

�
  

să se afle sistemul Σ  echivalent I-S-E, cu matricea A  de tip diagonal. 

Soluţie. Alegem ca matrice de transformare S  matricea V  a vectorilor proprii a lui A , 
adică  

1  1
1 2

S V ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

Rezultă  
1 2  1

1 1
S− ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
, 

apoi 

1 1  0
0 2

A S AS− −⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥−⎣ ⎦

,    1 2
1

B S B− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 

2  3
1 2

C CS ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

,     
0
0

D D ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

Sistemul echivalent Σ  are ecuaţiile 

1 1

2 2

2

2

x x u

x x u

=− +⎧
⎨

=− −⎩

�

�
 , 

1 1 2

2 1 2

2 3

2

y x x

y x x

= +⎧
⎨

=− −⎩
. 
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♦ Aplicaţia 4.5.  Să se arate că sistemul Σ  de la aplicaţia 4.4 este echivalent I-E 
cu sistemul 

Σ :    
  0  1  1

2 3  2
  0   0 5

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

 ,     
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
0
1

B  ,    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

3    1   0

2    1  1
C  ,     ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

0
0 

D  . 

Soluţie. Pentru orice intrare de tip original (nulă pentru )0<t , avem 00 =X , deci 

0(0)
3

=x , iar din ultima ecuaţie de stare a sistemului Σ , anume 33 5xx −=� , rezultă  

0)(
3

=tx  pentru orice 0≥t . In consecinţă, ieşirea Y  a sistemului Σ  pentru 0≥t  este 

influenţată numai de stările 1x  şi 2x , fiind complet determinată de ecuaţiile:  

           1 2

2 1 22 3

x x u

x x x

= +⎧
⎨

=− −⎩

�

�
;      1 1 2

2 2

y x x

y x

= −⎧
⎨

=⎩
, 

identice cu cele ale sistemului  Σ .  

♦ Aplicaţia 4.6.  Să se afle discretizatul sistemului continuu de ordinul doi 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2

1

2

1

2

1

2

1  
1 0
11

  =  
 

       ,   
0
1

  +  
 

 
32
1 0

  =  
 y

y
y
y

u
x
x

x
x
�
�

 

cu perioada de eşantionare 2,0=T . 

Soluţie. Matricea A  are valorile proprii 1 1s =− , 2 2s =−  şi matricea vectorilor proprii  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
2
1

1
1

V . 

Parametrii matriceali ai discretizatului propriu-zis sunt: 

                           0 1
2

1 1 0 2 1e
e e

1 2 0 1 1e

T
AT

T
ATA V V

−
−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

     

                                 
2 2

2 2

0,967   0,1482e e e e
0,297   0,5222e 2e e 2e

T T T T

T T T T

− − − −
≈

− − − −

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−− + − + ⎣ ⎦⎣ ⎦

 ,    

0 0
2

1
2

0,1982e 0,5e 1,5
( I)

0,0332e e 1

T T

T T
B A A B

− −
− ≈

− −

− + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−− − ⎣ ⎦⎣ ⎦
, 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
==

1 0 
110 CC  ,    ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡==
0
00 DD . 
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Pentru discretizatul aproximativ, avem  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=+=
0,40,4
0,21

312
1

I
~

TT
T

ATA ,     ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ===

00
~ 2,0T

BTB . 

♦ Aplicaţia 4.7.  Să se elimine modurile rapide ale sistemului  

21

3213

32

21

005,001,0

1,150,1550,005

xxy

uxxxx

xx

xx

+=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−−=

=

=

�

�

�

 

Soluţie. Matricea A a sistemului are valorile proprii 05,01 −=λ , 1,02 −=λ ,  13 −=λ  şi 

matricea vectorilor proprii 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=

111
11020
1100400

S . 

Alegând pe S ca bază a spaţiului stărilor, obţinem forma modală Σ  caracterizată prin  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
== −

100
00,10
000,05

1ASSA ,      
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−== −

1,16960
0,22222
0,05263

1BSB , 

C CS= = [3,9  0,95  0,005],      0D D= = . 

Deoarece 3 210 0λ λ= < , vom reduce sistemul de la ordinul n=3 la ordinul n=2. Scriem 

sistemul Σ  sub forma 

11

22

3 3

0,05 0 0,05263
0 0,1 0, 22222

1,1696

xx
u

xx

x x u

−⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎪⎣ ⎦
⎨
⎪ = − +⎪⎩

�
�

�
 

                                      [ ] 1
3

2
3,9 0,95 0,005

x
y x

x
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Ecuaţia diferenţială 3 3 1,1696x x u= − +�  are forma staţionară 3 1,1696x u= . Prin 
urmare,  sistemul redus are modelul 

1 1

2 2

0,05 0,05263

0,1 0, 22222

x x u

x x u

= − +⎧
⎨

= − −⎩

�

�
 ,      1 23,9 0,95 0,005848y x x u= + + .   



ANALIZA IN DOMENIUL TIMPULUI A SISTEMELOR LINIARE DE TIP I-S-E    

  

161

♦ Aplicaţia 4.8. Fie sistemul liniar continuu de tip integral cu ecuaţia intrare-
ieşire 

uyy =+ ���2 . 

Alegând variabilele de fază yx =1  şi yx �=2 , să se reprezinte traiectoriile de fază pentru 
intrarea constantă 0uu =  în cazurile: a) 00 =u ;  b) 10 =u . 

Soluţie. Formăm ecuaţiile de fază 

⎩
⎨
⎧

+−=

=

022

21

5,05,0 uxx

xx
�

�
 

şi ecuaţia diferenţială a traiectoriilor de fază 

02
1

2
2 5,05,0 uxdx

dx
x +−= , 

echivalentă cu 
0

1 2
2 0

2(1 ) 0
u

dx dx
x u

+ + =
−

, 

Prin integrare, obţinem ecuaţia algebrică a traiectoriilor de fază, sub forma 

            102021 ln22 Cuxuxx =−++ . 

a) Pentru 00 =u , traiectoriile de fază sunt drepte cu ecuaţia 

                                                   121 2 Cxx =+  

 (fig. 4.14). Toate punctele de pe axa abciselor (cu 02 =x ) sunt puncte singulare şi 

puncte staţionare. 

 
Fig. 4.14. Traiectoriile de fază pentru 00 =u . 

b) Pentru 10 =u , traiectoriile de fază sunt descrise de ecuaţia  

                                         1221 1ln22 Cxxx =−++ . 
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Ele sunt reprezentate grafic în fig. 4.15. Oricare ar fi faza iniţială, punctul caracteristic 
tinde aperiodic către ),1( ∞ . Pentru 101>x , deplasarea punctului caracteristic se face 

practic cu viteză constantă (egală cu 1). 

 
Fig. 4.15. Traiectoriile de fază pentru 10 =u . 

♦ Aplicaţia 4.9. Pentru sistemul cu ecuaţia 

uuyyy +=++ ���� 68 , 

să se determine un sistem (echivalent intrare-ieşire) cu variabile de fază. 

Soluţie. Formăm modelul secundar 

⎩
⎨
⎧

+=

=++

wwy

uwww

�

��� 68
 , 

şi alegem variabilele de stare  
wx =1 ,  wx �=2 , 

care satisfac ecuaţia  
21 xx =� . 

Din ecuaţiile modelului secundar, rezultă 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=++

12

122 68

xxy

uxxx�
. 

Am obţinut astfel sistemul cu variabile de fază 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

=

)6(
8
1

212

21

uxxx

xx

�

�
 ,      21 xxy += . 
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4.10.  APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C4.1. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul continuu de ordinul doi  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1

2

1

2

1  
1 1

11
  =  

 
        ,   

1

1
  +  

 
 

2

1 0
  =  

 x

x

y

y
u

x

x

mx

x

�

�
 , 

are răspunsul indicial )(tY  mărginit? In cazul 3−=m , să se afle evoluţia în timp a 

stării şi a ieşirii pentru starea iniţială ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

0X  şi intrarea 0,1)( ≥= ttu  .  

♦ C4.2. Pentru sistemul cu ecuaţiile  

⎩
⎨
⎧

+−=

+−−=

212

211

22
152

xxx
uxxx

�
�

 ,     21 2xxy +=  , 

să se afle: a) )(1 tx , )(2 tx  şi )(ty  pentru )(1 tu = ;  b) funcţia pondere )(tg . 

♦ C4.3.  Să se afle evoluţia stării şi a ieşirii sistemului discret 

⎩
⎨
⎧

−−=+

−−=+

)(4)(3)1(
)(4)()(2)1(

12

211

tutxtx
tutxtxtx

 ,    )()()( 21 txtxty += , 

a) pentru starea iniţială ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

4
4

0X  şi  intrarea 0,1)( ≥= ttu ;   

b) pentru )(10 tu = . 

♦ C4.4. Fiind dat sistemul 

Σ :   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1

2

1

2

1
 

1 0

11
  =  

 
        ,   

3

1
  +  

 
 

12

1 1
  =  

 x

x

y

y
u

x

x

x

x

�

�
 , 

şi matricea de transformare ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

11
11

S  , să se afle sistemul echivalent Σ . 

♦ C4.5. Să se afle discretizatul propriu zis şi discretizatul aproximativ al 
sistemului continuu de ordinul doi 

21
2

1

2

1     ,  
1
1

  +  
 

 
31
2 0

  =  
 

xxyu
x
x

x
x

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
�
�

 , 

cu perioada de eşantionare T . 
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♦ C4.6. Fie )(tXl  componenta liberă a stării unui sistem liniar continuu 
),,,( DCBAΣ  pentru starea iniţială 0X , iar )(tX f  componenta forţată a stării pentru 

)(1)( 0 tUtU ⋅= . Să se arate că: 

a) dacă  00 BUAX = , atunci  0)()( XtXtX lf −=  ;  

b) dacă  00 BUX = , atunci  )()( tXtX lf =� .  

♦ C4.7. Pentru sistemul cu ecuaţia 

uuyyy +=++ ���� 3269  , 

să se determine un sistem (echivalent intrare-ieşire) cu variabile de fază. 

♦ C4.8. Pentru sistemul cu ecuaţia 

uuuyyy ++=++ ������ 3427  , 

să se determine un sistem (echivalent intrare-ieşire) cu variabile de fază. 

♦ C4.9.  Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul discret de ordinul doi  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=+

−
−

+=+

)(4)()1(

)(4)(
4

12)()1(

12

211

tutxtx

tutxmtmxtx  ,    )()1()()( 21 txmtxty −+=  

are răspunsul indicial mărginit ? 



 

5 
   METODA OPERAŢIONALĂ 

LAPLACE  
 

Metoda operaţională Laplace permite studiul în domeniul complex, pe 
baza transformării operaţionale Laplace, al sistemelor liniare continue şi cu 
parametri constanţi.  

Caracteristica principală a metodei operaţionale Laplace este dată de 
forma simplă de descriere matematică a corelaţiei dinamice între mărimile de 
intrare şi mărimile de ieşire ale sistemului. Anticipând, modelul operaţional 
dinamic al unui sistem monovariabil are o formă similară celei a modelului 
staţionar ,y Ku=  la care ieşirea reală y  se obţine prin multiplicarea intrării 
reale u  cu un factor constant de proporţionalitate K .  

Forma simplă a modelului operaţional dinamic aduce simplificări 
remarcabile în studiul sistemelor liniare, în special al sistemelor compuse cu 
una sau mai multe legături de reacţie. Simplificarea formalismului matematic 
se realizează însă cu preţul creşterii gradului de abstractizare, care presupune 
trecerea de la studiul sistemelor în domeniul real la cel în domeniul complex. 

Reamintim că modelul primar de tip I-E al unui sistem liniar, continuu, 
monovariabil, cu parametri constanţi, de ordinul n  şi cu variabile de tip 
original (nule pentru timp negativ) are forma:  

            ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 0' 'n n r r

n n r ra y a y a y a y b u b u b u b u− −
− −+ + + + = + + + +" " ,        (1) 

unde 0na ≠ , 0rb ≠  şi r n≤ .  
Prin anularea tuturor derivatelor mărimilor de intrare şi de ieşire, se 

obţine modelul staţionar: 
                                              y Ku= ,   0 0/K b a= .                                          (2) 

In condiţiile aplicării la intrarea sistemului a unui semnal de tip treaptă, 
modelul staţionar poate fi utilizat numai în regimul trivial cu 0t <  (când 
mărimile de intrare şi ieşire sunt nule) şi în regimul final (teoretic, pentru 
t →∞ ) - dacă răspunsul sistemului se stabilizează la o valoare mărginită. 
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Modelul primar de tip  I-E are două neajunsuri: forma relativ complicată 
(mai ales la sistemele multivariabile de ordin superior) şi prezenţa derivatelor 
mărimii de intrare, care crează probleme în cazul mărimilor de intrare 
discontinue, deci nederivabile (cazul intrării tip treaptă).   

Modelul secundar de tip I-E, cu forma 

                                   0

0

( ) ( 1)
1 1

( )
1

. . .

. . .

n n
n n

r
r

a w a w a w a w u

y b w b w b w

−
−+ + + + =⎧

⎨
= + + +⎩

�

�
 ,                        (3) 

înlătură al doilea neajuns, dar îl accentuează pe primul, prin introducerea 
mărimii w  care mediază transferul intrare-ieşire. 

Ambele neajunsuri sunt aparent eliminate în cazul modelului de 
convoluţie 
                                    0 [0, ) [0, )( ) ( ) ( ) *t

t ty t g t u d g uτ τ τ= − =∫ ,                         (4) 

care exprimă răspunsul y  la o intrare de tip original dată u , atunci când se 
cunoaşte funcţia pondere g  a sistemului (reprezentând răspunsul sistemului la 
intrarea impuls Dirac). Răspunsul sistemului, egal cu produsul de convoluţie 
comutativ *g u , depinde de întreaga evoluţie în timp a semnalului de intrare 
u  şi a răspunsului pondere g  pe intervalul [0, )t . In acest mod, valoarea 
curentă a ieşirii y  cumulează toate efectele produse de semnalul de intrare u  
la momentele de timp anterioare. Forma modelului de convoluţie evidenţiază 
faptul că funcţia pondere g  conţine toate caracteristicile şi proprietăţile 
dinamice ale sistemului, descrise de coeficienţii ia  şi ib  în cazul modelului 
primar (1) şi modelului secundar (3).  

Deşi are o formă relativ simplă, modelul de convoluţie este rar utilizat în 
aplicaţii, deoarece implică determinarea funcţiei pondere g  (prin derivarea 
funcţiei indiciale h , obţinută analitic pe baza modelului secundar). Modelul 
dinamic de convoluţie are însă o mare importanţă teoretică, deoarece forma 
sa relativ simplă, anume *y g u= , sugerează posibilitatea găsirii unui model 
dinamic având forma şi mai simplă, prin înlocuirea produsului de convoluţie 
cu producul algebric. Acest lucru este realizabil cu ajutorul transformării 
Laplace. 

In cadrul metodei operaţionale Laplace, modelul de convoluţie *y g u=  
va căpăta forma operaţională de tip algebric:  

( ) ( ) ( )Y s G s U s= ⋅ , 
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unde s  este variabila complexă Laplace, iar ( )Y s , ( )G s  şi ( )U s  sunt 
transformatele Laplace ale funcţiilor de timp ( )y t , ( )g t  şi ( )u t . Modelul 
operaţional este un model abstract (în domeniul complex),  care exprimă însă 
corelaţia dinamică intrare-ieşire în cea mai simplă formă posibilă. Astfel, 
ieşirea complexă ( )Y s  este produsul algebric dintre funcţia complexă de 
transfer ( )G s  (asociată structurii şi caracteristicilor dinamice ale sistemului) şi 
intrarea complexă ( )U s .  

In cazul unui sistem liniar compus, determinarea modelului operaţional 
din modelele operaţionale ale subsistemelor componente este o operaţie mult 
mai simplă decât cea de obţinere a ecuaţiei diferenţiale a sistemului din 
ecuaţiile diferenţiale ale subsistemelor componente. Modelul operaţional al 
sistemului compus poate fi dedus pe cale algebrică, printr-o metodologie 
similară celei utilizate în studiul sistemelor formate numai din subsisteme 
statice (de ordinul zero) sau aflate în regim staţionar. In plus, procedura 
analitică de calcul al răspunsului unui sistem liniar continuu prin metoda 
operaţională Laplace este una algebrică, mai simplă decât procedura din 
domeniul timpului, bazată pe rezolvarea ecuaţiei diferenţiale a sistemului. 

5.1. TRANSFORMAREA LAPLACE  

Transformata Laplace sau imaginea Laplace a funcţiei original f  este 
definită prin relaţia 

                    0( ) [ ( )] ( )e s tF s f t f t dt
Δ

−

∞ −= = ∫L ,   s∈C .                              (5) 

In mod natural, limita inferioară a integralei se alege 0−  pentru a include în 
rezultatul transformării şi efectul funcţiilor original generalizate (tip 
distribuţie), aşa cum este funcţia impuls Dirac 0( )tδ . In plus, această alegere 
simplifică formula transformatei Laplace a derivatei ( )( )kf t , deoarece toate 
derivatele funcţiei original ( )f t  la momentul de timp 0t −=  sunt nule, deci nu 
intervin în expresia transformatei Laplace (vezi proprietatea (8)  a derivării). 
Pe de altă parte, funcţia ( )f t  este de tip original, continuă şi derivabilă pe 
porţiuni, cu o rată de creştere cel mult exponenţială (pentru ca integrala să fie 
convergentă), adică există 0A>  şi 0B >  astfel încât 

                                                       ( ) eBtf t A≤ .                                              (6) 
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Variabilele sistemice (de intrare, de stare şi de ieşire) ale tuturor 
sistemelor fizice liniare, continue şi cu parametri constanţi, aflate în regim 
staţionar pentru 0t < , sunt funcţii de timp de tip original, care admit 
transformate Laplace. Proprietatea de-a fi funcţii original este satifăcută în 
virtutea ipotezei că variabilele sistemice ale unui sistem fizic reprezintă 
variaţiile mărimilor fizice respective faţă de valorile lor iniţiale, completată cu 
ipoteza că sistemul se află în regim staţionar pentru 0t < . In consecinţă, 
răspunsul stării ( )X t  şi răspunsul ieşirii ( )Y t  la orice semnal de intrare de tip 
original sunt răspunsuri forţate de tip original. 

Principalele proprietăţi ale transformării Laplace sunt următoarele: 

•  proprietatea de liniaritate 

                1 1 2 2 1 1 2 2[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]k f t k f t k f t k f t+ = +L L L ,                   (7) 

valabilă oricare ar fi funcţiile original 1f , 2f  şi constantele reale 1k , 2k ; 

•  proprietatea de derivare (integrare) în domeniul real1 

                            ( )[ ( )] ( )k kf t s F s=L ,    k∈Z ;                                (8) 

•  proprietatea de derivare în domeniul complex 
                                [ ( )] ( )tf t F s′=−L ;                                      (9) 

•  proprietatea de translaţie în complex 

                       [e ( )] ( )at f t F s a− = +L ,  a∈C ;                             (10) 

•  proprietatea de translaţie în real 

                              [ ( )] e ( )sf t F sττ −− =L ;                              (11) 

•  proprietatea valorii finale 
                                

0
lim ( ) lim ( )
t s

f t sF s
→∞ →

= ,                              (12) 

valabilă în condiţiile în care toţi polii funcţiei ( )sF s  au partea reală negativă, 
deci sunt situaţi în stânga axei imaginare; 

                                                     
1 In relaţia (8), derivata )()( tf k  poate fi şi funcţie de tip distribuţie, definită inclusiv în punctele de 
discontinuitate ale functiei ( )f t . Astfel, prima derivată a funcţiei discontinue )(1)( e ttf at⋅= −  este 

distribuţia )(1e)()( 0 tattf at ⋅−=′ −δ , unde )(0 tδ  este funcţia impuls Dirac. 
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•  proprietatea valorii iniţiale 
                                

0
lim ( ) lim ( )
t s

f t sF s
+→ →∞

= ,                              (13) 

valabilă atunci când limita din dreapta există şi este finită; 

•  proprietatea produsului de convoluţie 

                        0[ ( ) ( ) ] ( ) ( )t g t u d G s U sτ τ τ− =∫L .                             (14) 

Transformarea Laplace inversă este operaţia de obţinere a funcţiei 
original )(tf  din imaginea Laplace ( )F s . Transformata Laplace inversă a 
imaginii ( )F s  este dată de relaţia 

                        j
j

1( ) ( )e2π j
t sf t F s d sσ

σ
+ ∞
− ∞= ∫ ,                             (15) 

în care integrala se calculează de-a lungul dreptei cu abcisa constantă σ , 
suficient de mică pentru a asigura convergenţa integralei. In majoritatea 
aplicaţiilor, pentru determinarea transformatei Laplace inverse se utilizează 
metoda descompunerii imaginii ( )F s  în fracţii simple, pentru care se cunosc 
transformatele Laplace inverse (funcţiile original). 

Dintre transformatele Laplace mai frecvent utilizate, menţionăm 
următoarele: 

0[ ( )] 1tδ =L ,     1[1( )]t s=L ,     2
1[ 1( )]t t
s

⋅ =L ,     1
![ 1( )]k

k
kt t

s +
⋅ =L , 

1[e 1( )]at t s a
− ⋅ = +L ,    2

1[ e 1( )]
( )

att t
s a

− ⋅ =
+

L , 

22[e cos 1( )]
( )

at s abt t
s a b

− +⋅ =
+ +

L ,     2 2[e sin 1( )]
( )

at bbt t
s a b

−
+

⋅ =
+

L , 

2 2[cos 1( )] sbt t
s b+

⋅ =L ,     2 2[sin 1( )] bbt t
s b+

⋅ =L . 

5.2. FUNCŢIA DE TRANSFER 

Prin definiţie, funcţia de transfer a unui sistem liniar continuu şi 
monovariabil este transformata Laplace ( )G s  a funcţiei pondere ( )g t  a 
sistemului. Aplicând transformarea Laplace  modelului de convoluţie 
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0( ) ( ) ( )ty t g t u dτ τ τ= −∫  

şi ţinând seama de proprietatea produsului de convoluţie (14), se obţine 
modelul operaţional dinamic intrare-ieşire 

                            ( ) ( ) ( )Y s G s U s= ,                                          (16) 

unde )(sU este transformata Laplace a funcţiei de intrare )(tu , iar )(sY  este  
transformata Laplace a funcţiei de ieşire )(ty . Scriind modelul operaţional sub 
forma 

( )( ) ( )
Y sG s U s= , 

rezultă                
Teorema funcţiei de transfer. Funcţia de transfer a unui sistem liniar 

continuu monovariabil este egală cu raportul dintre transformata Laplace a 
răspunsului sistemului la o funcţie de intrare de tip original şi transformata 
Laplace a funcţiei de intrare.  

Modelul operaţional (16) este modelul dinamic cu cea mai simplă formă 
posibilă,  similară celei a modelului staţionar 

y Ku= , 

unde K  reprezintă factorul static de proporţionalitate al sistemului. Modelul 
operaţional este însă un model abstract, deoarece nu realizează o corelare 
directă între mărimile fizice reale ale sistemului, ci o corelare între 
transformatele Laplace ale acestor mărimi, care sunt funcţii de variabilă 
complexă. 

Aplicând transformarea Laplace ambilor membri ai modelului primar (1) 
şi ţinând seama de proprietatea de liniaritate (7) şi de proprietatea  de derivare 
în domeniul real (8), obţinem  forma primară a funcţiei de transfer 

                           
11 1 0
11 1 0

( )
n nn n

r r   r r
a  

b s b s b s b
G s

a s s a s a
−−
−−

+ + + +

+ + + +
=

"

"
 ,                             (17) 

care are la numitor chiar polinomul caracteristic al sistemului. 
In modelul primar (1) de tip I-E, dacă 0a  şi 0b  sunt coeficienţi 

adimensionali, atunci toţi coeficienţii ia  şi ib  sunt, din punct de vedere 
dimensional, constante de timp la puterea i  (din considerente de omogenitate 
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dimensională). Prin urmare, putem considera că variabila s  din expresia 
funcţiei de transfer (17) are, formal, dimensiunea inversului timpului.  

La sistemele proprii (fizic realizabile, fără impuls Dirac în componenţa 
răspunsului indicial), polinomul de la numărătorul funcţiei de transfer are 
gradul mai mic sau cel mult egal cu gradul polinomului de la numitorul 
funcţiei de transfer, adică r n≤  ( 0na ≠  şi 0rb ≠ ).  

O rădăcină a numitorului funcţiei de transfer (a polinomului caracteristic) 
este pol al funcţiei de transfer dacă nu este şi rădăcină a numărătorului, iar o 
rădăcină a numărătorului funcţiei de transfer este zerou al funcţiei de transfer 
dacă nu este şi rădăcină a numitorului.  

Prin definiţie, ordinul funcţiei de transfer este egal cu gradul n  al 
numitorului funcţiei de transfer. Prin simplificare (când numărătorul şi 
numitorul au rădăcini comune), ordinul funcţiei de transfer se reduce. Ordinul 
funcţiei de transfer exprimă gradul de complexitate al sistemului. 

Diferenţa n r−  dintre gradul polinoamelor de la numitorul şi numărătorul 
funcţiei de transfer reprezintă ordinul relativ al funcţiei de transfer sau 
excesul poli-zerouri. Ordinul relativ al funcţiei de transfer exprimă gradul de 
inerţie al sistemului, definit prin numărul condiţiilor iniţiale nule (la 
momentul 0t += ) ale răspunsului indicial. Intr-adevăr, în conformitate cu 
teorema condiţiilor iniţiale nule, numărul condiţiilor iniţiale nule ale 
răspunsului indicial ( )h t  este egal cu n r− , adică  

    ( 1)(0 ) (0 ) (0 ) 0n rh h h − +
+ + +′= = = =" ,     ( )(0 ) 0n rh −

+ ≠ .              (18) 

Teorema condiţiilor iniţiale nule rezultă şi din proprietatea derivării şi 
proprietatea valorii iniţiale. Astfel, pentru 0,1, , 1i n r= − −… , avem: 

( ) ( ) 1
0

ilim ( ) l m [ ( )] lim ( ) lim ( ) 0i i i i
t s s s

h t s h t s H s s G s
+

+
→ →∞ →∞ →∞

= = = =L . 

Un sistem se numeşte de fază minimă atunci când toate zerourile funcţiei 
de transfer  au partea reală negativă, adică sunt situate în semiplanul stâng. 

Funcţia de transfer ( )G s  poate fi interpretată ca fiind un factor de 
proporţionalitate complex între transformatele Laplace (complexe) ale 
mărimilor de intrare şi de ieşire. In cazul particular 0s= , funcţia de transfer 
coincide cu factorul static de proporţionalitate al sistemului:  
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                       0

0
(0)

b
G K

a
= = .               (19) 

La sistemele de tip proporţional (având 0 0a ≠  şi 0 0b ≠ , deci K  finit şi 
nenul), funcţia de transfer ( )G s  nu are pe s  factor comun la numărător sau  
numitor, deci nu are zerou sau pol în origine. La sistemele de tip integral (cu 

0 0a =  şi 0 0b ≠ ), funcţia de transfer ( )G s  are variabila s  factor comun la 
numitor, iar la sistemele de tip derivativ (având 0 0a ≠  şi 0 0b = , deci 0K= ), 
funcţia de transfer ( )G s  are pe s  factor comun la numărător.  

Observaţii.  1°.  Din relaţia operaţională intrare-ieşire ( ) ( ) ( )Y s G s U s= , 
rezultă că transformata Laplace ( )H s  a răspunsului indicial ( )h t  al sistemului 
are expresia 

( )
( )

G s
H s

s
= . 

Din relaţia în complex ( ) ( )G s sH s=  şi proprietatea de derivare a transformării 
Laplace, regăsim relaţia dintre funcţia indicială ( )h t  şi funcţia pondere ( )g t , 
anume 

0
( )

( ) ( ) (0 ) ( )
dh t

g t h t h t
dt

δ+′= = + . 

2°. Din proprietatea valorii iniţiale rezultă 

             (0 ) l i m ( ) l i m ( ) ( )
s s

h s H s G s G+
→∞ →∞

= = = ∞ ,                 (20) 

deci 

(0 ) n

n

b
h

a
+ = . 

Dacă 0)0( =+h , adică 0nb = , atunci  

                  12(0 ) lim [ ( )] lim ( ) lim ( ) n

s s s n

b
h s h t s H s sG s

a
+

−

→∞ →∞ →∞
′ ′= = = =L ,                (21)  

iar dacă (0 ) 0h + ≠ , adică 0nb ≠ , atunci 

                 (0 ) n

n

b
h

a
+ = ,    1 1

2(0 ) lim [ ( ) / ] n n n
n n

s n n

b a b
h s G s b a

a a
+

− −

→∞
′ = − = − .             (22)  

Prin urmare, un sistem simplu propriu ( 0nb ≠ ) are răspunsul indicial ( )h t  
discontinuu în origine, un sistem strict propriu cu ordinul relativ unu ( 0nb =  şi 
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1 0nb − ≠ ) are răspunsul indicial ( )h t  continuu şi nederivabil în origine (tangent 
la o dreaptă oblică), iar un sistem strict propriu cu ordinul relativ doi sau mai 
mare ( 0nb =  şi 1 0nb − = ) are răspunsul indicial ( )h t  continuu şi derivabil în 
origine (tangent la axa timpului).   

Din proprietatea valorii finale rezultă că dacă răspunsul indicial ( )h t  al 
unui sistem tinde la o valoare finită pentru t→∞  (prin stabilirea unui regim 
final staţionar), atunci  

                                  
0 0

( ) lim ( ) lim ( ) (0)
s s

h sH s G s G
→ →

∞ = = = ,                        (23) 

deci 
0

0
( )

b
h K

a
∞ = = . 

Acest ultim rezultat este cunoscut de la analiza în domeniul timpului, 
deoarece, din ecuaţia de regim staţionar y Ku=  (valabilă pentru t→∞ ), rezultă 

( ) ( )y Ku K∞ = ∞ = . Prin urmare, răspunsul indicial ( )h t  se stabilizează la o 
valoare nenulă la sistemele de tip proporţional şi la valoarea zero (fiind deci 
sub formă de “impuls”) la sistemele de tip derivativ. La sistemele de tip 
integral, răspunsul indicial ( )h t  tinde cu viteză constantă la ± ∞ . Această 
ultimă proprietate este pur teoretică, nefiind valabilă în cazul sistemelor fizice, 
unde răspunsul indicial este întotdeauna mărginit (deoarece sistemele fizice 
sunt liniare cel mult pe un domeniu limitat, încadrat de zone neliniare de tip 
saturaţie şi blocare). Prin urmare, toate rezultatele obţinute în studiul 
sistemelor liniare pe domenii nelimitate trebuie adaptate în mod 
corespunzător la sistemele fizice, care au domeniul de liniaritate limitat.  

La sistemele de ordinul unu cu numitorul  

1 1T s+ ,   1 0T > , 

şi timpul de stabilizare 95sT , răspunsul indicial ( )h t  poate fi reprezentat grafic 
pe baza relaţiilor  

                          (0 ) ( )h G+ = ∞ ,   ( ) (0)h G∞ = ,    95 13sT T≈ .                 (24) 

3°. Regulatorul continuu de tip PID, cu ecuaţia improprie 

             
0 0

1( )t
R d

i

dc K dt T c
T dt

εε ε= + + +∫ ,                          (25) 

are funcţia de transfer 
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                     1( ) (1 )R R d
i

G s K T sT s= + + .                                   (26) 

Această funcţie de transfer este improprie (cu gradul numărătorului mai mare 
decât cel al numitorului) din cauza componentei derivative. Caracterul 
impropriu reiese şi din faptul că la intrare treaptă, răspunsul componentei 
derivativă este de tip impuls Dirac. In realitate, funcţia de transfer a 
regulatorului PID are forma simplu proprie   

                 
1

1
( ) (1 )

1
d

R R
i

T s
G s K

T s T s
= + +

+
,                             (27) 

unde 1T  este constanta de timp de întârziere a componentei derivative (cu 
valoarea, de regulă, mult mai mică decât cea a constantei de timp derivative 

dT ). Răspunsul indicial al componentei derivative simplu proprii cu funcţia de 

transfer 
1

( )
1

d
d

T s
G s

T s
=

+
 are expresia 

11/

1
( ) e Td

d
T

h t
T

−= , 

deci creşte instantaneu la valoarea maximă 1(0 ) /d dh T T+ = , apoi coboară spre 
valoarea zero, timpul de stabilizare fiind 95 13sT T≈  (egal cu timpul în care 
exponenţiala 1/e t T−  scade de la valoarea iniţială 1 la valoarea 3e 0,05− ≈ ). 

Prin utilizarea formei improprii a componentei derivative, calculul 
răspunsului unui sistem de reglare nu este afectat semnificativ, deoarece 
caracterul impropriu al regulatorului este compensat de caracterul strict 
propriu al procesului reglat şi, în plus, constanta de timp de întârziere 
dominantă a procesului este de zeci sau sute de ori mai mare decât constanta 
de timp de întârziere 1T  a componentei derivative. Aşa se explică faptul că, de 
cele mai multe ori, funcţia de transfer a regulatorului PID apare în literatura 
de specialitate în forma improprie (26). In această formă, proprietăţile şi rolul 
componentei derivative sunt relativ uşor de înţeles şi de interpretat, inclusiv 
de către personalul din domeniu fără înaltă calificare.  

4°. La sistemele simplu proprii de tip proporţional şi cu răspuns indicial  
( )h t  care tinde la o valoare finită şi nenulă, definim factorul de magnitudine 

mf  ca fiind raportul dintre valoarea iniţială şi valoarea finală a răspunsului 
indicial, adică 
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(0 )
( )m

h
f

h
+

=
∞

.                  (28) 

Din  (20), (23) şi (28), rezultă 

                          
( )
(0)m

G
f

G
∞

= .                    (29) 

Regulatorul pur proporţional, cu funcţia de transfer ( )R RG s K= , are 
factorul de magnitudine egal cu 1, iar regulatorul de tip proporţional-derivativ 
cu funcţia de transfer 

                                            
1

( ) (1 )
1

d
R R

T s
G s K

T s
= +

+
                                      (30) 

are factorul de magnitudine supraunitar 

11 /m df T T= + . 

In practică, factorul de magnitudine al regulatorului de tip proporţional-
derivativ (sau PID) nu trebuie să depăşească valoarea 20, deoarece o valoare 
mare a acestuia produce un semnal de comandă agresiv (tip impuls), 
amplificare ridicată a zgomotului, uzură mare a instalaţiei comandate, consum 
sporit de energie şi combustibil etc. In cazul regulatorului cu componentă 
derivativă improprie (cu 1 0T = ), factorul de magnitudine are valoarea infinită. 

5°. Modelul operaţional  
( ) ( ) ( )Y s G s U s=  

permite confirmarea imediată a teoremei de echivalenţă intrare-ieşire, 
conform căreia două sisteme liniare continue sunt echivalente I-E (adică au 
acelaşi răspuns la orice intrare de tip original comună) dacă şi numai dacă 
funcţiile de transfer ale sistemelor sunt egale, deci reductibile la aceeaşi 
expresie.  

De asemenea, modelul operaţional permite confirmarea imediată a 
teoremei de minimalitate, conform căreia un sistem liniar monovariabil este 
minimal (adică nu există un alt sistem echivalent intrare-ieşire de ordin mai 
mic) dacă şi numai dacă forma primară (17) a funcţiei de transfer este 
ireductibilă (are polinoamele de la numărător şi numitor coprime, adică fără 
rădăcini comune). Aducerea unui sistem neminimal la forma minimală se face 
prin simplificarea funcţiei de transfer până când numărătorul şi numitorul 
funcţiei de transfer devin polinoane coprime.  
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6°. In conformitate cu proprietatea de translaţie în real (11), dacă 
sistemului cu funcţia de transfer  raţională ( )G s  i se asociază timpul mort τ , 
sistemul cu timp mort obţinut are funcţia de transfer   

                                          ( ) e ( )m
sG s G sτ−= .                                          (31) 

5.3.  MATRICEA  DE  TRANSFER 

In conformitate cu principiul superpoziţiei, pentru un sistem continuu 
liniar multivariabil cu m  intrări şi p  ieşiri, dependenţa ieşirii ( )iY s  în raport 
cu intrările 1( )U s , 2( )U s , … , ( )mU s  este dată de relaţia 

                   1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i im mY s G s U s G s U s G s U s= + + +" ,           (32)      

unde ( )ijG s  este funcţia de transfer a canalului cu ieşirea iY  şi intrarea jU .  
Relaţiile (32) pot fi scrise pentru toate ieşirile sistemului sub forma vectorial-
matriceală 

       ( ) ( ) ( )Y s s U s=G ,                                (33)     
echivalentă cu 

                                        

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

m

m

p p p pm m

Y G G G U
Y G G G U

Y G G G U

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"
"

# # # % # #
"

.                              (34) 

Funcţia matriceală ( )sG  este de tipul p m×  şi reprezintă matricea de transfer 
a sistemului. Relaţia ( ) ( ) ( )Y s s U s=G  exprimă faptul că, în complex, vectorul 
Y  al mărimilor de ieşire este egal cu produsul dintre matricea de transfer G  a 
sistemului şi vectorul U  al mărimilor de intrare. Intre ieşirea ( )iY s  şi intrarea 

( )jU s  există relaţia operaţională 

                          ( ) ( ) ( )i ij jY s G s U s= .               (35) 

In cazul sistemelor proprii, matricea de transfer ( )sG  poate fi 
reprezentată şi sub forma 

                    
1

1 1 0
1

1 1 0
( )

n n
n n

n n
n n

s s s
s

a s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +

K K K K
G

"
"

,                        (36) 

unde iK  ( 1,2, ,i n= " ) sunt matrice constante de tipul p m× , iar polinomul 
de la numitorul matricei de transfer este cel mai mic multiplu comun al 



METODA OPERAŢIONALĂ LAPLACE 

  

177

polinoamelor de la numitorul tuturor funcţiilor de transfer ( )i jG s . Dacă toate 
funcţiilor de transfer ( )i jG s  sunt ireductibile (minimale), atunci polinomul de 
la numitor este chiar polinomul polilor matricei de transfer (având gradul egal 
cu numărul total al polilor matricei de transfer).  

Observaţii. 1°. Fie ( , , , )Σ A B C D  un sistem de tip I-S-E liniar, continuu, 
de ordinul n , monovariabil sau multivariabil. Aplicând transformarea Laplace 
ecuaţiilor de stare şi de ieşire  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

X t =AX t + BU t
Y t =CX t + DU t

⎧
⎨
⎩

�
 , 

obţinem 
1( ) ( I ) ( )

( ) ( ) ( )
X s s A BU s
Y s CX s DU s

−⎧ = −
⎨

= +⎩
. 

Mai departe, înlocuind vectorul de stare ( )X s  din ecuaţia stării în ecuaţia 
ieşirii, rezultă matricea de transfer a sistemului, sub forma 

                           1( ) ( I )s C s A B D−= − +G  .                                   (37) 

Funcţia matriceală 
                            1( ) ( I )s s A −= −Φ                                     (38) 

este de tipul n n×  şi reprezintă transformata Laplace a matricei fundamentale 
(de tranziţie a stării) ( ) e 1( )Att tΦ = ⋅ . Intr-adevăr, aplicând transformarea 
Laplace relaţiei 

0'( ) ( ) (0 ) ( )t A t tΦ Φ Φ δ+= + , 
unde  (0 ) IΦ + = , obţinem 

( ) ( ) Is s A s= +Φ Φ ,    ( I ) ( ) Is A s− =Φ ,    1)I()( −−= AssΦ . 

Aşadar, în afara metodelor de calcul al exponenţialei matriceală eAt  în 
domeniul timpului (metoda Sylvester şi metoda diagonalizării), aceasta mai 
poate fi calculată cu relaţia 
                                1 1e [( I ) ]At s A− −= −L .                                   (39) 

2°. Din relaţia ( ) ( ) ( )Y s s U s=G , rezultă că două sisteme cu funcţiile/ 
matricele de transfer egale au acelaşi răspuns forţat la orice intrare comună de 
tip original, deci sunt echivalente intrare-ieşire. Acest rezultat constituie o 
extindere a teoremei de echivalenţă intrare-ieşire la sistemele multivariabile: 
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Două sisteme liniare continue sunt echivalente intrare-ieşire dacă şi 
numai dacă au funcţiile/matricele de transfer egale. 

Deoarece două sisteme echivalente I-S-E sunt şi echivalente I-E, rezultă 
că două sisteme echivalente I-S-E au funcţiile/matricele de transfer egale. 
Acest rezultat poate fi obţinut şi pe baza relaţiilor din teorema de echivalenţă 
I-S-E. Astfel, dacă sistemele ( , , , )Σ A B C D  şi ( , , , )Σ A B C D  sunt S-echivalente 
( X SX= ), atunci: 

              1 1 1 1( ) ( I ) ( I )s C s A B D CS s S AS S B D− − − −= − + = − +G        

              1 1 1 1[ ( I ) ] ( I ) ( )C S s S AS S B D C s A B D s− − − −= − + = − + =G .  

Două sisteme cu aceeaşi funcţie/matrice de transfer nu sunt însă, în mod 
necesar, echivalente I-S-E. 

3°. Din teorema de minimalitate a sistemelor monovariabile rezultă că un 
sistem monovariabil de tip I-S-E de ordinul n  (cu dimensiunea vectorului de 
stare X  egală cu n ) este minimal atunci când funcţia de transfer 

1( ) ( I )G s C s A B D−= − +  este ireductibilă, adică are n  poli.  

  In toolbox-ul CONTROL din MATLAB, sistemul stf cu funcţia de transfer (17) 
se construieşte cu funcţia tf astfel: 

stf = tf (num,den) , 

unde argumentele de intrare sunt vectori linie formaţi cu coeficienţii de la numărătorul şi 
numitorul funcţiei de transfer: 

][ 011 bbbbnum nn "−= ;  ][ 011 aaaaden nn "−= ; 

In cazul nr < , vectorul num poate fi introdus şi sub forma  

][ 011 bbbbnum rr "−= ; 

Alt mod de a construi un sistem în MATLAB constă în definirea prealabilă a 
variabilei Laplace s , urmată de scrierea expresiei funcţiei de transfer cu ajutorul 
operatorilor uzuali. De exemplu, sistemul stf cu funcţia de transfer 

2
3 1

( )
5 4 2

s
G s

s s
+

=
+ +

 

poate fi construit astfel: 
s=tf(‘s’);   stf=(3*s+1)/(5*s^2+4*s+2); 

In cazul sistemelor multivariabile, construcţia se face prin concatenarea subsistemelor 
monovariabile. De exemplu, sistemul stf cu matricea de transfer 
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2 2

2

1 2 1
2 3( )

5 1 1
2 2

s s
s s s sG s

s
s s

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + += ⎢ ⎥

+⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦+ +

, 

se construieşte astfel: 
                    s11=tf([1 1], [1 1 2]);  s12=tf([2 1], [1 3 0]);   
                                       s21=tf([5 1], [1 2]);  s22=tf(1, [1 0 2]);   
                                       stf=[s11 s12;s21 s22]; 
sau 
        s=tf('s '); 
                                       s11=(s+1)/(s^2+s+2);  s12=(2*s+1)/(s^2+3*s); 
        s21=(5*s+1)/(s+2);  s22=1/(s^2+2); 
        stf=[s11 s12;s21 s22]; 

De asemenea, sistemul multivariabil poate fi construit prin crearea a două mulţimi de 
vectori linie asociaţi numărătorilor şi numitorilor funcţiilor de transfer din componenţa 
matricei de transfer: 
              Num={[1 1] [2 1]; [5 1] 1}; 
              Den={[1 1 2] [1 3 0]; [1 2] [1 0 2]}; 
               stf=tf(Num,Den); 

Sistemul de ordinul zero stf0 cu matricea de transfer ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

43

21
)(sG  poate fi construit 

astfel: 
stf0=tf([1 2;3 4]); 

Cu comanda 
s1=stf(i,j) 

din sistemul multivariabil stf se extrage subsistemul 1s cu funcţia de transfer )(sGij . 

Sistemul stf de tip I-E poate fi transformat în sistemul sis de tip I-S-E, astfel:  

sis=ss(stf) 

Invers, sistemul sis de tip I-S-E poate fi transformat în sistemul stf de tip I-E, cu comanda: 
stf=tf(sis) 

5.4.  FUNCŢIA DE TRANSFER A SISTEMELOR COMPUSE 

La sistemelor compuse alcătuite din subsisteme liniare continue, 
obţinerea modelului matematic în domeniul timpului, pe baza ecuaţiilor 
diferenţiale ale subsistemelor componente, este o operaţie complicată, care 
presupune eliminarea tuturor variabilelor intermediare şi a derivatelor 
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acestora. In cazul metodei operaţionale, operaţia de determinare a modelului 
unui sistem liniar compus, echivalentă cu determinarea funcţiei (matricei) de 
transfer a acestuia, se realizează pe cale algebrică, ca în cazul studiului unui 
sistem în regim staţionar sau al unui sistem format numai din subsisteme 
statice (de ordinul zero, cu răspuns instantaneu).   

In cazul conexiunii serie din fig. 5.1, formată din subsistemul 1Σ  cu 
funcţia de transfer 1G  şi subsistemul 2Σ  cu funcţia de transfer 2G , din 
modelele operaţionale 

2( ) ( ) ( )Y s G s V s= ,    1( ) ( ) ( )V s G s U s= , 

rezultă 2 1( ) ( ) ( ) ( )Y s G s G s U s= . Prin urmare, sistemul compus are funcţia de 
transfer 2 1( ) ( ) ( )G s G s G s= . In general, funcţia de transfer a unei conexiuni 
serie de n  subsisteme monovariabile este egală cu produsul funcţiilor de 
transfer ale subsistemelor componente, adică: 

                             1 2 nG G G G= " .                               (40) 

De regulă, comportamentul dinamic al unei conexiuni serie nu diferă radical 
de cel al subsistemelor componente, deoarece toţi polii conexiunii sunt poli ai 
subsistemelor componente, iar polii unui sistem determină calitativ forma 
răspunsului indicial, deci comportamentul dinamic al sistemului (polii fiind 
rădăcini ale ecuaţiei caracteristice a sistemului). Gradul de inerţie (ordinul 
relativ) al conexiunii serie este egal cu suma gradelor de inerţie ale 
subsistemelor componente. 

 
Fig. 5.1. Conexiune serie. 

La conectarea în serie a sistemelor multivariabile trebuie îndeplinită condiţia 
ca numărul de ieşiri ale unui subsistem să fie egal cu numărul de intrări ale 
subsistemului următor. Matricea de transfer a conexiunii este egală cu 
produsul în ordine inversă a matricelor de transfer ale subsistemelor 
componente, adică 

1 1n n−=G G G G" .                                    (41) 
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In cazul conexiunii paralel din fig. 5.2, avem 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y s V s V s GU s G U s G G U s= + = + = + , 

deci 1 2G G G= + . In general, funcţia de transfer a unei conexiuni paralel de n  
subsisteme monovariabile este egală cu suma algebrică a funcţiilor de 
transfer ale subsistemelor componente, adică 

                               1 2 nG G G G= + + +" .                         (42) 

Ca şi în cazul conexiunii serie, toţi polii conexiunii paralel sunt poli ai 
subsistemelor componente. Prin urmare, comportamentul dinamic al unei 
conexiuni paralel nu diferă radical de cel al subsistemelor componente.  

 
Fig. 5.2. Conexiune paralel. 

Sistemele multivariabile pot fi conectate în paralel numai dacă au toate acelaşi 
număr de intrări m  şi acelaşi număr de ieşiri p . Matricea de transfer a 
conexiunii este egală cu suma algebrică a matricelor de transfer ale 
elementelor componente. 

In cazul conexiunii cu reacţie negativă din fig. 5, notând cu 1G  şi 2G   

funcţiile de transfer ale subsistemelor 1Σ  şi 2Σ , avem 

1 1 1 2( ) ( )Y G E G U V G U G Y= = − = − , 
deci  

1

1 21
G

Y U
G G

=
+

. 

Prin urmare, funcţia de transfer a sistemului este 

                              1

1 21
G

G
G G

=
+

.                                   (43) 

Deoarece polii conexiunii închise (cu reacţie) sunt diferiţi de polii 
subsistemelor componente, sistemele închise, spre deosebire de sistemele 
deschise, pot avea un comportament dinamic radical diferit de cel al 
subsistemelor componente. ). Gradul de inerţie (ordinul relativ) al conexiunii 
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cu reacţie este egal cu gradul de inerţie ale subsistemului 1Σ  de pe calea 
directă. 

 
Fig. 5.3. Conexiune cu reacţie. 

 In MATLAB, pentru construirea conexiunilor serie, paralel şi cu reacţie se 
utilizează operatorii “+”, “*” şi “/”:  

             s=sis1*sis2*sis3; 
  p=sis1+sis2+sis3;  

r=sis1/(1+sis1*sis2); 

Să considerăm acum sistemul de reglare automată după eroare (abatere) 
din fig. 5.4, având ca mărimi de intrare referinţa R  şi perturbaţia V . Toate 
celelalte mărimi ale sistemului (Y , E , C , U  şi M )  sunt de tip efect, deci pot 
fi considerate mărimi de ieşire.  

 
Fig. 5.4. Sistem de reglare automată. 

Formula funcţiei de transfer a fiecăruia din cele zece canale intrare-ieşire 
ale sistemului de reglare poate fi obţinută după următoarea regulă: 

- numărătorul este produsul funcţiilor de transfer ale elementelor de pe 
traseul direct intrare-ieşire; 

- numitorul este acelaşi, egal cu suma  1 ( )dG s+ , unde  

                          d R E P TG G G G G=                                (44) 

reprezintă funcţia de transfer a sistemului deschis de tip serie (obţinut prin 
întreruperea buclei după traductor), cu intrarea E  şi ieşirea M . 
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Aplicând această regulă, avem: 

                 
1
R E P

YR
d

G G G
G

G
=

+
,    

1
V

YV
d

G
G

G
=

+
,                       (45) 

                  
1

1ER
d

G
G

=
+

,    
( 1)

1
V T

EV
d

G G
G

G
−

=
+

,                                 (46) 

              R

1CR
d

G
G

G
=
+

,    
( 1)

1
V T R

CV
d

G G G
G

G
−

=
+

.                              (47) 

Formulele funcţiilor de transfer YRG  şi YVG  pot fi deduse procedând astfel: se 
scriu succesiv relaţiile de dependenţă cauzală ale mărimii ( )Y s , până se 
ajunge la mărimile de intrare şi din nou la mărimea ( )Y s : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P V P E V P E R VY s G U s G V s G G C s G V s G G G E s G V s= + = + = +  

               [ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )] ( )P E R V P E R T VG G G R s M s G V s G G G R s G Y s G V s= − + = − + , 

de unde rezultă 

(1 ) ( ) ( ) ( )P E R T P E R VG G G G Y s G G G R s G V s+ = + , 
deci   

( ) ( ) ( )YR YVY s G R s G V s= + , 

unde YRG  şi YVG  au expresiile (45). 
Deoarece toate funcţiile de transfer ale sistemului au acelaşi numitor, 

sistemul de reglare are ecuaţia polilor 

                                           1 ( ) 0dG s+ = ,                                            (48) 
echivalentă cu 
                                         1 ( ) ( ) 0R FG s G s+ = ,                                  (49) 
unde   
                                                      F E P TG G G G=                                            (50) 

este funcţia de transfer a părţii fixate. 
Un sistem de reglare multivariabil are matricele de transfer: 

        1(I )YR P E R T P E R
−= +G G G G G G G G ,     1(I )YV P E R T

−= +G G G G G  ,          (51) 

           1(I )ER T P E R
−= +G G G G G ,    1(I )EV T P E R T

−=− +G G G G G G .          (52) 

La aceste sisteme, vectorul de referinţă R , vectorul de măsurare M , vectorul 
de eroare E  şi vectorul de ieşire Y  au, de regulă, aceeaşi dimensiune.  
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5.5. CALCULUL  RĂSPUNSULUI  SISTEMELOR 

Metoda operaţională Laplace permite determinarea algebrică a răspunsu-
lui forţat al unui sistem liniar continuu la funcţii de intrare analitice de tip 
original, atunci când se cunosc ecuaţiile diferenţiale ale fiecărui subsistem. 

Calculul analitic al răspunsului ( )iy t  al unui sistem compus la o funcţie 
de intrare tip original dată ( )ju t   (de tip impuls Dirac, treaptă, rampă, 

sinusoidal, exponenţial etc.) se face după următoarea metodologie: 

•  se determină transformata Laplace ( )jU s  a funcţiei de intrare ( )ju t ; 

•  se determină funcţiile de transfer ale subsistemelor componente; 
•  se calculează funcţia de transfer ( )ijG s  a sistemului compus corespun-

zătoare intrării ( )jU s  şi ieşirii ( )iY s , în raport cu funcţiilor de transfer ale 

subsistemelor componente; 
•  se calculează transformata Laplace ( )iY s  a răspunsului sistemului, cu 

relaţia 
( ) ( ) ( )i ij jY s G s U s= ; 

• se calculează răspunsul sistemului 1( ) [ ( )]i iy t Y s−=L , prin metoda 
dezvoltării funcţiei ( )iY s  în fracţii simple. 

Calculul funcţiei pondere ( )ijg t  şi al funcţiei indiciale ( )ijh t  se face cu 

relaţiile 
                             1( ) [ ( )]i j i jg t G s−=L ,    1 1( ) [ ( )]i j i jh t G ss

−=L .                      (53)     

Observaţii. 10. Numărul de condiţii iniţiale nule ale răspunsul indicial 
( )ijh t  este egal cu ordinul relativ al funcţiei de transfer ( )ijG s . Dacă ( )ijG s  

este simplu proprie (cu ordinul relativ zero, deci cu 0nb ≠ ), răspunsul indicial 
este discontinuu în origine deoarece    

          (0 ) ( ) n
ij ij

n

b
h G a+ = ∞ = ,                                           (54) 

iar dacă ( )i jG s  are toţi polii situaţi în stânga axei imaginare, atunci  

                                            ( ) (0)i j ijh G∞ = .                                               (55) 



METODA OPERAŢIONALĂ LAPLACE 

  

185

Spre exemplificare, dacă ( )ijG s  este de ordinul unu, cu constanta de timp 
de întârziere (de la numitor) 1 0T >  şi constanta de timp de avans (de la 
numărător) 1τ  astfel încât 1 1 0T τ≥ ≥ , adică 

1

1

1( ) 1ij
τ sG s K T s

+= + , 

atunci  

            1

1
(0 ) ( )ij ijh G K T

τ
+ = ∞ = ,     ( ) (0)ij ijh G K∞ = = ,                   (56) 

iar durata timpului de stabilizare al răspunsului indicial pentru 1 1Tτ <  este 
aproximativ 
                  95 1 13( )sT T τ≈ − .                    (57) 

Mai general, dacă ( )ijG s  are numitorul de forma 

1 2( 1)( 1) ( 1)nT s T s T s+ + +" ,      1 2, , , 0nT T T >…  

şi numărătorul de forma  

1 2( 1)( 1) ( 1)nτ s τ s τ s+ + +" ,     ii Tτ <≤0 , 

timpul de stabilizare al răspunsului indicial este aproximativ 

             95 1 2 1 23( )n nsT T T T τ τ τ≈ + + + − − − −" " .                          (58) 

20. Să considerăm un sistem continuu având funcţia de transfer ( )G s  şi 
polinomul polilor 

1 2( ) ( )( ) ( )nP s s p s p s p= − − −" , 

cu toate rădăcinile distincte (reale sau complexe). Transformata Laplace  a 
răspunsului indicial are forma descompusă  

1

1

2

2

( )( ) n

n

aG s a a aH s
s p s p s ps s

= = + + + +
− − −

" . 

Din expresia răspunsului indicial 

                      1 2
1 2( ) e e e np tp t p t

nh t a a a a= + + + +" ,    0t≥ ,                (59)  

reiese că acesta este mărginit dacă şi numai dacă toţi polii sistemului au partea 
reală negativă sau nulă (teorema de mărginire a răspunsului indicial). 
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5.6. RĂSPUNSUL SISTEMELOR ELEMENTARE 

In cele ce urmează vor fi calculate, interpretate şi analizate răspunsurile 
indiciale ale sistemelor liniare elementare de ordinul unu şi doi. 

5.6.1.  Sistemul pur integral 
Sistemul pur integral de ordinul unu, cu factorul de proporţionalitate K  şi 

constanta de timp integrală iT , are modelul I-E de forma 

                                 i
dyT Kudt =                                       (60) 

şi funcţia de transfer 

                                ( )
i

K
G s

T s
= .                                      (61) 

Sistemul are răspunsul pondere în formă de treaptă (fig. 5.5): 

                                1( ) [ ]
i i

K K
g t

T s T
−= =L ,                         (62)          

răspunsul indicial în formă de rampă: 

                                1
2( ) [ ]

i i

K Kth t
T s T

−= =L                               (63)  

şi răspunsul la intrare rampă unitară, 1( )u t t= ⋅ , în formă de parabolă: 

                                     
2

1
1 3( ) [ ]

2i i

KtKh t
T s T

−= =L .                         (64)  

 
Fig. 5.5. Răspunsurile sistemului pur integral de ordinul unu. 

Sistemele fizice pot fi pur integrale pe un domeniu limitat de variaţie a 
mărimii de ieşire, care se învecinează întotdeauna, la ambele capete, cu  
domenii de neliniaritate tip saturaţie sau blocare. In consecinţă, răspunsurile la 
intrare treaptă sau rampă ale sistemelor fizice de tip integral sunt mărginite. 



METODA OPERAŢIONALĂ LAPLACE 

  

187

Un sistem fizic constituit dintr-un rezervor cilindric de acumulare a 
lichidului şi având ca mărime de ieşire nivelul din rezervor, iar ca mărimi de 
intrare debitul de lichid admis şi debitul de lichid evacuat, are ambele canale  
intrare-ieşire de tip pur integral.  

5.6.2.  Sistemul de întârziere de ordinul unu   

Sistemul de întârziere de ordinul unu este cel mai simplu sistem dinamic 
de tip proporţional. Acesta are modelul dinamic 

                              1
dyT y Kudt + = ,   1 0T > ,                         (65) 

modelul staţionar  
                                                         y Ku=                                 (66) 
şi funcţia de transfer 

                                                     
1

( )
1

K
G s

T s
=

+
,                                     (67) 

unde K  este factorul static de proporţionalitate, iar 1T  - constanta de timp de 
întârziere.  

Funcţia indicială )(th  are următoarele proprietăţi (fig. 5.6):  

(0 ) ( ) 0h G+ = ∞ = ,    
1

(0 ) lim ( )
s

K
h sG s

T
+

→∞
′ = = , 

( ) (0)h G K∞ = = ,    95 13sT T≈ . 

 
Fig. 5.6. Răspunsurile sistemului de întârziere de ordinul unu. 

Funcţia pondere ( )g t , funcţia indicială ( )h t  şi răspunsul 1( )h t  la intrare rampă 
unitară se calculează astfel: 
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                      1/1

1 1
( ) [ ] e

1
t TK K

g t
T s T

−−= = ⋅
+

L ,                         (68)       

                1/1 1 1

1 1

1( ) [ ] [ ] (1 e )( 1) 1
t TTKh t K Ks T s s T s
−− −= = − = −+ +L L ,                (69) 

            1
2

/1 1 1 1
1 12 2

1 11

1( ) [ ] [ ] [ (1 e )]1( 1)
t TT TK th t K KTs T s Ts T s s
−− −

+= = − = − −++
L L .        (70) 

Funcţia indicială ( )h t  tinde simplu exponenţial şi concav spre valoarea 
finală K , atingând valorile 0,95K  şi 0,98K  respectiv la momentele de timp 

95 13sT T≈  şi 98 13,91sT T≈ . Timpii de stabilizare 95sT  şi 98sT  caracterizează 
durata regimului tranzitoriu (timpul de răspuns) şi permit o interpretare 
geometrică simplă a constantei de timp 1T . Altă interpretare geometrică a 
constantei de timp 1T  este ilustrată în fig. 5.7, în care segmentul AC este 
tangent la exponenţiala ( )h t  în punctul A situat arbitrar pe exponenţială. In 
cazul 1 0T < , răspunsul indicial al sistemului este nemărginit (sistemul este 
instabil).  

 
Fig. 5.7. Interpretări geometrice ale constantei de timp 1T . 

Pentru intrarea sinusoidală de tip original sin 1( )u t tω= ⋅ , rezultă 
2

1 1
2 2 2 2 2 2

11 1

( ) ( )1( )( 1) 1
T T sK KY s   T ss T s T s

ω ω ωω
ω ω ω

−= = +++ + + +
, 

1/
1 12 2

1

( ) ( e sin cos )
1

t TKy t T t T t
T

ω ω ω ω
ω

−= + −
+

 

              1/( )[e sin sin( )]t TM tω α ω α−= + − ,        

unde 
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2 2
1

( )
1

KM
T

ω
ω

=
+

 ,    1tg Tα ω= ,  )2
π,0(∈α . 

In regim sinusoidal permanent, răspunsul sistemului (obţinut prin eliminarea 
componentei tranzitorii ce tinde exponenţial la zero) are expresia 

( ) ( )sin( )py t M tω ω α= − . 

Sub aspect dinamic, traductoarele din componenţa dispozitivelor de 
măsurare ale unui proces fizic sunt considerate sisteme de întârziere de ordinul 
unu dacă valoarea constantei de timp de întârziere a traductorului este 
relevantă în raport cu cea a procesului (dacă valoarea constantei de timp este 
neglijabilă, traductorul este considerat de tip static, adică de ordinul zero şi cu 
răspuns instantaneu).        

5.6.3.  Sistemul derivativ de ordinul unu   

Sistemul derivativ de ordinul unu are modelul dinamic 

                              1 dT y y KT u+ =� � ,   1 0T > ,                                    (71) 
modelul staţionar 

0y=  

şi funcţia de transfer 

                                   
1

( ) 1
dT sG s K T s= + ,                                   (72) 

unde K  este factorul de proporţionalitate, dT  constanta de timp derivativă şi 
1T  constanta de timp de întârziere. 

Funcţia indicială ( )h t  are următoarele proprietăţi (fig. 5.8):  

1
(0 ) ( ) dTh G K T+ = ∞ = ,    ( ) (0) 0h G∞ = = ,     95 13sT T≈ . 

Sistemul are funcţia pondere 

1/1 1
0

1 1 1 1 1

1 1( ) [ ] [1 ] [ ( ) e ]1 1
t Td d dT s T Tg t K K K tT s T T s T Tδ −− −= = − = −+ +L L , 

şi funcţia indicială  
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                          1/1

1 1
( ) [ ] e

1
t Td dT T

h t K K
T s T

−−= =
+

L  .                (73) 

Având răspunsul indicial ( )h t  de tip „impuls”, cu valoarea iniţială 
1

dTK T  

şi valoarea finală zero, sistemul derivativ de ordinul unu este frecvent utilizat 
în practică la generarea semnalelor de comandă cu caracter anticipativ (cazul 
componentei derivative a algoritmului PID). Timpul de stabilizare 95sT  la care 

( )h t  scade cu 95% din valoarea iniţială (exponenţiala 1/e t T−  scade de la 
valoarea iniţială 1 la valoarea 3e 0,05− ≈ ) este aproximativ egal cu 13T . 

 
Fig. 5.8. Răspunsul indicial al sistemului derivativ de ordinul unu. 

Scriind funcţia de transfer sub forma 

1 1

1( ) (1 )1
dTG s K T T s= − + , 

rezultă că sistemul derivativ de ordinul unu poate fi obţinut prin conectarea  
paralel-opusă a unui sistem de tip static şi a unui sistem de întârziere de 
ordinul unu, ambele având acelaşi factor de proporţionalitate. 

5.6.4. Sistemul de avans-întârziere de ordinul unu   

Sistemul de avans-întârziere de ordinul unu are modelul dinamic 

                         1 1( )T y y K u uτ+ = +� � ,    1 0T > ,                               (74) 

modelul staţionar 
y Ku=  

şi funcţia de transfer 
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                                 1

1

( 1)( ) 1
K sG s T s
τ += + ,                               (75) 

unde K  este factorul static de proporţionalitate, 1T - constanta de timp de 
întârziere, iar 1τ - constanta de timp de avans. Efectul de avans este dominant 
în cazul 1 1Tτ > , iar efectul de întârziere este dominant în cazul 1 1Tτ < .  

Funcţia indicială ( )h t  are următoarele proprietăţi (fig. 5.9):  

1

1
(0 ) ( )h G K T

τ
+ = ∞ = ,   ( ) (0)h G K∞ = = , 

1 1 1 1
95

1 1 1

3| | , 0 2

3 , 2s
T T

T
T T

τ τ

τ

− < ≤⎧
≅⎨

>⎩
. 

Funcţia pondere şi funcţia indicială se calculează astfel: 

1/1 11 1 1 1
1 1 0

1 1 1 1 1

( 1)( ) [ ] [ ] [ ( ) (1 )e ]1 1
t TK s TK Kg t T tT s T T s T T

τ τ ττ δ −− −+ −= = + = + −+ +L L , 

1/1 11 1 1 1

1 1 1

( 1) 1( ) [ ] [ ] [1 (1 )e ]( 1) 1
t TK s Th t K Ks T s s T s T

τ τ τ −− −+ −= = − = − −+ +L L . 

In cazul 1 0τ <  (zerou pozitiv), când sistemul nu este de fază minimă, din 
1 1/(0 ) 0h K Tτ+ = <  şi ( )h K∞ = , rezultă că răspunsul indicial are la început o 

variaţie bruscă de sens opus faţă de valoarea finală.  

 
Fig. 5.9. Răspunsul indicial al sistemului de avans-întârziere de ordinul unu. 

 

Sistemul de avans cu 1 1Tτ �  este frecvent utilizat în generarea semnalelor 
de comandă cu caracter anticipativ, deoarece răspunsul indicial are o valoare 
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iniţială de 1 1/Tτ  ori mai mare decât valoarea finală. Raportul 1 1/Tτ  reprezintă 
factorul de magnitudine. Scriind funcţia de transfer sub forma 

1 1

1

( )
( ) [1 ]

1
T s

G s K
T s
τ −

= +
+

, 

se obţine funcţia de transfer a unui regulator de tip PD cu constanta de timp 
derivativă 1 1dT Tτ= − .  

Scriind funcţia de transfer sub forma 

1 1 1

1 1

/ 1( ) ( )1
TG s K T T s

τ τ −= − + , 

rezultă că sistemul de avans-întârziere de ordinul unu poate fi obţinut prin 
conectarea paralel-opusă a unui sistem de tip static şi a unui sistem de 
întârziere de ordinul unu. 

5.6.5.  Sistemul de întârziere de ordinul doi  

Sistemul de întârziere de ordinul doi are ecuaţia diferenţială 

             2 22 n n ny y y K uξω ω ω+ + =�� � ,     0nω > ,  0ξ ≥ ,                       (76) 

modelul staţionar 
y Ku=  

şi funcţia de transfer 

                                  
2

2 2( )
2

n

n n

KG s
s s

ω
ξω ω

=
+ +

,                              (77) 

unde K  este factorul static de proporţionalitate, ξ  factorul de amortizare, iar 
nω  pulsaţia naturală.  

Deoarece excesul poli-zerouri este egal cu doi, funcţia indicială ( )h t  este 
continuă în origine şi tangentă la axa timpului, adică (0 ) (0 ) 0h h+ +′= = . In plus, 
avem ( ) (0)h G K∞ = = .  

Funcţia de transfer a sistemului poate fi scrisă şi sub forma  

2 2
2 1

( )
1

KG s
T s T s

=
+ +

, 

unde 1T  şi 2T  sunt constante de timp pozitive. In continuare, vom considera 
1K= . 
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Cazul 10 <<ξ  (regim oscilant amortizat). La intrare treaptă unitară, 
transformata Laplace a răspunsului sistemului are forma 

2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 ( )
( )

( 2 ) 2 ( ) ( 1 )
n n n n

n n n n n n

s s
Y s  

s s s s s s s s

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ω ω ω ξω

ω ω ω ω ω ω

+ + +
= = − = −

+ + + + + + −
. 

Cu notaţiile 
21n ξω ω− = ,      cosξ α= ,   π(0, )

2
α∈ , 

răspunsul indicial devine astfel: 

                              
2

( ) 1 e (cos sin )
1

n ty t t tξω ξ

ξ
ω ω−= − +

−
,                       (78) 

                                       
2

e
( ) 1 sin( )

1

nt

y t t
ξω

ξ
ω α

−

= − ⋅ +
−

,                                (79) 

fiind de tip oscilant amortizat (fig. 5.10), cu pulsaţia nω ω<  (cu atât mai mică 
cu cât factorul de amortizare este mai mare). 

 
Fig. 5.10. Răspunsul indicial al sistemului de întârziere de ordinul doi  pentru  0<ξ<1. 

Prin anularea derivatei răspunsului indicial 
2

( ) e sinn nty t tξωω
ω

ω
−= ⋅� , 

se obţin momentele de extrem 
π

k
kt
ω

=  ,   k∈N , 

şi valorile de extrem 
π ctg( ) 1 ( 1) e 1 ( 1) ek kk kn

k
ty t ξω α− −= − − = − − , 

din care reiese că punctele de extrem sunt situate pe exponenţialele 
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1,2( ) 1 e nt
f t

ξω−
= ± . 

Valoarea kσ  a “pulsului” k  este 
1 πctg 1

1( ) 1 ( 1) e ( 1)k k k k
k ky t ασ σ+ − += − = − = −  . 

Pulsul maxim (depăşirea maximă a valorii finale), cu expresia 

                            2

π

1
1

πctge e
ξ

ξασ
−

− −= = ,                 (80)                

se numeşte suprareglaj sau supradepăşire, iar 

23
1

1

1 1
σ

δ σ
σ

= − = −  

 reprezintă gradul de amortizare a oscilaţiilor (fig. 5.11).  

 
Fig. 5.11. Dependenţa suprareglajului 1σ  şi a gradului de amortizare δ  de  factorul ξ . 

Cazul 0ξ =  (regim oscilant întreţinut). Sistemul are răspunsul indicial 

        
2

1 1
2 2 2 2

1( ) [ ] [ ] 1 cos
( )

n
n

n n

sy t t
ss s s

ω
ω

ω ω
− −= = − = −

+ +
L L ,          (81) 

care este sinusoidal, cu amplitudinea constantă (egală cu 1) şi cu pulsaţia egală 
cu pulsaţia naturală nω  (fig. 5.12).  

Tinând sema de (9), pentru semnalul de intrare armonic cos 1( )nu t tω= ⋅ , 
se obţine răspunsul 

2
1 1

2 2 2 2 2
1 1( ) [ ] ) ] sin
2 2( )

'[( nn
n n n

n n

sy t t t
s s

ωω ω ω ω
ω ω

− − −
= = =

+ +
L L , 

caracterizat prin oscilaţii sinusoidale cu amplitudinea liniar crescătoare în 
timp.  
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Fig. 5.12. Răspunsul indicial al sistemului de întârziere de ordinul doi, 

pentru 0=ξ  şi 1=ξ . 

Cazul 1ξ =  (regim critic). Sistemul are răspunsul indicial 
2

1 1
2 2

1 1( ) [ ] [ ] 1 e (1 )
( ) ( )

ntn n
n

n n n
y t t

ss s s s
ωω ω ω

ω ω ω
−− −= = − − = − +

+ + +
L L . 

Răspunsul indicial este strict crescător pentru 0t≥  (fig. 5.12). 

Cazul 1ξ >  (regim supraamortizat). Deoarece polii funcţiei de transfer 
(77) sunt reali şi negativi, aceasta poate fi scrisă sub forma 

                   
1 2

1( )
( 1)( 1)

G s
T s T s

=
+ +

 ,     1 2 0T T≥ > .                       (82) 

Sistemul având ordinul relativ doi, răspunsul indicial satisface două condiţii 
iniţiale nule, fiind deci continuu şi derivabil în origine (tangent la axa 
timpului). In plus, răspunsului indicial este crescător şi are o formă convex-
concavă, cu punct de inflexiune (fig. 5.13). Toate aceste proprietăţi rezultă 
intuitiv din reprezentarea sistemului sub forma unei conexiuni serie de două 
subsisteme de ordinul unu, cu funcţiile de transfer 

1
1

1( )
1

G s
T s

=
+

,    2
2

1( )
1

G s
T s

=
+

. 

Prin eliminarea termenului de gradul doi de la numitorul funcţiei de 
transfer obţinem aproximaţia 

)1 2

1( )
( 1

G s
T T s

≈
+ +

, 
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care justifică formula  
95 1 23( )sT T T≈ +  

a timpului de stabilizare a răspunsului indicial. 
Pentru 2 1/ 1k T T= < , sistemul are răspunsul indicial    

                                        1 2/ /1( ) 1 e e
1 1

t T t Tky t
k k

− −= − +
− −

 .                                 (83)                     

Intre constantele de timp 1T  şi 2T  ale sistemului şi timpii 0t , 1t  şi T ′  ai 
răspunsului indicial (fig. 5.13) există următoarea relaţie de ordonare: 

                       0 2 1 1 1 0t T t T t T T t′ ′< ≤ ≤ − ≤ < −  .                             (84) 

Parametrii 1y , 0t , 1t , T  şi T ′  pot fi determinaţi experimental din forma grafică 
a răspunsului indicial. Dacă se cunosc oricare doi dintre aceşti parametri, 
atunci se pot calcula constantele de timp 1T  şi 2T .  

 
Fig. 5.13. Răspunsul indicial al sistemului de întârziere de ordinul doi  pentru  ξ >1. 

Cazul 01 <<− ξ (regim oscilant instabil). Răspunsul indicial al sistemu-
lui este dat de relaţiile (78) şi (79), în care (π / 2,π)α∈ . Răspunsul indicial se 
caracterizează prin oscilaţii exponenţial crescătoare (fig. 5.14). 

 
Fig. 5.14. Răspunsul indicial al sistemului de întârziere de ordinul doi pentru 0<ξ . 
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Cazul 1−<ξ  (regim supraamortizat instabil). Funcţia de transfer  poate fi 
scrisă sub forma 

1 2

1
( )

( 1)( 1)
G s

T s T s
=

+ +
 ,     1 2 0T T< < . 

Răspunsul indicial, dat de relaţia (83), este crescător şi nemărginit (fig. 5.14). 

5.6.6. Sistemul derivativ de ordinul doi  

Sistemul derivativ de ordinul doi (cu poli reali negativi) are ecuaţia  

                       1 2 1 2( ) dTT y T T y y KT u+ + + =�� � � ,   2 10 T T< ≤ ,                         (85) 

şi funcţia de transfer 

                                              
1 2

( )
( 1)( 1)

dKT s
G s

T s T s
=

+ +
,                                      (86) 

unde dT  este constanta de timp derivativă, iar 1T  şi 2T  sunt constantele de timp 
de întârziere. De remarcat faptul că pentru 2 0T = , sistemul devine derivativ de 
ordinul unu. 

Funcţia indicială ( )h t  are următoarele proprietăţi:  

(0 ) ( ) 0h G+ = ∞ = ,    
1 2

(0 ) lim ( ) d

s

KT
h sG s

TT
+

→∞
′ = = , 

( ) (0) 0h G∞ = = . 
Ca şi sistemul derivativ de ordinul unu, sistemul derivativ de ordinul doi este 
utilizat în generarea semnalelor de comandă cu caracter anticipativ, răspunsul 
indicial fiind de tip „impuls”, deoarece creşte în primele momente de la zero la 
o valoare maximă (deci nu instantaneu, ca la sistemul derivativ de ordinul 
unu), după care coboară spre zero (fig. 5.15). Acest comportament rezultă şi 
din faptul că sistemul derivativ de ordinul doi poate fi obţinut prin conectarea 
în serie a sistemului derivativ de ordinul unu cu funcţia de transfer 

1
1

( )
1

dKT s
G s

T s
=

+
, 

cu sistemul de întârziere de ordinul unu cu funcţia de transfer  

2
2

1
( )

1
G s

T s
=

+
. 

In cazul 1 2T T≠  şi 1K= , răspunsul indicial este dat de relaţia: 
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                           1 21

1 2 1 2
( ) [ ] (e e )

( 1)( 1)

t t
T Td dT T

h t
T s T s T T

− −
−= = ⋅ −

+ + −
L .                (87)        

Pentru 1 2T T=  , răspunsul indicial are expresia 

                                    11
2 2

1 1

( ) [ ] e
( 1)

t
Td dT T t

h t
T s T

−
−= = ⋅

+
L .                            (88) 

Valoarea maximă, atinsă la momentul 1t T= , este dată de formula 

          max
1e

dT
h

T
= .                     (89)  

 
Fig. 5.15. Răspunsul indicial al sistemului derivativ de ordinul doi cu 1K =  şi 121 ==TT , 

pentru diferite valori ale constantei de timp derivative dT . 

5.6.7. Sistemul de avans-întârziere de ordinul doi  

Sistemul de avans-întârziere de ordinul doi are ecuaţia  

                  1 2 1 2 1( ) ( )TT y T T y y K u uτ+ + + = +�� � � ,   2 10 T T< ≤ ,                  (90) 

şi funcţia de transfer 

                                 1

1 2

( 1)
( )

( 1)( 1)
K s

G s
T s T s

τ +
=

+ +
,                                        (91) 

unde 1τ  este constanta de timp de avans, iar 1T  şi 2T  sunt constantele de timp 
de întârziere. Pentru 1 2Tτ = , sistemul devine de întârziere de ordinul unu, cu 

funcţia de transfer 
1 1
K

T s+
. 
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Sistemul de avans-întârziere de ordinul doi poate fi obţinut prin 
conectarea în serie a unui sistem de avans-întârziere de ordinul unu având 
funcţia de transfer  

1
1

1

( 1)( )
1

K sG s
T s
τ +=
+

, 

cu un sistem de întârziere de ordinul unu având funcţia de transfer 

2
2

1( )
1

G s
T s

=
+

. 

Prin urmare, răspunsul la o intrare dată a sistemului de avans-întârziere de 
ordinul doi este mai lent decât răspunsul sistemului de avans-întârziere de 
ordinul unu cu funcţia de transfer 1( )G s . Pentru 2 0T = , sistemul devine de 
avans-întârziere de ordinul unu. 

Funcţia indicială )(th  are următoarele proprietăţi (fig. 5.16): 

(0 ) ( ) 0h G+ = ∞ = ,    1

1 2
(0 ) lim ( )

s

Kh sG s
TT
τ

+
→∞

′ = =  ,    ( ) (0)h G K∞ = = . 

 
Fig. 5.16. Răspunsul indicial al sistemului de avans-întârziere de ordinul doi cu 1K= , 

pentru diferite valori ale constantei de timp de avans 1τ . 

In cazul 1K=  şi 1 2 0T T> > , răspunsul indicial este dat de relaţia  

1 21 1 1 1 1 2

1 2 1 2 1 2

1( ) [ ] 1 e e
( 1)( 1)

t t
T Ts T Th t

s T s T s T T T T
τ τ τ− −

− + − −= = + ⋅ − ⋅
+ + − −

L . 
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Pentru 1 1 20 max{ , }T Tτ≤ ≤ , răspunsul indicial este crescător, iar pentru 
1 1 2max{ , }T Tτ > , are suprareglajul (supradepăşirea) 

               2 1 1 2

1 1
1 / 1 /

/1 1 1 2( 1) ( / 1)T T T TT Tτ τσ − −= − ⋅ − .                  (92)       

Formula suprareglajului se obţine ţinând seama că ecuaţia ( ) 0h t =�  are soluţia 
0t  dată de relaţia 

                                     1 2 1 2
0

1 2 1 1

/

/

1ln
1

TT Tt
T T T

τ
τ

−=
− −

.                                        (93) 

Sistemul de avans de ordinul doi, cu 1 1 2max{ , }T Tτ > , este utilizat în 
generarea semnalelor de comandă cu caracter anticipativ, deoarece răspunsul 
indicial creşte în primele momente la o valoare mai mare decât valoarea sa 
finală. Creşterea este însă mult mai lină decât la sistemele de avans de ordinul 
unu (unde creşterea este bruscă). 

In cazul 1 2T T=  , răspunsul indicial are expresia  

1 11 1 1 1 1
2 2

1 1 11 1

1 1( ) [ ] 1 [( 1) 1]e
1( 1) ( 1)

t
Tts T Th t

s T s T Ts T s T s
τ τ τ −

− + −= = − + = + − −
++ +

L . 

Dacă 1 1 2T Tτ > = , atunci din ecuaţia ( ) 0h t =�  rezultă soluţia 

1
0 1

xTt
x

=
−

,      1

1
1x

T
τ= > , 

şi suprareglajul 1( 1) e
x

xxσ
−
−= − ⋅   (fig. 5.17) . Pentru 4x> , avem 40,8

2,8
xσ −≈ + . 

 
Fig. 5.17. Dependenţa suprareglajului σ  în funcţie de raportul  11 /Tx τ= , pentru 21 TT = . 
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5.7. SISTEME CU TIMP MORT 

Sistemul continuu pur proporţional cu timp mort are modelul 

                                   ( ) ( )y t Ku t τ= − ,                                      (94) 

şi funcţia de transfer 
                               ( ) e sG s K τ−= ,                               (95) 

unde K   este factorul de proporţionalitate şi τ  timpul mort ( 0τ > ). Pentru 
1K = , obţinem sistemul pur timp mort: 

             ( ) e sG s τ
τ

−= .                                       (96) 

Similar, sistemul continuu de întârziere de ordinul unu cu timp mort are 
modelul 
                               1 ( ) ( ) ( )T y t y t Ku t τ+ = −� ,                               (97) 

şi funcţia de transfer 

                               
1

e
( )

1

s K
G s

T s

τ−
=

+
.                                 (98) 

Sistemele continue cu timp mort sunt sisteme infinit dimensionale, 
funcţia de transfer a unui sistem cu timp mort putând fi doar aproximată 
printr-o funcţie raţională de ordin finit. Ţinând seama că 

2 2
e 1

1! 2!
s s s

+  +  +  τ τ τ
= " , 

funcţia de transfer (96) a sistemului pur timp mort poate fi aproximată cu 
funcţie raţională de tipul 0n+  

           0
2 2

1
( )

1
1! 2! !

n
n n

 
G s

s s s
 +  +  +  + 

n

τ τ τ τ
+ =

"
,                 (99) 

având numitorul de gradul n  şi numărătorul de gradul 0. Funcţia raţională de 
ordinul n  care aproximează cel mai bine funcţia de transfer s( ) eG s τ

τ
−=  este 

însă una simplu proprie, cu numărătorul şi numitorul de gradul n :  

                       
2

1 2
2

1 2

1
( )

1

n
nn n

n
n

 + b s +b s   +  + b s
G s

+ a s +a s   +  + a s
τ
+ =

"
"

.                     (100) 
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Coeficienţii ia  şi ib  pot fi determinaţi pe baza relaţiei 
2

1 2
2 2 2

1 2

11
11 1! 2!

n
n

n
ns

s + b  +b s   +  + b s 
s  + a s +a s   +  + a s +  +  +  τ τ

≈ "
""

, 

astfel încât dezvoltările în jurul originii ale funcţiilor 
2

1 2( ) 1 n
na s  + a s +a s   +  + a s= "  

şi 
2 2 3 3

2
1 2( ) (1 )(1 )

1! 2! 3!
n

n
s s s

b s  + b s +b s   +  + b s  +  +  +  +  
τ τ τ

= " "  

să coincidă până la ordinul maxim posibil, egal cu 2n ; altfel spus, termenii cu 
puterile 0s , 1s , ... , 2ns  ai lui ( )a s  şi ( )b s  să fie egali. Procedând astfel, obţinem 
aşa numita aproximaţie Padé de ordinul n , cu: 

                      
( 1)( 2) ( 1)

2(2 1)(2 2) (2 1) !

i

i
n n n i

a
n n n i i

τ− − − +
= ⋅

− − − +
"
"

, ( 1)i
i ib a= − .             (101) 

In particular, avem: 

                        1 1
1 2( )
1 2

s
G s sτ

τ

τ
+

−
=

+
 ,    

2 2

2 2
2 2

1 2 12( )
1 2 12

ss
G s

ss
τ

ττ

ττ
+

− +
=

+ +
,               (102) 

                                 

2 2 3 3

3 3
2 2 3 3

1 2 10 120( )
1 2 10 120

s ss
G s

s ss
τ

τ ττ

τ ττ
+

− + −
=

+ + +
.            (103) 

Precizia de aproximare a timpului mort este cu atât mai ridicată cu cât 
ordinul n  este mai mare (fig. 5.18 şi fig. 5.19). Răspunsul indicial al 
aproximaţiei Padé de ordinul n  are valoarea iniţială  

                                        (0 ) lim ( ) ( 1)nn n n

s n

b
h G s

aτ+
+

→∞
= = = − .                             (104) 

In zona timpului mort (cuprinsă între 0  şi τ ), răspunsul indicial oscilează în 
jurul valorii zero, intersectând de n  ori axa timpului. La sistemele dinamice, 
aceste oscilaţii sunt puternic atenuate, cu atât mai mult cu cât ordinul 
aproximaţiei Padé şi raportul între constanta de timp de întârziere dominantă şi 
timpul mort au valori mai ridicate (fig. 5.20 şi fig. 5.21). In majoritatea 
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aplicaţiilor, ordinul n  al aproximaţiei Padé se alege în gama 4…10. O valoare 
prea mare a lui n  creşte dimensiunea sistemului, deci complexitatea 
calculelor.  

                                
Fig. 5.18. Răspunsurile indiciale ale sistemului cu funcţia de transfer 5( ) e sG s −=  

şi ale aproximaţiei Padé de ordinul 5=n . 

                                                  
       Fig. 5.19. Răspunsurile indiciale ale sistemului cu funcţia de transfer 5( ) e sG s −=   

şi ale aproximaţiei Padé de ordinul 10=n . 

 
Fig. 5.20. Răspunsul indicial al aproximaţiei Padé de ordinul 5=n  

a  sistemului cu funcţia de transfer 
15

e)(
5

+
=

−

s
sG

s
. 
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Fig. 5.21. Răspunsul indicial al aproximaţiei Padé de ordinul 8n =  

a  sistemului cu funcţia de transfer 
15

e)(
5

+
=

−

s
sG

s
. 

  In MATLAB, introducerea timpului mort T pentru un sistem sis deja definit se 
face astfel: 

sis.iodelay=T; 

Apelată sub forma 
sis1 = pade(sis,n); 

funcţia pade returnează sistemul fără timp mort (cu funcţia de transfer raţională) sis1 care 
aproximează sistemul cu timp mort sis, prin înlocuirea exponenţialei e Ts−  a sistemului sis 
cu raţionala Padé de ordinul n .  

Coeficienţii numărătorului şi numitorului raţionalei Padé de ordinul n  pot fi 
determinaţi cu funcţia pade, apelată sub forma 

[num, den] = pade(T,n); 
 

5.8.  REDUCEREA SISTEMELOR DE TIP I-E 

Metodele de tip operaţional pentru reducerea sistemelor sunt mai simple 
şi mai uşor de aplicat decât cele din domeniul timpului.  

5.8.1.  Metoda Padé 
Metoda Padé (cunoscută şi ca metoda momentului) este utilizată la 

reducerea sistemelor stabile, cu şi fără timp mort. In cadrul acestei metode, 
unele cazuri de reducere forţată pot conduce la erori de aproximare 
semnificative, inclusiv de neconservare a proprietăţilor de fază minimă sau de 
stabilitate. 
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La baza metodei de reducere Padé este idea ca dezvoltările în serie Mac-
Laurin (în jurul originii) ale funcţiei de transfer ( )G s  şi funcţiei de transfer 
reduse ( )rG s  să coincidă până la un ordin j  cât mai mare posibil, adică  

                    ( ) ( )(0) (0)i i
rG G=  ,    0,i j= .                 (105) 

Relaţiile (105) sunt o consecinţă a formulei de dezvoltare a unei funcţii în 
serie de puteri: 

2 3'(0) "(0) "'(0)
( ) (0)

1! 2! 3!
f f f

f s f s s s= + + + +"  

Pe de altă parte, momentul de ordinul k  al funcţiei pondere ( )g t  are 
expresia  

                 0( ) ( )k
kM g t g t dt∞= ∫ .                  (106) 

Din formula transformatei Laplace a funcţiei pondere, anume 

0( ) ( ) e stG s g t dt∞ −= ∫ , 

prin derivarea succesivă a ( )G s , obţinem următoarea formulă a momentului de 
ordinul k : 

                                                               ( )
0

( ) ( 1) ( )k k
k s

M g G s
=

= − ,                                 (107) 

valabilă atunci când ( )G s  are numitorul hurwitzian. In conformitate cu 
relaţiile (105) şi (107), metoda de reducere Padé de ordinul j  asigură 
egalitatea momentelor 0M , 1M ,…, jM  ale funcţiei pondere a sistemului dat 
respective cu momentele corespunzătoare ale funcţiei pondere a sistemului 
redus.  

Atunci când ( )G s  şi ( )rG s  sunt funcţii raţionale, adică  

( )
( )

( )
r s

G s
p s

=  ,     1

1

( )
( )

( )r
r s

G s
p s

= , 

unde ( )r s , ( )p s , 1( )r s  şi 1( )p s  sunt polinoame, reducerea Padé poate fi 
realizată punând condiţia ca ordinul de coincidenţă j  al funcţiile polinomiale  

1 1( ) ( ) ( )f s r s p s= ⋅ ,    2 1( ) ( ) ( )f s p s r s= ⋅  

să fie maxim. In acest fel, funcţia polinomială 1 2( ) ( ) ( )f s f s f s= −  va conţine 
numai puteri ale variabilei s  mai mari decât js . Spre exemplificare, funcţiei 
de transfer  
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1 2

1
( )

( 1)( 1) ( 1)n
G s

T s T s T s
=

+ + +"
,                             (108) 

cu ordinul 2n≥  şi cu toate constantele de timp positive, i se pot asocia 
funcţiile de transfer reduse 

                                      1
1

1
1rG

S s
=

+
 ,                              (109) 

                                    2 2
2 1

1
( )

1rG s
S s S s

=
+ +

 ,                 (110) 

                             2 1
3

1 2 1

1 ( / )
( )

( / ) 1r
S S s

G s
S S S s
−

=
− +

 ,                       (111) 

                           3 2
4 2

2 1 3 2 1 3 2

1 ( / )
( )

( / ) ( / ) 1r
S S s

G s
S S S S s S S S s

−
=

− + − +
 ,                   (112) 

unde 
                              1 1S T=∑ ,   2 1 2S TT=∑ ,   3 1 2 3S TT T=∑ .                      (113) 

După cum se observă, funcţiile de transfer reduse 3rG  şi 4rG  au cîte un zerou 
pozitiv, deci nu sunt de fază minimă. In consecinţă, este preferabil să utilizăm 
formele reduse 1rG  şi 2rG .  

Tot prin metoda Padé, funcţiei de transfer  

          1

1 2

1
( )

( 1)( 1) ( 1)n

s
G s

T s T s T s
τ +

=
+ + +"

,    1 1 0T τ> ≥∑ ,              (114) 

i se pot asocia funcţiile de transfer reduse 

                                           1
1 1

1
( ) 1rG
S sτ

=
− +

,                  (115) 

                                2 2 2
2 1 1 1 1 1

1
( )

( ) ( ) 1rG s
S S s S sτ τ τ

=
− + + − +

.                          (116) 

La sistemele cu timp mort cu funcţiile de transfer  

( ) e
( )

( )

sr s
G s

p s

τ−
= ,    

1
1

1

( ) e
( )

( )

s

r
r s

G s
p s

τ−
= , 

reducerea se realizează astfel încât funcţiile  
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2 2
1 1

1 1
( ) ( )

( ) [1 ] ( ) ( )
1! 2!

s s
f s r s p s

τ τ τ τ− −
= + + + + ⋅ ⋅" ,    2 1( ) ( ) ( )f s p s r s= ⋅ , 

să  aibă ordinul de coincidenţă maxim. 

Observaţii.  10.  De regulă, formele de transfer reduse sunt acceptabile 
atunci când conservă proprietăţile de stabilitate şi fază minimă (fără zerouri cu 
partea reală pozitivă) ale sistemului iniţial.   

20 Aproximarea 

1 2 1 2( 1)( 1) ( ) 1T s T s T T s+ + ≈ + + ,      

care presupune neglijarea termenului în 2s , este mai bună atunci când una 
dintre cele două constante de timp este neglijabilă faţă de cealaltă.   

30. De regulă, metoda Padé de reducere a sistemelor fără timp mort are un 
grad de precizie mai ridicat atunci cînd: 

(a) excesul poli-zerouri al funcţiei de transfer reduse este egal cu cel al 
funcţiei de transfer iniţiale; 

(b) sistemul iniţial are cel puţin o constantă de timp de întârziere cu 
valoarea neglijabilă faţă de cea a constantei de timp principale.  

5.8.2. Metoda eliminării părţii rapide  

Metoda de reducere constă în eliminarea modurilor rapide de tip paralel 
sau serial. Pentru a descrie aceste metode, vom considera sistemul Σ  
monovariabil şi cu toţi polii distincţi astfel încât: 

                                     1 20 nRe p Re p Re p> ≥ ≥ ≥" .                               (117) 

Mai întâi se aduce funcţia de transfer la forma  

          
1 1

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )j j n

r s
G s s p s p s p s p+ −

= − − −" "  ,                     (118)  

unde ( )r s  este un polinom de gradul m j≤  şi 1j jRe p Re p+ � . Sistemul redus 
are funcţia de transfer 

                1
1 2 1 2

( ) 1
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )r

j j j n

r s
G s s p s p s p p p p+ +

= ⋅− − − − − −" " ,        (119) 

care satisface 1(0) (0)rG G= , deci are acelaşi factor static de proporţionalitate 
ca sistemul iniţial. 
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Considerând sistemul iniţial ca fiind o conexiune serie formată din 
subsistemul cu funcţia de transfer 1( )rG s  şi subsistemul filtru rapid cu funcţia 
de transfer 

  1 2
1

1 2

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

j j n
f

j j n

p p p
G s s p s p s p

+ +

+ +

− − −
= − − −

"
" ,               (120) 

care satisface proprietatea 1(0) 1fG = , reducerea sistemului echivalează cu 
eliminarea filtrului 1( )fG s . Metoda de reducere a sistemului prin eliminarea 
modurilor rapide de tip serial asigură conservarea proprietăţii de fază minimă. 

La metoda de reducere a sistemului prin eliminarea modurilor rapide de 
tip paralel, funcţia de transfer se scrie sub forma 

             11

1 1
( ) j j n

j j np

a aa a
G s d

s p s p s s p
+

+
= + + + + + +

− − − −
" " .              (121) 

Dacă 1j jRe p Re p+ � , reducerea sistemului cu funcţia de transfer ( )G s  se face 
prin eliminarea ultimelor n j−  moduri rapide, astfel încât cele două sisteme să 
aibă acelaşi factor static de proporţionalitate, adică (0) (0)rG G= : 

            11

1 1
( ) ( )p p n

r
j j n

a aa a
G s d

s p s p p p
+

+
= + + + − + +

− −
" "  .             (122)       

Prin neglijarea dinamicii modurilor rapide de tip paralel este posibil ca un 
sistem de fază minimă cu funcţia de transfer ( )G s  să se transforme într-un 
sistem redus care să nu mai fie de fază minimă, adică ( )rG s  să aibă zerouri cu 
partea reală pozitivă.  

5.9. REALIZAREA SISTEMELOR CONTINUE 

Se numeşte realizare a unui sistem liniar continuu cu funcţia de  transfer 
raţională proprie ( )G s  orice sistem monovariabil ( , , , )Σ A B C D   care are 
funcţia de transfer egală cu ( )G s , adică verifică relaţia 

                        1( I ) ( )C s A B D G s−− + = .                           (123) 

Deoarece două sisteme echivalente I-S-E au aceeaşi funcţie de transfer, 
rezultă că toate sistemele echivalente cu ( , , , )Σ A B C D  sunt, de asemenea, 
realizări ale lui ( )G s . Unei funcţii raţionale strict proprii ( )G s  îi corespunde o 
realizare cu 0D = , care va fi notată ( , , )Σ A B C .  
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Sistemele ( , , )Σ A B C  şi ( , , )Σ T T TA C B  se numesc sisteme duale. Două sisteme 
duale sunt echivalente I-E, deci sunt realizări ale aceleiaşi funcţii de transfer. 
Intr-adevăr, dacă 1( I ) ( )C s A B G s−− = , atunci 

1 1( I ) [ ( I ) ] ( ) ( )T T T T TB s A C C s A B G s G s− −− = − = = . 

Realizarea standard controlabilă.  Funcţiei raţionale 

              
1

1 1 0
1

1 1 0
( )

n  n
n n

n

   

    

b s b s b
G s s a s a s a

−
−

−
−

+ + +

+ + + +
=

"

"
                           (124) 

îi corespunde realizarea standard controlabilă (RSC) 

   [ ]0 1 1

0 1 2 1

,  , 

00 1 0 0
00 0 1 0

0 0 0 1 0
1

n

n

     =    =A B C b b b

a a a a

−

−

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"

"
"

# # # % # #
"
…

 .        (125) 

Cu notaţiile 1( ) [1 ]n TZ s s s −= "  şi 

1
1 1 0( ) n n

np s s a s a s a−
−= + + + +" , 

funcţia ( )G s  poate fi scrisă sub forma 
( )

( )
( )

C Z s
G s

p s
⋅

= .  Pentru a demonstra că 

( , , )Σ A B C  este o realizare a funcţiei ( )G s , adică 1( I ) ( )C s A B G s−− = , este 

suficient să arătăm că 
1 ( )

( I )
( )

Z s
s A B

p s
−− = , adică  

( ) ( I ) ( )p s B s A Z s= − . 

Intr-adevăr, avem 

2

10 1 2 1

11 0 0 0
s0 1   0 0

( I ) ( )   =  = ( )
0 0 0 1 0

     ( )
n

nn

s
s

s A Z s p s B
s

a a a s a p ss

−

−
−

− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"
"

## # # % # #
"
…

. 

Realizarea standard observabilă. Funcţiei raţionale (124) îi corespunde 
realizarea standard observabilă (RSO) 
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        [ ]

0 0

1 1

2 2

1 1

0 0     0
1 0 0
0 1 0 ,  , 0 0 0   1 

 
0 0 1   n n

a b
a b
a bA     B=      C=

a  b− −

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"
"
" "

# # % # # #
"

.     (126) 

In mod evident, realizarea standard observabilă (126) şi realizarea 
standard controlabilă (125) sunt realizări duale. 

Realizarea modală. Funcţiei raţionale cu poli simpli (reali sau complexi) 

              1 2
1 2

( ) n
n

c c cG s s s s s s s+ + += − − −"  ,                      (127) 

îi corespunde realizarea modală (RM) 

         [ ]
1

2
1 2

0 0 1
0 0 1,    B = , 

0 0 1
n

n

s
sA     C = c c c

s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

"% # .              (128) 

Realizarea modală poate fi obţinută scriind relaţia intrare-ieşire sub forma 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) n

n

cU s c U s c U s
Y s

s s s s s s
= + + +

− − −
"  

şi introducând stările  

( )
( )i

i

U s
X s

s s
=

−
,    1,2, ,i n= … . 

Rezultă 
( ) ( ) ( )i i isX s s X s U s= + ,    1,2, ,i n= "  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nY s c X s c X s c X s+ += + " , 

iar prin aplicarea transformării inverse Laplace, obţinem 

i i ix s x u+=� ,      1,2, ,i n= "  

1 1 2 2 n ny c x c x c x= + + +"  , 

adică 
                             X AX Bu= +� ,    y CX= , 

cu A , B , C  de forma (128). 
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Dacă polii 1s , 2s  şi coeficienţii 1c , 2c  sunt numere complex conjugate, 
adică   

jbas ±=2,1 ,     jdcc ±=2,1 , 

atunci blocurile asociate celor doi poli în matricele A , B , C  cu forma (128) 
pot fi înlocuite astfel: 

A: 0
0

a jb a b
a jb b   a

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤←⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
,      B: 1 2

1 0
⎡ ⎤ ⎡ ⎤←⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

C: [ ] [ ]c jd c jd c d+ − ← . 

Alegând stările  
( )

( ) i
i

i

cU s
X s

s s
=

−
,   1,2, ,i n= " , 

obţinem forma modală duală 

         [ ]
1 1

2 2, 

0 0
0 0 , 1 1 1

0 0 n n

      

s c
s cA B =       C=

s c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

"% # .              (129) 

Realizarea serială.  Funcţiei raţionale  

              0

1 2
( )

( )( ) ( )n

b
G s

s s s s s s
=

− − −"
                           (130) 

îi corespunde realizarea serială (RS) 

      

1

2

0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 1 n

s
s

A

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"
"

# # % # #
"

,    

1
0
0

0

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
#

,    [ ]00 0 0C = b" .             (131) 

Realizarea se obţine pe baza următoarelor relaţii de definire a variabilelor 
de stare 
 

   1
1

( )
( )

U s
X s

s s
=

−
,   1

2
2

( )
( )

X s
X s

s s
=

−
,    ...   ,  1( )

( ) n
n

n

X s
X s

s s
−=
−

.             (132) 
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Prin înmulţirea relaţiilor (132), rezultă  

1 2 0

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )n
n

U s G s U s
X s

s s s s s s b
= =

− − −"
, 

deci 
0( ) ( ) ( ) ( )nY s G s U s b X s= = . 

Realizarea serială (132) îşi menţine forma şi în cazul polilor multipli. 
Dacă polii 1s  şi 2s  sunt complex-conjugaţi, adică  

1,2s a jb= ± , 

atunci celulele corespunzătoare din matricele A şi B   pot fi înlocuite astfel: 

               
2 21

2

0 2
1 01

s a a b
s

⎡ ⎤ − −⎡ ⎤←⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
,      2 2

11 1
0 0a b
⎡ ⎤ ⎡ ⎤←⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 .                  (133) 

Observaţii 10. Dacă ( )G s  este o funcţie de transfer de ordinul n  
ireductibilă, atunci orice realizare de ordinul n  este o realizare minimală (nu 
există o altă realizare de ordin mai mic). Toate realizările minimale ale 
funcţiei )(sG  sunt echivalente I-S-E, iar toate realizările funcţiei ( )G s  sunt 
echivalente I-E (deoarece au aceeaşi funcţie de transfer, deci acelaşi  răspuns 
forţat la o intrare comună de tip original).  Sistemul monovariabil de tip  I-S-E 
cu ecuaţiile 

X AX Bu
y CX
= +⎧

⎨
=⎩

�
 , 

este minimal dacă şi numai dacă funcţia de transfer BAsCsG 1)()( −−= I  este 
ireductibilă. 

20. In cazul unui sistem multivariabil strict propriu cu m  intrări şi p  
ieşiri, matricea de transfer  poate fi scrisă sub forma  (36). Matricei de transfer 

( )sG  i se poate asocia realizarea standard controlabilă cu dimensiunea mn  

[ ]0 1 1

0 1 2 1

, ,

0 Ι 0 0 0
0 0 Ι 0 0

0 0 0 Ι 0
Ι Ι Ι Ι Ι

m m m m m

m m m m m

n

m m m m m

m m m n m m

    =      A  B C =

a a a a

−

−− − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

K K K

"

"

# # # % # "#
"

…

, 
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cu A , B , C   respectiv de tipul  mn mn× ,  mn m× ,  p mn× .  
De asemenea, matricei de transfer )(sG  i se poate asocia realizarea 

standard observabilă cu dimensiunea pn  

[ ]

0

1

2

1

0

1

2

1

, ,

0 0 0 I
I 0 0 I
0 I 0 I 0 0 0 I

0 0 I In

p p p p

p p p p

p p p p p p p p

p p p p n

          

    

               

  

        

a
 a

aA B= C=

a − −

−

−

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

K
K
K

K

"

"

" "
# # % # # #

"

, 

cu A , B , C  respectiv de tipul  pn pn× ,  pn m× , p pn× . 
Ca şi la sistemele monovariabile, toate realizările matricei de transfer 

)(sG  sunt echivalente I-E, iar realizările minimale sunt echivalente I-S-E. 

Observaţia 30. In cazul unui sistem multivariabil (MIMO) de tip I-S-E, 
matricea 

                     1n
nC B AB A B−= ⎡ ⎤⎣ ⎦"                        (134)  

este matricea de controlabilitate (de tipul n mn× ), iar matricea 

                            
1

n

n

C
CAQ

CA −

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
#                                  (135) 

este matricea de obseervabilitate (de tipul pn n× ). In conformitate cu 
teorema de minimalitate a sistemelor de tip I-S-E, un sistem ),,,( DCBAΣ  de 
ordinul n este minimal dacă şi numai dacă matricele de controlabilitate şi de 
observabilitate au rangul n . 

Pentru aducerea la forma minimală a unui sistem neminimal 
( , , , )Σ A B C D , se poate proceda astfel: 

-  se verifică faptul că cel puţin una dintre matricele nC  şi nQ  are rangul 
mai mic decât n ; 

- se calculează funcţia (matricea) de transfer şi se aduce la forma 
ireductibilă; 

-  se determină o realizare minimală. 
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 In MATLAB, matricele de controlabilitate şi de observabilitate se obţin cu funcţiile 
ctrb şi  obsv astfel: 

Cn=ctrb(A,B);  Qn=obsv(A,C); 
Rangul r al matricei de controlabilitate (egal cu ordinul maxim al minorilor matricei) se 
poate afla cu funcţia rank(Cn). Partea controlabilă Σ ( , , )c c c cA B C  a sistemului Σ( , , )A B C  
se obţine cu funcţia ctrbf aplicată astfel: 

[A1,B1,C1]=ctrbf(A,B,C); 

Sistemul 1Σ ( 1, 1, 1)A B C , echivalent I-S-E cu sistemul Σ( , , )A B C , are parametrii matriceali 
sub forma 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

c21

11
AA
0A

1A  ,     B1= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

cB
0

 ,    C1=[C1    Cc] . 

Matricele  Ac, Bc  şi Cc  se pot obţine respectiv din matricele A1, B1, C1, astfel:  

          Ac=A1(n-r+1:n, n-r+1:n); 
               Bc=B1(n-r+1:n, :); 
               Cc=C1(: , n-r+1:n); 

Pentru aducerea unui sistem sis la forma minimală sism se utilizează funcţia minreal:  
                 sism=minreal(sis). 

5.10. SISTEME CONTINUE MONOTONICE 

Conform teoremei fundamentale a sistemelor monotonice (paragraful 
3.5), un sistem liniar, invariant şi monovariabil este C-monotonic dacă şi 
numai dacă are funcţia pondere ( ) 0g t ≥  pentru 0t ≥ , sau, echivalent, dacă şi 
numai dacă are funcţia indicială ( )h t  crescătoare.  

In continuare, ne vom referi numai la sistemele continue liniare. In mod 
evident, dacă un sistem cu funcţia de transfer ( )G s  este C-monotonic, atunci 
sistemul cu funcţia de transfer ( )G s−  este D-monotonic. 

Teorema 1 de conservare a monotonicităţii. Un sistem liniar continuu 
monotonic îşi conservă proprietatea de monotonicitate prin: 

a) micşorarea unei constante de timp de avans pozitive2; 
b) mărirea unei constante de timp de întârziere pozitive3. 

                                                     
2 Micşorarea unei constante de timp de avans 1T  constă în înlocuirea factorului 11 +sT  de la 

numărătorul funcţiei de transfer  cu  12 +sT , unde 2 10 T T≤ < . 
3 Mărirea unei constante de timp de întârziere 2T  constă în înlocuirea factorului 12 +sT  de la 

numitorul funcţiei de transfer  cu  11 +sT , unde 1 2 0T T> ≥ . 
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Pentru demonstrarea teoremei, considerăm un sistem Σ  de tip                 
C-monotonic, cu funcţia de transfer ( )G s  şi constanta de timp de avans 1T ,  

1 0T > . Prin înlocuirea constantei de timp 1T  cu 2T  ( 2 10 T T≤ < ), obţinem 
sistemul Σ  cu funcţia de transfer   

                   2

1

1( ) ( )
1

T sG s G s
T s

+=
+

,   2 10 T T≤ < .                         (136)           

Similar, presupunând că ( )G s  are constanta de timp de întârziere 2T  ( 2 0T ≥ ), 
prin înlocuirea ei cu 1T  ( 1 2T T> ), obţinem sistemul Σ  cu funcţia de transfer 
(136). Astfel, demonstrarea Teoremei 1 de conservare a monotonicităţii se 
reduce la a arăta că sistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G s  este monotonic. 
Acest lucru este adevărat deoarece sistemul Σ  este o conexiune serie de două 
subsisteme C-monotonice: subsistemul de avans-întârziere de ordinul unu cu 
funcţia de transfer  

2
0

1

1( )
1

T sG s
T s

+=
+

 

şi subsistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G s .  

Teorema 2 de conservare a monotonicităţii. Un sistem liniar continuu 
monotonic îşi conservă proprietatea de monotonicitate prin: 

a) contractarea inversă4 a două constante de timp de avans pozitive ; 
b) dispersarea inversă5 a două constante de timp de întârziere pozitive. 
Pentru demonstrarea teoremei, considerăm un sistem Σ  de tip                

C-monotonic, cu funcţia de transfer ( )G s . Presupunem că ( )G s  are constantele 
de timp de avans 1τ  şi 2τ  ( 1 2 0τ τ> > ). Prin contractarea inversă a celor două 
constante de timp de avans 1τ  şi 2τ , obţinem sistemul Σ  cu funcţia de transfer   

                   1 2

1 2

( 1)( 1)( ) ( )( 1)( 1)
T s T sG s G ss sτ τ

+ += + + ,                            (137)   

unde  

                                                     
4 Prin contractarea inversă a două numere pozitive a  şi b  ( ba > ) se înţelege înlocuirea acestora cu 
numerele  pozitive c  şi d  astfel încât bdca >≥>  şi 1111 −−−− +=+ dcba . 
5 Prin dispersarea inversă a două numere pozitive c  şi d  ( dc≥ ) se înţelege înlocuirea acestora cu 
numerele pozitive a  şi b  astfel încât bdca >≥>  şi 1111 −−−− +=+ dcba . 
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1 1 2 2 0T Tτ τ> ≥ > > ,    1
2

1
1

1
2

1
1

−−−− +=+ ττTT . 

De asemenea, presupunând că )(sG  are constantele de timp de întârziere 1T  şi 

2T  ( 1 2 0T T≥ > ), prin dispersarea inversă a acestora obţinem sistemul Σ  cu 
funcţia de transfer (137). Astfel, demonstrarea Teoremei 2 de conservare a 
monotonicităţii se reduce la a arăta că sistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G s  
este monotonic. Acest lucru este adevărat deoarece sistemul Σ  este o 
conexiune serie de două subsisteme C-monotonice: subsistemul de avans-
întârziere de ordinul doi cu funcţia de transfer  

            1 2
0

1 2

( 1)( 1)( ) ( 1)( 1)
T s T sG s s sτ τ

+ += + +              (138) 

şi subsistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G s . Primul subsistem este               
C-monotonic deoarece 

1 1 1 1
1 2 1 21 1 1 1

1 2 0 1 2
1 2

( )
( 1)( 1)
T T

T T G s
s s

τ τ
τ τ

τ τ

− − − −
− − − − −

= +
+ +

 

şi 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1( ) ( )( ) 0T T T T T T T Tτ τ τ τ τ τ− − − − − − − − − − − − − −− = − + − = − − > . 

Observaţii 10. Sistemul cu funcţia de transfer 

                 1 2

1 2

( 1)( 1) ( 1)( )
( 1)( 1) ( 1)

n

n

s s sG s
T s T s T s
τ τ τ+ + +=

+ + +
"
"

,              (139) 

este C-monotonic dacă  

0i iT τ≥ ≥ ,     1,2, ,i n= … . 

Această proprietate este adevărată deoarece sistemul poate fi reprezentat ca o 
conexiune serie de n  subsisteme C-monotonice cu funcţiile de transfer 

1( )
1

i
i

i

sG s
T s
τ +=

+
,    1,2, ,i n= … . 

20. Sistemul cu funcţia de transfer (139) şi toate constantele de timp 
pozitive este un sistem nemonotonic în cazul în care cea mai mare constantă 
de timp este una de avans. Pentru a demonstra această proprietate în cazul 
constantelor de timp distincte, să considerăm  
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1 1 2 0nT T Tτ > > > > >"  

şi să presupunem, prin reducere la absurd, că sistemul este monotonic. In 
conformitate cu Teorema 1 de conservare a monotonicităţii,  sistemul cu 
funcţia de transfer 

1
1

1 2

1( )
( 1)( 1) ( 1)n

sG s
T s T s T s

τ +=
+ + +"

 

este, de asemenea, C-monotonic. Din descompunerea în fracţii simple 

1 1 2 2
1

1 2
( )

1 1 1
n n

n

T CTC T CG s
T s T s T s

= + + +
+ + +

" , 

rezultă că funcţia pondere are expresia  

1 2 // /
1 1 2( ) e e e nt Tt T t T

ng t C C C −− −= + + +" , 

care satisface proprietatea 

1

1

/ 1 1
1 1

2

1 1

1 (1 )
lim e ( ) 0

(1 ) (1 )

t T

nt

T Tg t C TT
T T

τ

→∞

−
= = <

− −"
. 

Deoarece funcţia pondere nu satisface proprietatea 1( ) 0g t ≥  pentru orice 0t ≥ ,  
sistemul cu funcţia de transfer 1( )G s  nu este C-monotonic, ceea ce reprezintă o 
contradicţie. 

30. Pe baza Teoremei 2 de conservare a monotonicităţii, putem demonstra 
prin metoda inducţiei următoarea propoziţie: 

Propoziţia 1. Dacă 

1 2 0rτ τ τ≥ ≥ ≥ >" ,    1 2 0nT T T≥ ≥ ≥ >"  
şi 

1
1

1
1

−− ≥Tτ , 
1

2
1

1
1

2
1

1
−−−− +≥+ TTττ , 

…………………………………… 
11

2
1

1
11

2
1

1
−−−−−− +++≥+++ rr TTT "" τττ , 

atunci  sistemul cu funcţia de transfer 
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          1 2

1 2

( 1)( 1) ( 1)( ) ( 1)( 1) ( 1)
r

n

s s sG s T s T s T s
τ τ τ+ + += + + +

"
" ,    nr ≤ ,               (140) 

este C-monotonic.  

Propoziţia  1 poate fi reformulată după cum urmează: 

Propoziţia 1’.  Dacă 1 2, , , na a a…  şi 1 2, , , rb b b…  ( nr ≤ ) sunt numere 
reale astfel încât  

1 20 na a a≤ ≤ ≤ ≤" ,    1 20 rb b b≤ ≤ ≤ ≤"  
şi    

1 1

k k
i i

i i
a b

= =
≤∑ ∑ ,   1, 2, ,k r= … , 

atunci sistemul cu funcţia de transfer 

          1 2

1 2

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
r

n

s b s b s bG s s a s a s a
+ + += + + +

"
" ,  nr ≤ ,                     (141) 

este C-monotonic.  
 

5.11.  APLICAŢII  REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 5.1. Să se calculeze funcţia de transfer, răspunsul indicial şi răspunsul 
pondere ale sistemului cu modelul 

uuyyy 2868 +=++ ���� . 

Este sistemul minimal? 

Soluţie.  Sistemul are funcţia de transfer 

12
2

)14)(12(
)14(2

168
)14(2)( 2 +

=
++

+
=

++
+

=
sss

s
ss

ssG , 

deci nu este minimal. Sistemul minimal are ecuaţia diferenţială  

2 2y y u+ =� . 

Scriem transformata Laplace a răspunsului indicial sub forma 

)
2/1

11(2)
12

21(2
)12(

2)(1)(
+

−=
+

−=
+

==
ssssss

sG
s

sH . 

Prin urmare, sistemul are răspunsul indicial 
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/2( ) 2(1 e )th t −= − ,  0≥t  
şi răspunsul pondere 

1 /2( ) [ ( )] e tg t G s
− −= =L ,   0≥t . 

♦ Aplicaţia 5.2. Să se calculeze funcţia de transfer, răspunsul indicial şi răspunsul 
pondere ale sistemului cu modelul 

uuyyy +=++ ���� 68 . 

Soluţie.  Sistemul are funcţia de transfer 

             
)14)(12(

1
168

1)( 2 ++
+

=
++

+
=

ss
s

ss
ssG , 

transformata Laplace a funcţiei indiciale 

1 1 1 1 6 1 1/ 2 3 / 2( ) ( )
(2 1)(4 1) 2 1 4 1 1/ 2 1/ 4

sH s G s
s s s s s s s s s s

+= = = + − = + −
+ + + + + +

, 

funcţia indicială 
/2 /41 3( ) 1 e e

2 2
t th t − −= + − ,  0≥t  

şi funcţia pondere 
/2 /41 3( ) ( ) e e

4 8
t tg t h t − −−′= = + ,  0≥t . 

Funcţia pondere poate fi calculată şi astfel: 

                     
)4/1(8

3
)2/1(4

1)
14

3
12

1(
2
1)(

+
+

+
−

=
+

+
+
−

=
ssss

sG ,  

deci 

                                    4/2/ e
8
3e

4
1)( tttg −− +

−
= ,   0≥t . 

♦ Aplicaţia 5.3. Să se calculeze funcţia de transfer, răspunsul indicial şi răspunsul 
pondere ale sistemului cu modelul 
                             uuyyy +=++ ���� 45 . 
Este sistemul minimal? 

Soluţie. Sistemul are funcţia de transfer ireductibilă 

                                         
145

1)( 2 ++
+

=
ss

ssG , 

deci este minimal. Sistemul are transformata Laplace a răspunsului indicial 
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2222 )5/1()5/2(
5/31

145
351

)145(
1)(1)(

++
+

−=
++

+
−=

++
+

==
s

s
sss

s
ssss

ssG
s

sH  

                                       22 )5/1()5/2(
5/1)5/2(1

++
++

−=
s

s
s

, 

funcţia indicială 
)5/sin5/(cose1)( 5/2 ttth t +−= − ,  0≥t , 

transformata Laplace a funcţiei pondere 

222 )5/1()5/2(
1

5
1

5/15/4
1

5
1)(

++
+

⋅=
++

+
⋅=

s
s

ss
ssG  

                                         2 2
1 ( 2 / 5) 3 (1/ 5)
5 ( 2 / 5) (1/ 5)

s
s
+ + ⋅

= ⋅
+ +

 

şi funcţia pondere 

)5/sin35/(cose
5
1)( 5/2 tttg t += − ,   0≥t . 

♦ Aplicaţia 5.4. Să se arate că sistemul monovariabil cu ecuaţia diferenţială 

                      uuuuyyyy +′+′′+′′′=+′+′′+′′′ 443233          

nu este minimal. Să se afle apoi răspunsul indicial. 

Soluţie.  Sistemul are funcţia de transfer 

233
1443)( 23

23

+++
+++

=
sss
ssssG . 

Deoarece   
                   )1)(2(233 223 +++=+++ ssssss  

şi  
              3 2 23 4 4 1 (3 1)( 1)s s s s s s+ + + = + + + ,  

rezultă 

                
2
13)(

+
+

=
s
ssG .  

Sistemul iniţial nu este minimal deoarece forma primară a funcţiei de transfer (cu 
numărătorul şi numitorul de gradul trei) este reductibilă. Sistemul minimal este de ordinul 
unu şi are ecuaţia diferenţială  

uuyy +′=+′ 32 . 

Răspunsul indicial are transformata Laplace  
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1 3 1 1 5( ) ( )
( 2) 2 2( 2)
sH s G s

s s s s s
+= = = +
+ +

, 

deci are expresia 
21 5( ) e

2 2
th t −= + ,   0≥t . 

♦ Aplicaţia 5.5. Răspunsul indicial ( )h t  al sistemului continuu cu funcţia de transfer 

1 2

1( ) ( 1)( 1)G s T s T s= + +
,    1 2 0T T> > , 

are punctul de inflexiune I. Să se arate că între 
constantele de timp 1T  şi 2T  ale sistemului şi 

timpii 0t , 1t  şi T ′  ai răspunsului indicial din 
figura alăturată (definiţi prin intermediul tangentei 
la grafic în punctul de inflexiune I) există 
următoarea relaţie de ordonare: 

0 2 1 1 1 00 t T t T t T T t′ ′< < < < − < < − . 

Soluţie. Fie 2 1/ 1k T T= <   şi  

11 (e ,1)
k
kz k −− ∈= . 

Din formula (83) a răspunsului indicial,  

1 2/ /1( ) 1 e e
1 1

t T t Tkh t
k k

− −= − +
− −

, 

obţinem următoarele relaţii care exprimă parametrii asociaţi punctului de inflexiune I în 
raport cu constantele de timp T1 şi T2: 

1

1
lnt z

T
=− ,     

1
1T kT

′
= + ,      zT

T 1
1
= ,     0

1

11 lnt k zT z= + − − ,    1 1 (1 )y k z= − + . 

Ţinând seama că 
1 1 2(1 )T k T T T′= + = + , 

inegalităţile 1 1T t T′− <   şi 1 0T T t′< −   se reduc la  2 1T t< , respectiv 0 2t T<  . Rămâne astfel de 
arătat că  

0 2 1 1t T t T t′< < < − . 

In acest scop, observăm că funcţia  

( ) e 1xf x x= − − , 

cu derivata ( ) e 1xf x′ = − , este strict descrescătoare pe ]0,(−∞  şi strict crescătoare pe ),0[ ∞ .  
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 Inegalitatea 0 2t T<  este echivalentă cu 1 11 lnz z> + ,  deci cu ( ) 0f x > , unde  

lnx z=− ,  0 1x< < . 

Deoarece funcţia f  este strict crescătoare pe ),0[ ∞ , rezultă ( ) (0) 0f x f> = . 

Inegalitatea 2 1T t<  este echivalentă cu 1 lnk k> + , deci cu ( ) 0f x > , unde  

lnx k= ,  0x< . 
Deoarece funcţia f  este strict descrescătoare pe ]0,(−∞ , rezultă ( ) (0) 0f x f> = . 

Inegalitatea 1 1t T t′< − , adică 12T t′> , este echivalentă cu 1 2ln 0k kk − + > , (0,1)k∈ . 

Deoarece funcţia 1
1( ) 2lnf k k kk= − +  are derivata 2

1
1( ) ( 1) 0f k k

′ = − − < , 1f  este strict 

descrescătoare pe (0,1], deci 1( ) (1) 0f k f> = .  

Observaţie. In cazul particular 21 TT = , deci 1k =  şi 1ez −= , relaţia de ordonare devine 
astfel: 

0 2 1 1 1 0t T t T t T T t′ ′< = = − = < − . 

♦ Aplicaţia 5.6. Fie sistemul monovariabil ),,,( DCBAΣ  cu 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

32
12

A  ,     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1
2

B  ,     [ ]21=C ,     0=D  . 

Să se afle: 
a) transformata Laplace a matricei fundamentale şi funcţia de transfer a sistemului;  
b) funcţia pondere şi funcţia indicială. 

Soluţie.  a) Avem 
45)Idet( 2 ++=− ssAs , 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
+

+

++
=−= −

22

13

45
1)I()( 2

1

s

s

ss
AssΦ , 

1
2

9
( ) ( I )

5 4
G s C s A B D

s s
−= − + =

+ +
. 

Deoarece funcţia de transfer ( )G s  este ireductibilă, sistemul ),,,( DCBAΣ  este minimal.  
b) Prin descompunerea în fracţii simple a funcţiei de transfer,  

4
3

1
3)(

+
−

+
= sssG , 

obţinem funcţia pondere 

)e(e3)]([)( 41 ttsGtg −− −==
−L  

şi funcţia indicială 
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)ee43(4
3)()( 4

0
ttt

dgth −− +−== ∫ ττ . 

Funcţia indicială poate fi calculată direct astfel: 

).ee4(3
4
3)

4
1

1
43(

4
3)1

45
9()( 4

2
11 tt

ssssss
th −− +−=

+
+

+
−=⋅

++
= −− LL  

♦ Aplicaţia 5.7. Fie sistemul monovariabil ),,,( DCBAΣ  cu 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
32
10

A  ,     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

B  ,     [ ]11=C ,     1=D . 

Să se afle:  
a) funcţia de transfer )(sG ;  
b) răspunsul sistemului la intrarea )(1 ttu ⋅= ;              
c) răspunsul sistemului la intrarea sin3 1( )u t t= ⋅ ;  
d) matricea fundamentală )(tΦ ;          

e) răspunsul liber din starea iniţială ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
2
5

0X  ;  

f) răspunsul la intrarea tu =  din starea iniţială ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
2
5

0X . 

Soluţie.  a) Avem 

45)Idet( 2 ++=− ssAs ,   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+

++
=−= −

s
s

ss
Ass

2
13

23
1)I()( 2

1Φ . 

2
31

23
1)()( 2 +

+
=+

++
+

=+=
s
s

ss
sDBsCsG Φ . 

Deoarece funcţia de transfer ( )G s  este reductibilă la una de ordinul unu, sistemul de 
ordinul doi ),,,( DCBAΣ  nu este minimal. Sistemul minimal are modelul primar I-E 

2 3y y u u′ ′+ = +  
şi modelul secundar 

2w w u′ + = ,    3y w w′= + . 

Cu notaţia 1x w= , obţinem modelul I-S-E 

1 12x x u= − +� ,    1y x u= + , 
cu 

2A = −  ,     1B =  ,     1C = ,     1=D . 

b) Ţinând seama că  2
1)(
s

sU = , obţinem 

)e16(
4
1)

2
116(

4
1)1

2
3()]()([)( 2

22
111 tt

sssss
ssUsGty −+−=

+
+−=⋅

+
+

== −−− LLL . 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

224

c) Deoarece 
9

3)( 2 +
=

s
sU , rezultă 

)
9

15
2

1(
13
1)

9
1

2
3()]()([)( 22

111

+
−

−
+

=
+

⋅
+
+

== −−−

s
s

sss
ssUsGty LLL  

                  )3sin53cos(e
13
1 2 ttt +−= − . 

In regim sinusoidal permanent, răspunsul sistemului este 

)3sin53cos(13
1)( tttyp +−= . 

d)  Avem 

1
2

2 1 1 1
3 1 1 2 1 21( ) ( I )

2 2 2 1 23 2
1 2 1 2

s s s s s
s s A

ss s
s s s s

−

⎡ ⎤− −+ ⎢ ⎥⎡ ⎤ + + + +
= − = = ⎢ ⎥⎢ ⎥

− − −+ + ⎣ ⎦ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎣ ⎦+ + + +

Φ , 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−+−

−−
=

−−−−

−−−−

tttt

tttt
t

22

22

e2ee2e2
eeee2

)(Φ . 

e)  Starea evoluează liber astfel:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−

−
=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−+−

−−
==

−−

−−

−−−−

−−−−

tt

tt

tttt

tttt

l XttX
2

2

22

22

0 e14e12
e7e12

2
5

e2ee2e2
eeee2

)()( Φ . 

Răspunsul liber al sistemului este 

t
lll txtxty 2

21 e7)()()( −=+= . 

f) Avem 
)()()( tytyty fl += , 

 unde t
l ety 27)( −=  - punctul e), iar )1(6

4
1)( 2t

f etty −+−=  - punctul b). Rezultă 

)291(6
4
1)( 2tetty −+−= . 

♦ Aplicaţia 5.8. Să se afle matricea de transfer a sistemului multivariabil cu 
parametrii matriciali 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
32
11

A  ,    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
11
01

B  ,    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

12
10

C  ,    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

00
00

D  . 

Soluţie.  Avem  
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

++
=−= −

12
13

 
14

1)I()( 2
1

s
s

ss
AssΦ  , 

2
1 11

( ) ( )  
4 1 5 3

s s
s C s B D

s s s s
− + +⎡ ⎤= + = ⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

G Φ . 

Matricea de transfer ( )sG  este de ordinul doi. Ea poate fi scrisă  şi sub forma: 

2

1 1 1 1
1 1 5 3( )

4 1

s
s

s s

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
+ +

G . 

♦ Aplicaţia 5.9. Să se studieze minimalitatea următoarelor sisteme: 

a)  2 1
2 3

A −⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
,   2

1
B ⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 ,   [ ]21=C ,   0=D ; 

b)   0 1
2 3

A ⎡ ⎤= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
,   0

1
B ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

,   [ ]11=C ,   1=D ; 

Soluţie.  a) Sistemul este minimal, deoarece funcţia de transfer 

45
9)I()( 2

1
++

=+−= −

ss
DBAsCsG  

este ireductibilă (are doi poli, deci are ordinul 2, egal cu cel al sistemului ),,,( DCBAΣ  de 
tip I-S-E).  

b) Sistemul nu este minimal, deoarece funcţia de transfer 

1
2

1 ( 1)( 3)
( ) ( I ) 1

( 1)( 2)3 2
s s s

G s C s A B D
s ss s

− + + +
= − + = + =

+ ++ +
 

este reductibilă la 
3

( )
2

s
G s

s
+

=
+

, de ordinul 1.  

♦ Aplicaţia 5.10.  Fie conexiunea serie alăturată, formată din subsistemele:  

 
 
 

Să se afle răspunsul sistemului pentru:   
a) )(0 tu δ= ;  b) )(1 tu = ;  

c) )(1 ttu ⋅= ; d) )(1sin ttu ⋅= .  

Soluţie.  Avem:  

12
1)(1 +

+= s
ssG  ,   14

2)(2 +
= ssG  ,  )14)(12(

)1(2)()()( 21 ++
+== ss

ssGsGsG . 

 (Σ1)    2 u u+ = +��v v , 
 (Σ2)     v24 =+ yy� .   
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a)      
2( 1) 1 3

( )
(2 1)(4 1) 2 1 4 1

s
Y s

s s s s
+ −

= = +
+ + + +

 ,    4/2/ e75,0e5,0)( ttty −− +−= ; 

b)      
2( 1) 2 122( )

(2 1)(4 1) 2 1 4 1
s

Y s ss s s s s
+

= = + −
+ + + +

,    4/2/ e3e2)( ttty −− −+= ; 

c)      2 2
2( 1) 2 10 4 48( )

(2 1)(4 1) 2 1 4 1
sY s

s s s s s s s
+= = − − +

+ + + +
,   

       4/2/ e12e2102)( tttty −− +−−= ; 

d)      2 2
2( 1) 4 48 26 2( )

5(2 1) 17(4 1)(2 1)(4 1)( 1) 85( 1)
s sY s

s ss s s s
+ − += = + −

+ ++ + + +
 , 

             /2 /42 12 26 2( ) e e cos sin
5 17 85 85

t ty t t t− −= − + − − . 

♦ Aplicaţia 5.11. Elementele sistemului de reglare automată de mai jos au următoa-
rele funcţii de transfer: 

0RG k= > ;     2=EG ;     15
5,0
+

= sGP ;     
1

1
+

=
s

GT  . 

 
In ipoteza 1=k , să se afle răspunsul y(t) pentru:  

a) )(0 tr δ= , b) )(1 tr = , c) )(1 ttr ⋅= ,  

precum şi răspunsul )(te  pentru:  

d) )(0 tδ=v ,  e) )(1 t=v ,  f) )(1 tt ⋅=v . 

Soluţie. Deoarece perturbaţia V  este aditivă la ieşirea procesului, funcţia de transfer a 
canalului perturbator al procesului este 1)( =sGV . In conformitate cu (45) şi (46), obţinem: 

165
1)(

2 +++
+

=
kss

skGYR  ,     
165

1)1)(5(
2 +++

++
=

kss
ssGYV  , 

165
1)1)(5(

2 +++
++

=
kss

ssGER  ,    
165

1)(5
2 +++

+−
=

kss
sGEV  . 

a)  Avem 

]0,20,6)5[(
0,220,6)(

265
1)()( 222 ++

⋅++
=

++
+

==
s
s

ss
ssGsY YR  , 
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0,6( ) 0,2e (cos 0,2 2sin0,2 )ty t t t−= + . 

b) Avem 

2)62(5
45

2
1

2)6(5
1)(1)( 22 ++

+
−=

++
+

==
ss

s
ssss

ssG
s

sY YR  

                 22 0,20,6)(
0,20,50,6)0,5(5,0

++
⋅++−=

s
s

s ,    

0,6( ) 0,5 0,5e (cos 0,2 sin0,2 )ty t t t−= − + . 

c) Avem 

2)62(5
7101

2
1

2)6(5
1)(1)( 22222 ++

+
+−=

++
+

==
ss

s
sssss

ssG
s

sY YR  

                              222 0,20,6)(
0,20,50,6)(15,0

++
⋅++

+−=
s
s

ss
, 

0,6( ) 0,5 1 e (cos0,2 0,5sin 0,2 )ty t t t t−= − + + . 

d) Avem 

222 0,20,6)(
0,220,6)(

265
1)(5)()(

++
⋅−+−=

++
+−==

s
s

ss
ssGsE EV , 

0,6( ) e (cos 0,2 2sin0,2 )te t t t−= − − . 

e) Avem 

)
265

451(
2
1

2)6(5
1)(5)(1)( 22 ++

−
−−=

++
+−

==
ss

s
ssss

ssG
s

sE EV  

                    ]
0,20,6)(
0,270,6)(1[2

1
22 ++

⋅−+−−=
s
s

s , 

0,6( ) 0,5 0,5e (cos 0,2 7sin0,2 )te t t t−= − + − . 

f) Avem 

)
265

171021(
2
1

2)6(5
1)(5)(1)( 22222 ++

+
−+−=

++
+−

==
ss

s
sssss

ssG
s

sE EV  

                              222 0,20,6)(
0,25,50,6)(15,0

++
⋅++

+−
−

=
s
s

ss
, 

0,6( ) 0,5 1 e (cos 0,2 5,5sin0,2 )te t t t t−= − − + + . 

Remarcă. Ţinând seama de proprietatea valorii finale, eroarea staţionară (finală) pentru 
)(1 t=v   este 

1
1)(lim)()(lim)(lim)(lim

000

pvf

+
−

=====
→→→∞→

Δ

k
sGsVssGssEtee EVEVst

ssst
. 

De asemenea, pentru )(1 tr = , avem  



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 

 

228

1
1)(lim)(lim

0 +===
→∞→ ksGtee ERstst . 

In ambele cazuri, eroarea staţionară este nenulă, dar cu atât mai mică cu cât factorul de 
proporţionalitate al regulatorului este mai mare. 

♦ Aplicaţia 5.12. Să se arate că răspunsul indicial )(th  al sistemului cu funcţia de 
transfer 

2
1

22
1

1)(
12

)(
1 +

++
=

sT
sTskT

sG ,    01>T , 

trece printr-un punct fix în raport cu parametrul k  real. 

Soluţie.  Răspunsul indicial )(th  se determină astfel: 

1 1

1 1
2

1 1( ) ( ) ( 1)[ ]
1 ( 1)

T TH s G s k
s s T s T s

= = + − −
+ +

 ,      

1/
1( ) 1 ( 1)(1 / )e t Th t k t T −= + − − . 

Deoarece 1)( 1 =Th , toate răspunsurile indiciale ale sistemului trec prin punctul fix de 
coordonate )1,( 1T  indiferent de valoarea factorului  k  ( fig. 5.22). 

 
Fig. 5.22. Răspunsuri indiciale pentru 51=T  şi diferite valori ale lui k : 

0=k ; 5,0=k ; 5,1=k ; 5,2=k ; 3=k . 

♦ Aplicaţia 5.13.  Fie sistemul cu funcţia de transfer 

1)51)(31)(2(
1)(

+++
=

sss
sG . 

Utilizând metoda Padé, să se reducă sistemul la formele 

a) 1)(
1

1 += sT
ksGr ; 

b) 2 2
2 1

( )
1r

kG s
a s a s

=
+ +

. 
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Soluţie. a) Deoarece funcţia de transfer redusă are 2=q  parametri nedeterminaţi, funcţiile 
polinomiale 1)( 11 += sTsf  şi )15)(13)(12()(2 +++= sssksf  au ordinul maxim de coincidenţă 
egal cu 1q− , adică cu 1. Prin egalarea coeficienţilor termenilor în 0s  şi în s  ai funcţiilor 

)(1 sf  şi )(2 sf  rezultă 1=k  şi 101=T ; aşadar,  

110
1)(1 += ssGr . 

b) Deoarece funcţia de transfer redusă are 3=q  parametri nedeterminaţi, funcţiile 
polinomiale 1)( 1

2
21 ++= sasasf  şi )15)(13)(12()(2 +++= sssksf  au ordinul maxim de 

coincidenţă egal cu 21=−q . Prin egalarea coeficienţilor termenilor în 0s , în s  şi în 2s  ai 
funcţiilor )(1 sf  şi )(2 sf  rezultă 1=k , 101=a  şi 312 =a ; aşadar, 

11031
1)( 22 ++

=
ss

sGr . 

Rezultate identice pot fi obţinute pe baza relaţiilor (109) şi (110).  
Scriind funcţia de transfer a sistemului dat sub forma 

1103130
1)( 23 +++

=
sss

sG , 

se observă că cele două funcţii de transfer reduse se obţin prin eliminarea termenilor de 
grad superior de la numitorul funcţiei de transfer )(sG . 

 
Fig. 5.23. Răspunsurile indiciale ale sistemelor cu funcţiile de transfer G , 1rG  şi 2rG . 

♦ Aplicaţia 5.14.  Fie sistemul cu funcţia de transfer 

(2 1)(4 1)(6 1)
3 1

( )
s s s

s
G s

+ + +
+

= . 

Utilizând metoda Padé, să se reducă sistemul la formele 

a) 1)(
1

1 += sT
ksGr ;    

 b) 
1

)(
1

2
2

2 ++
=

sasa
ksGr . 
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Soluţie. a) Deoarece funcţia de transfer redusă are 2=q  parametri nedeterminaţi, funcţiile 
polinomiale  

)13)(1()( 11 ++= ssTsf ,   )16)(14)(12()(2 +++= sssksf  

au ordinul maxim de coincidenţă egal cu 1q− , adică cu 1. Prin egalarea coeficienţilor 
termenilor în 0s  şi în s  ai funcţiilor )(1 sf  şi )(2 sf  rezultă 1=k  şi 91=T ; aşadar,  

19
1)(1 += ssGr . 

b) Deoarece funcţia de transfer redusă are 3=q  parametri nedeterminaţi, funcţiile 
polinomiale 

)13)(1()( 1
2

21 +++= ssasasf ,   )16)(14)(12()(2 +++= sssksf  

 au ordinul maxim de coincidenţă egal cu 21=−q . Prin egalarea coeficienţilor termenilor 
în 0s , în s şi în 2s  ai funcţiilor )(1 sf  şi )(2 sf  rezultă 1=k , 91=a  şi 172 =a ; aşadar,  

1917
1)( 22 ++

=
ss

sGr . 

Observaţie. Rezultate identice se obţin pe baza relaţiilor (115) şi (116).  

 
Fig. 5.24. Răspunsul indicial al sistemelor cu funcţiile de transfer G , 1rG  şi 2rG . 

♦ Aplicaţia 5.15.  Utilizând metoda Padé, sã se reducã sistemul cu funcţia de transfer 

            
( 1)( 1)

6 1
( )

2 3s s
s

G s
+ +

+
=  . 

Soluţie. Procedând ca la problema precedentă, obţinem următoarele forme reduse: 

   1
1

( )
1rG s

s
=
− +

,    2 2
1

( )
12 1rG s

s s
=

− +
,   111

112)(3 +
+= s

ssGr . 

Formele reduse )(1 sGr  şi )(2 sGr  sunt instabile, deci inacceptabile pentru aproximarea lui 

)(sG . 
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Fig. 5.25. Răspunsul indicial al sistemelor cu funcţiile de transfer G  şi 3rG . 

♦ Aplicaţia 5.16.  Să se reducă funcţia de transfer 

))(( 11
e)(

21

1

++=
−

sssG
TT

sτ
 

la  forma 

1
e)( +=
−

TssG
s

r
τ

. 

Soluţie. Punem condiţia ca funcţiile 

]!2
)(

!1
)(

1)[1()(
22

11
1 "+

−
+

−
++=

ss
Tssf

ττττ
 

şi  
)1)(1()( 212 ++= sTsTsf , 

care au acelaşi termen liber (egal cu 1), să aibă şi termenii în s  şi 2s  egali. Rezultă 
ecuaţiile 

TTT −+=− 211ττ , 

211
2

1 2)(2)( TTT =−+− ττττ , 

din care obţinem 
2

2
2

1 TTT += , 

2
2

2
1211 TTTT +−++=ττ . 

De exemplu, funcţiei de transfer 

)14)(13(
e)(

3

++=
−

sssG
s

 

îi  corespunde forma redusă 

15
e)(

5

+=
−

ssG
s

r . 
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Fig. 5.26. Răspunsul indicial al sistemelor cu funcţiile de transfer ( )G s  şi ( )rG s . 

♦ Aplicaţia 5.17.  Utilizând metoda Padé şi metoda eliminării modurilor rapide de tip 
serial, să se reducă sistemul de ordinal trei cu modelul I-S-E:  

21

3213

32

21

005,001,0

1,150,1550,005

xxy

uxxxx

xx

xx

+=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−−=

=

=

�

�

�

 

la unul de ordinal doi. 

Soluţie. Sistemul are funcţia de transfer 

1 2
( ) ( I )

(20 1)(10 1)( 1)
s

G s C s A B D
s s s

− +
= − + =

+ + +
. 

Metoda Padé. Vom  reduce sistemul la forma 

0
1 2

2 1
( )

1r
b

G s
a s a s

=
+ +

. 

Funcţiile polinomiale 
2

1 2 1( ) ( 2)( 1)f s s a s a s= + + + ,   2 0( ) (20 1)(10 1)( 1)f s b s s s= + + +  

au ordinul maxim de coincidenţă egal cu 2 . Prin egalarea coeficienţilor termenilor în 0s , în 
s şi în 2s  ai funcţiilor )(1 sf  şi )(2 sf  rezultă 0 2b = , 1 30,5a =  şi 2 214,75a = ; aşadar,  

1 2
2

( )
214,75 30,5 1rG s

s s
=

+ +
. 

Să  reducem acum sistemul la forma 
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0
2

1
( )

1r
b

G s
a s

=
+

. 

Funcţiile polinomiale 1 1( ) ( 2)( 1)f s s a s= + +  şi 2 0( ) (20 1)(10 1)( 1)f s b s s s= + + +  au ordinul 

maxim de coincidenţă egal cu 1. Prin egalarea coeficienţilor termenilor în 0s  şi în s ai 
funcţiilor )(1 sf  şi )(2 sf , rezultă 0 2b =  şi 1 30,5a = ; aşadar,  

2
2

( )
30,5 1rG s

s
=

+
. 

Metoda eliminării modurilor rapide de tip serial. Sistemul are polii 1 1/ 20p = − ,  

2 1/10p = −  şi 3 1p = −  astfel încât 1 2 3p p p> > . Deoarece 2 3p p�  ( 3 210 0p p= < ), prin 
eliminarea modului serial asociat polului 3p  - relaţia (119), rezultă  

3
2

( )
(20 1)(10 1)r

s
G s

s s
+

=
+ +

. 

♦ Aplicaţia 5.18. Să se studieze minimalitatea sistemului: 

1 1
2 3

A −⎡ ⎤= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
,   B = 1 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

,   C = 
0 1
0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

,   D = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

00
00

 . 

Soluţie.  Sistemul este minimal deoarece matricea de controlabilitate 

1 0 1 0[ ]
0 0 2 0nC B AB −⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

şi matricea de observabilitate 
0 1
0 0
2 3
0 0

n
CQ

CA

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

au rangul doi.  

♦ Aplicaţia 5.19. Să se aducă sistemul 

uuyyy 4956 +=++ ����  

la forma I-S-E modală. 

Soluţie.  Scriem funcţia de transfer a sistemului sub forma 

13
3

12
1

156
49)( 2 +

+
+

=
++

+= ssss
ssG . 

Ţinând seama  de (129), obţinem realizarea modală 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
3/10
02/1

A ,    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
1
1

B  ,     [ ]12/1=C , 
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echivalentă cu 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+−=

uxx

uxx

22

11

3
1
2
1

�

�
 ,     212

1 xxy +=  

♦ Aplicaţia 5.20. Să se aducă sistemul  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
=

32
10

A ,     ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
1
0

B ,      [ ]11=C , 

la forma modală minimală. 

Soluţie.  Sistemul are funcţia de transfer simplificatã 

2
1

13
1)I()( 2

1
+

=
++

+=−= −
sss

sBAsCsG  , 

din care se obţine imediat realizarea modală minimală ( , , ) ( 2,1,1)Σ ΣA B C = − , adică 

uxx +−= 11 2� ,     
                                                            11 xy = . 

♦ Aplicaţia 5.21. Să se arate că sistemul 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
610

1101
600

A  ,     
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

11
34
23

B  ,     [ ]100=C  , 

este neminimal şi să se aducă la o formă minimală. 

Soluţie.  Calculăm matricele de controlabilitate şi de observabilitate 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

==
943211
27169834
18126623

2

3
BAABBC ,     

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2561
610

100

2
3

CA
CA
C

Q . 

Deoarece  rang 323 =<= nC  (ultima linie este egală cu diferenţa celorlalte două) , sistemul 

nu este minimal. Matricea de transfer are forma primară 

                     
2 2

1
3 2

4 3     3 2
( ) ( I )

6 11 6
s s s s

G s C s A B
s s s

−
⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦= − =

+ + +
 

reductibilă. Prin simplificare, obţinem forma ireductibilă de ordinul doi 

[ ]
0 2 2

3   2 [1   1]  + [3   2]
( )

5 6 5 6
s s s

G s
s s s s
+ +

= =
+ + + +

 , 

căreia îi corespunde realizarea standard observabilă de ordinul doi: 
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A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

51
60

,      

B = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

11
23

,      

C = [ ]1  0 . 

Realizarea este minimală deoarece 

rang C2 = rang [ B   AB ] = rang ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
−−

3211
6623

 = 2 

şi 

rang Q2 = rang ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
CA
C

  =  rang ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−51
10

  =  2 . 

De menţionat faptul că realizarea standard controlabilă a matricei de transfer 
ireductibile 0( )G s  are ordinul 4 şi nu este minimală. 

 
♦ Aplicaţia 5.22.  Să se afle o realizare minimală a matricei de transfer 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

++
+

=

3)1)((
3

2)1)((
12

)(

ss

ss
s

sG . 

Soluţie.  Funcţia )(sG  poate fi scrisă sub forma 

2

3 2

2 7 3 +  +0 3 6( ) =
6 11 6

s s
G s

s s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ + +
. 

Realizarea standard controlabilă a functiei )(sG  are dimensiunea mn=1⋅3=3, iar 
realizarea standard observabilă are dimensiunea pn=2⋅3=6. 

Realizarea standard controlabilă are parametrii matriceali 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
=

6116
100
010

A ,    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
0
0

B , 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

036
273

C ,     ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
0
0

D . 

Realizarea este minimală deoarece matricele 3C  şi 3Q  au rangul 3: 
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          [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−==
2461
610
100

2

3
BAABBC ,      

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−−
=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

123318
114330
360
51912
036
273

23 CA
CA
C

Q . 

 
♦ Aplicaţia 5.23.  Să se studieze minimalitatea realizărilor standard ale matricei de transfer 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++

+++
+

=

3)1)((
3

3
1

1
1

2)1)((
12

)(

sss

sss
s

sG  

şi să se determine o realizare modală minimală. 

Soluţie.  Scriem pe )(sG  sub forma  

2

3 2

2 1 7 5 3 6 +  +1 0 3 3 2 6( ) =
6 11 6

s s
G s

s s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ + +
. 

Formăm realizarea standard controlabilă 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
=

6011060
0601106
100000
010000
001000
000100

I6I11I6
I00
0I0

22

222

22

2

2

A ,    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

10
01
00
00
00
00

I
0
0

2

2

2
B  , 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

013362
125763

210 KKKC ,     ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

00
00

D  

şi realizarea standard observabilă 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

601000
060100

1100010
0110001
600000
060000

I6I0
I110I
I600

222

222

222
A ,    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

01
12
33
57
62
63

2

1

0

K
K
K

B , 
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[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

100000
010000

I00 222C ,     ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

00
00

D . 

Ambele realizări au dimensiunea 6. In MATLAB se poate verifica uşor că în primul caz 
avem rang C6=6 şi rang Q6=4, iar în al doilea caz avem rang C6=4 şi rang Q6=6. Conform 
teoremei de minimalitate, ambele reprezentări sunt neminimale. Cu funcţia minreal se poate 
găsi forma minimală, care are dimensiunea 4. 

In continuare vom determina o realizare modală minimală a funcţiei matriceale )(sG . 
Din forma descompusă în fracţii simple a matricei de transfer, 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

++

++
−

+=

3)(2
3

1)(2
3

3
1

1
1

1
1

2
3

)(
sss

ssssG , 

relaţiile directe intrare-ieşire pot fi scrise astfel 

1
)(

1
)(

2
)(3

)( 211
1 +

+
+

−
+

= s
sU

s
sU

s
sU

sY ,      1)(2
)(3

)3(2
)(3

3
)(

)( 221
2 +

+
+

−
+

= s
sU

s
sU

s
sU

sY . 

Prin alegerea variabilelor de stare 

2
)(3

)( 1
1 +

= s
sU

sX ,    1
)()(

)( 21
2 +

+−
= s

sUsU
sX , 

3
)(5,1)(

)( 21
3 +

−
= s

sUsU
sX ,   1

)(5,1
)( 2

4 +
= s

sU
sX , 

obţinem următoarea formă modală de reprezentare I-S-E  

UXX

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=

5,10
5,11

11
03

1000
0300
0010
0002

� ,     XY ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

1100
0011

. 

Reprezentarea este minimală, deşi are dimensiunea mai mare decât ordinul matricei de 
transfer )(sG , care este trei, deoarece polinomul polilor )3)(2)(1()( +++= ssssP  este de 
gradul trei. 

♦ Aplicaţia 5.24. Să se arate că un sistem liniar continuu nemonotonic Σ  îşi 
conservă proprietatea de nemonotonicitate prin: 

a) mărirea unei constante de timp de avans pozitive; 
b) micşorarea unei constante de timp de întârziere pozitive. 

Soluţie. Vom utiliza metoda reducerii la absurd. 
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a) Presupunem că sistemul Σ  obţinut prin mărirea constante de timp de avans este 
monotonic. Prin readucerea (micşorarea) acestei constante de timp la valoarea iniţială, 
reobţinem sistemul Σ  care, conform Teoremei 1 de conservare a monotonicităţii – punctul 
a), este monotonic, ceea ce este fals. 

b) Presupunem că sistemul Σ  obţinut prin micşorarea constante de timp de avans este 
monotonic. Prin readucerea (mărirea) acestei constante de timp la valoarea iniţială, 
reobţinem sistemul Σ  care, conform Teoremei 1 de conservare a monotonicităţii – punctul 
b), este monotonic, ceea ce este fals. 

♦ Aplicaţia 5.25. Fie 1Σ  un sistem C-monotonic cu funcţia de transfer )(1 sG  şi  
constanta de timp de întârziere 01 >T , iar 2Σ  sistemul C-monotonic cu funcţia de transfer 

)(2 sG  obţinută din )(1 sG  prin înlocuirea constantei de timp 1T  cu 2T , 12 TT > . Să se arate 
că între funcţiile indiciale ale celor două sisteme există inegalitatea 

)()( 21 thth ≥ ,   0≥t . 

Soluţie.  Intre funcţiile de transfer )(1 sG  şi )(2 sG  ale sistemelor 1Σ  şi 2Σ  există corelaţia 

)(
1
1)( 1

2

1
2 sG

sT
sTsG
+
+

= . 

Rezultă 
1 2

1 2 1 2 1
2 2

1( ) ( ) [ ( ) ( )] (1 ) ( )
1

T TH s H s G s G s G s
s T T s

− = − = −
+

. 

Transformatei Laplace 
12

2
+sT

T
 îi corespunde funcţia original 2/e Tt− . In consecinţă, din 

proprietatea produsului de convoluţie, rezultă  

1
1 2

2
( ) ( ) (1 )TH s H s

T
− = − 2

10
( )/[ e ( ) ]t t T g dτ τ τ− −∫L , 

21
1 2 10

2

( )/( ) ( ) (1 ) e ( )t t TT
h t h t g dT

τ τ τ− −− = − ∫ . 

Deoarece 0)(1 ≥τg  pentru ],0[ t∈τ  (din teorema fundamentală a sistemelor monotonice), 
rezultă  

1 2( ) ( ) 0h t h t− ≥ ,    0≥t . 

♦ Aplicaţia 5.26. Să se arate că sistemul Σ  cu funcţia de transfer 

]1)1)[((
1)( 22

1
fTssT

sG
+++

= ,     0>f , 0T > , 1 0T > . 

este C-monotonic dacă şi numai dacă TT ≥1 . 
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Soluţie. Fie 0Σ  sistemul cu funcţia de transfer 

]1)1)[((
1)( 220 fTsTs

sG
+++

= . 

Suficienţa. Trebuie să arătăm că sistemul Σ  este C-monotonic pentru TT ≥1 . Ţinând 
seama de punctul b) al Teoremei 1 de conservare a monotonicităţii, este suficient să arătăm 
că sistemul 0Σ  este C-monotonic, adică să arătăm că 0)(0 ≥tg  pentru orice 0≥t  (teorema 
fundamentală a sistemelor monotonice). Intr-adevăr, avem 

220
2

1)(
1

1
1)(

fTs
Ts

TssGf
++

+−+= , 

deci 

0)cos1(1)( /
0

2 ≥−= −
T
tfe

T
tg Ttf . 

 
Fig. 5.27. Răspunsul indicial şi răspunsul pondere pentru sistemul cu funcţia de transfer 

]64)13)[(13(
65)( 20 +++

=
ss

sG . 

Necesitatea. Trebuie arătat că dacă sistemul Σ  este C-monotonic, adică 0)( ≥tg  
pentru orice 0≥t , atunci TT ≥1 . Presupunem, prin absurd, că TT <1 . Avem 

1
)(

)1()()(
1
1)(

1111

0
00 +

−−=
+
+

=
sT

sG
T
TsG

T
TsG

sT
TssG  , 

deci 

)()1(1)()( 1
111

0 tg
T
T

T
tg

T
Ttg −−= ,    ττ τ de)()(

0
1/

1 0∫
−

−=
t Ttgtg . 

Deoarece 0)(0 ≥−τtg  pentru orice ],0[ t∈τ , avem 0)(1 >tg  pentru 0>t . Ţinând seama că 

0)2(0 =
f
Tg π  şi TT <1 , obţinem 

0)2()1(1)2( 1
11

<−−=
ff
TgT

T
T

Tg ππ , 
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ceea ce contrazice ipoteza 0)( ≥tg . 

♦ Aplicaţia 5.27. Fie 

                        3

22

1)(
1)()(

1 +
++

=
sT

kTssG ,      0, 1>TT ,  0≥k . 

Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer )(sG  este C-monotonic pentru   

k
TT
+

≥
11 . 

Soluţie. Cu notaţia 
1T

Ta= , condiţia 
k

TT
+

≥
11  devine  

ak ≥+1 . 

Descompunem funcţia de transfer în fracţii simple: 

                
1)1()1(

)(
1

2
1

3
1 +

+
+

+
+

=
sT
C

sT
B

sT
AsG , 

unde 
0)1( 22 ≥+−= kaA , 

)1(2 aaB −= , 

02 >=aC . 
Sistemul are funcţia pondere 

1e)
2

(1)(
1

2
1

2

1

T
t

C
T
Bt

T
At

T
tg

−

++= . 

In cazul 10 ≤<a , sistemul este C-monotonic deoarece 0≥B  şi deci 0)( >tg  pentru 
orice 0≥t .  

In cazul 1>a , care implică 0>A  şi 0<B , scriem funcţia pondere sub forma 

1e]2)[()(2 22

1
1

T
t

BACB
T
AttAgT

−

−++= . 

Dacă 02 2 ≥−BAC , avem 0)( ≥tg , deci sistemul este C-monotonic. Intr-adevăr, avem: 

0)1)(1(22 22 ≥+−−+=− akakaBAC . 

Caz particular. Sistemul cu funcţia de transfer 

3

2

1)(
11)4()(

1 +
++

=
sT

ssG  

este C-monotonic pentru 21 ≥T  şi este nemonotonic pentru 20 1 <<T .  
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Fig. 5.28.  Răspunsurile indiciale şi pondere ale sistemului cu  3

2

1)(
11)4()(

1 +
++

=
sT

ssG . 

pentru 1 1,75T = , 1 2T =  şi 1 3T =  

 
Răspunsurile din fig. 5.28 au fost obţinute cu programul MATLAB: 

                                                   t1=[1.75 2 3]; t=0:0.1:15;  
s=tf('s'); hold on;  
for i=1:3 

                                                        sis=((4*s+1)^2+1)/(t1(i)*s+1)^3;  
              step(sis,t);  

     impulse(sis,t); 
end;  
grid on 

 

♦ Aplicaţia 5.28. Fie sistemul cu funcţia de transfer 

)1()1)(1(
)1()1)(1(

)(
21

21
+++
+++

=
sTsTsT
sssK

sG
n

n
"
" τττ

, 

unde 0>K  şi 02211 ≥>>>>>> nnTTT τττ " . Să se arate că  sistemul închis cu funcţia de 
transfer 

)(1
)()(0 sG

sGsG
+

=  

este  C-monotonic.  

Soluţie. Cu notaţiile  
)1()1)(1()( 21 +++= sTsTsTsP n" , 

)1()1)(1()( 21 +++= ssssZ nτττ " , 
avem 

( ))( )
( )

Z sG s K
P s

= , 
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deci 

)(
)()(0 sQ

sZsG = , 

unde 
)()()( 1 sPKsZsQ −+= . 

 Fie 
i

iz
τ

1−=  rădăcinile polinomului )(sZ , iar 
i

i T
p 1−=  rădăcinile polinomului )(sP . Rezultă 

nn zpzpzp >>>>>> "2211 . Pentru orice },,2,1{ ni "∈ , avem )()( ii pZpQ =  şi 

)()( 1
ii zPKzQ −= , deci )()()()( 1

iiii zPpZKzQpQ −= . Deoarece 0)()1( 1 >− −
i

i pZ  şi 

0)()1( >− i
i zP , rezultă 0)()( <ii zPpZ , deci 0)()( <ii zQpQ  pentru orice },,2,1{ ni "∈ . Prin 

urmare, toate rădăcinile ip~  ale polinomului )(sQ , adică toţi polii funcţiei de transfer )(0 sG , 
sunt numere reale situate între zerourile şi polii funcţiei de transfer )(sG , adică iii ppz << ~  

pentru },,2,1{ ni "∈ . Cu notaţiile 1
i

i

p
T
−=� �  pentru },,2,1{ ni "∈ , relaţiile iii ppz << ~  devin 

iii TT <<
~

τ . 

Deoarece  
1(0) 1Q K −= + , 

avem 
1

1 2( ) (1 )( 1)( 1) ( 1)nQ s K T s T s T s−= + + + +� � �" . 

Aşadar, putem rescrie funcţia de transfer )(0 sG  sub forma 

1 2
0 1 211

1 2

( 1)( 1) ( 1) 1( ) ( ) ( ) ( )
1(1 )( 1)( 1) ( 1)

n
n

n

s s sG s G s G s G s
KK T s T s T s

τ τ τ
−−

+ + += =
++ + + +

" "� � �"
, 

unde 
1( )
1

i
i

i

sG s
T s
τ +=

+�
,     {1, 2, , }i n∈ … . 

Fiind o conexiune serie de  subsisteme  C-monotonice, sistemul închis cu funcţia de transfer  
)(0 sG  este C-monotonic.  

♦ Aplicaţia 5.29. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

)1()1)(1(
)1()(

21 +++
+

=
sTsTsT

ssG
n

n

"
τ  , 

cu 0>τ  şi 0>iT  pentru ni ,,2,1 "= , este C-monotonic dacă şi numai dacă   

1 1 1 1
1 2 nn T T Tτ − − − −≥ + + +"  . 
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Soluţie. Necesitatea rezultă din condiţia ca  răspunsul indicial să fie crescător la momentul 
+=0t , adică 0)0(' ≥+h . In conformitate cu (22), avem 

1 1 1 11 1 )1 22
1 2

(0 ) (
n

n n n
n

n nn

b a bh n T T T
a TT Ta

τ τ − − − −− −+ − −′ = − = − −"
"

, 

iar din 0)0(' ≥+h  obţinem  
1 1 1 1

1 2 nn T T Tτ − − − −≥ + + +" . 

Pentru a demonstra suficienţa, în conformitate cu Teorema 1 de conservare a 
monotonicităţii, este suficient să luăm în consideraţie cazul  

1 1 1 1
1 2 nn T T Tτ − − − −= + + +" . 

Aşadar, trebuie să arătăm că sistemul este C-monotonic. Vom utiliza metoda inducţiei.  

Pentru n=1, avem 1)( =sG , deci sistemul este C-monotonic. De asemenea, pentru 
2=n , avem 

)1)(1(
)1()(
21

2

++
+

=
sTsT

ssG τ ,   
21

212
TT
TT
+

=τ , 

iar sistemul este C-monotonic deoarece 

)1)(1()(
)(

)1)(1(
)(

21
2

21

2
21212

21

2
212

21 +++
−

+=
++

−
+=

sTsTTT
TTTT

sTsT
TT

sGTT τ
τ

τ . 

In continuare vom presupune proprietatea adevărată pentru 1−n , şi vom arăta că 
aceasta rămâne adevărată şi pentru n. Presupunem, fără a pierde din generalitate, că  

nTTT ≥≥≥ "21 ,     

kk TT <<+ τ1 . 

Fie ( )G s�  funcţia de transfer obţinută din )(sG  prin contracţia inversă a constantelor 
de timp de întârziere kT  şi 1+kT , care constă în înlocuirea produsului  

)1)(1( 1 ++ + sTsT kk  

de la numitorul funcţiei )(sG  cu produsul 

)1~)(1~( 1 ++ + sTsT kk , 

unde constantele de timp kT~  şi 1
~
+kT  satisfac condiţiile 

11
~~

++ >≥> kkkk TTTT ,      

1
1

11
1

1 ~~ −
+

−−
+

− +=+ kkkk TTTT . 
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In conformitate cu Teorema 2 de conservare a monotonicităţii, este suficient să demonstrăm 
monotonicitatea sistemului cu funcţia de transfer ( )G s� . Din mulţimea infinită de perechi 

)1
~,~( +kk TT  care satisfac condiţiile de contracţie, alegem perechea în care una dintre 

constantele de timp kT~  şi 1
~
+kT  este egală cu τ , caz în care,  prin simplificare, numărătorul 

şi numitorul funcţiei de transfer ( )G s�  sunt polinoame de gradul 1−n . Conform ipotezei de 
inducţie, sistemul cu funcţia de transfer ( )G s�  este C-monotonic. 

Caz particular. Sistemul cu funcţia de transfer 

               
)1)(13)(16(

)1()(
3

+++
+

=
sss

ssG τ  

este C-monotonic pentru 20 ≤≤τ  şi este nemonotonic pentru 2>τ  (fig. 5.29).  

 
Fig. 5.29. Răspunsurile indiciale şi pondere pentru 1; 2; 2,5; 3τ =  ale sistemului cu 

)1)(13)(16(
)1()(
3

+++
+

=
sss

ssG τ . 

5.12.  APLICAŢII  DE AUTOCONTROL 

♦ C5.1. Să se calculeze funcţia de transfer şi răspunsul sistemului cu ecuaţia 
diferenţială 

uuyy +=+ �� 27  

la următoarele intrări:  

 a) )(1 tu = ;   b) )(0 tu δ= ;   c) )(1 ttu ⋅= ;   d) )(12sin ttu ⋅= . 

♦ C5.2. Să se calculeze răspunsul indicial şi răspunsul pondere ale sistemului 

uuyyy 2656 +=++ ���� . 

Să se scrie apoi ecuaţia sistemului echivalent minimal. 
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♦ C5.3. Să se calculeze răspunsul indicial al sistemului continuu 

uuyyy +=++ ���� 3243 . 

♦ C5.4. Fie )(th  răspunsul indicial al sistemului continuu 

uuuyyyy ++=+++ ��������� 342544 . 

Să se afle:  

a) )0( +h ;   b) )0( +′h ;   c) )(∞h . 

♦ C5.5. Fie conexiunea serie formată din subsistemele:  

                          1Σ :  uu +=+ �� 34 vv ,    2Σ :  v25 =+ yy� .     

                                       
a) Să se calculeze funcţia de transfer )(sG  a sistemului; 
b) Pentru )(1 tu = , să se afle )(tv ;  
c) Pentru )(1 tu = , să se afle )(ty ;  

♦ C5.6. Fie conexiunea cu reacţie formată din subsistemele:  

            1Σ :  eyy =+�4 ,           

            2Σ :  y=+vv�2 .     

şi           a) Să se afle funcţia de transfer  )(sG  
ecuaţia sistemului;  

b) Pentru )(1 tu = , să se calculeze )(sY , 
apoi )(ty . 

♦ C5.7. Fie conexiunea cu reacţie de la 
problema precedentă în care  

1Σ :  
1

110 (4 )y y e e
T

+ = +�� � � ;      

                                                     2Σ :  4 2y y+ = +��v v . 

  Să se afle răspunsul )(ty  pentru )(1 tu = , în cazurile:  

 a) 1 36T = ;   

 b) 1 2T = . 
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♦ C5.8. Fie sistemul ),,,( DCBAΣ  cu 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
12

32
A  ,    ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=
1
1

B  ,     

[ ]pC −= 2  ,    0=D , 

unde R∈p . 

a) Să se afle funcţia de transfer )(sG  şi funcţia indicială )(th ; 
b) Să se arate că sistemul nu este minimal. 

♦ C5.9. Fie sistemul ),,,( DCBAΣ  cu 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
21
34

A  ,    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
01
21

B  ,    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
11
21

C ,    0=D . 

a) Să se afle matricea de transfer )(sG ; 

b) Să se afle răspunsul )(1 ty  la intrarea )(1)(2 ttu = . 

♦ C5.10. Fie sistemul ),,,( DCBAΣ  cu 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
12

1 p
A  ,    ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=
2
1

B  ,    [ ]11 −=C ,    2=D , 

unde R∈p . Pentru ce valori ale parametrului p  sistemul este minimal ? 

♦ C5.11. Se dă sistemul cu funcţia de transfer  

)1)(1(
1)(
21 ++

+= sTsT
ssG τ . 

Dacă 0,, 21 >TTτ  şi 
21

111
TTτ

+> , atunci răspunsul indicial al sistemului are un punct de 

inflexiune la 0>t  . 

♦ C5.12. Fie )(th  răspunsul indicial al sistemului cu funcţia de transfer 

                
01

01
1

1)(
asasa

bsbsb
sG n

n

n
n

+++
+++

=
−

−
"
"

,      0>na , 01>−nb . 

Să se arate că răspunsul indicial are forma convexă în vecinătatea originii dacă şi numai 

dacă 
n

n

n

n
a

a
b
b 1

1

2 −

−

− > . Să se arate că din C5.12 reiese imediat C5.11. 
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♦ C5.13. Să se afle răspunsul )(ty  al sistemului cu  

12
2)(
+

=
s

sG , 

la intrarea de tip original 

⎩
⎨
⎧

≠

=
=

0,0

0,3
)(

t

t
tu  . 

♦ C5.14. Să se afle valoarea iniţială (0 )y +  şi valoarea finală ( )y ∞  ale răspunsului 
sistemului cu funcţia de transfer  

)1)(12(
1)( ++

+= Tss
ssG ,   0>T , 

la intrarea de tip original 
1 , 0 5

( ) 8 , 5 9
0 , 9

t t
u t t

t

+ ≤ ≤⎧
⎪= < ≤⎨
⎪ >⎩

 . 

♦ C5.15. Fie sistemul cu funcţia de transfer 

1)51)(31)(2(
)2)(1()(
+++

++=
sss

sssG . 

Utilizând metoda Padé, să se reducă sistemul la formele 

a) 1)(
1

1 += sT
ksGr ;    b) 

1
)1(

)(
1

2
2

1
2 ++

+
=

sasa
sbk

sGr . 

♦ C5.16. Să se reducă sistemul cu funcţia de transfer 

(15 1)(4 3)
3

( )
s s

s
G s

+ +
+

= , 

prin metoda eliminării modurilor rapide de tip serial. 

♦ C5.17. Să se reducă sistemul cu funcţia de transfer 

(16 1)(2 1)( 1)
2

( )
s s s

G s
+ + +

= , 

prin metoda eliminării modurilor rapide de tip serial. 

♦ C5.18.  Să se reducă sistemul cu funcţia de transfer 

e
( )

1

s

T
G s

s

τ−
=

+
 ,    , 0T τ > , 
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la  forma 

)11)((
1)(

21 ++= sTsTsGr . 

♦ C5.19.  Să se reducă sistemul cu funcţia de transfer 

s

s

s
sG

T τ

τ

−

−

+
=

e
e)(  ,   , 0T τ >  

la  forma 

)11)((
1)(

21 ++= sTsTsGr . 

♦ C5.20.  Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

])1)[(1(
)1()( 2

1
2

11

22

ksTsT
kssG
+++

++
=

τ ,     0,,, 11 >kTkτ . 

este C-monotonic pentru  

2

1

2
12

1

2
2 )1(

2
−+≥

T
k

T
k ττ . 

 
♦ C5.21. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

)9)(5)(3(
)7)(6)(4()(

+++
+++

=
sss
ssssG  

este C-monotonic.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



6 
   METODA OPERAŢIONALĂ Z 

 

Acest capitol este axat pe studiul sistemelor liniare discrete de tip 
intrare-ieşire (I-E) cu ajutorul formalismului operaţional Z.   

Ca şi în cazul metodei operaţionale Laplace, caracteristica principală a 
metodei operaţionale Z este dată de forma simplă de descriere matematică a 
corelaţiei dinamice între mărimile de intrare şi de ieşire ale unui sistem liniar 
discret. Modelul operaţional dinamic al unui sistem discret are aceeaşi formă 
cu cea a modelului operaţional dinamic al unui sistem continuu, similară 
formei modelului staţionar, la care ieşirea y  se obţine prin multiplicarea 
intrării u  cu un factor constant de proporţionalitate K , adică 

                     y K u= .                  (1) 

Ca şi în cazul metodei operaţionale Laplace, simplificarea formalismului 
matematic în cadrul procedurilor de analiză şi sinteză a sistemelor se 
realizează prin creşterea gradului de abstractizare, care presupune trecerea de 
la studiul sistemului în domeniul timpului la studiul în domeniul complex. 
Astfel, obţinerea modelului dinamic de tip I-E al unui sistem cu structură 
închisă din modelele dinamice ale subsistemelor componente este o operaţie 
relativ complicată în domeniul timpului, care presupune eliminarea tuturor 
variabilelor intermediare.  

In cazul unui sistem liniar discret monovariabil, cu perioada de 
discretizare 1T =  şi cu variabile de tip original (nule pentru timp negativ), 
modelul matematic intrare-ieşire în domeniul timpului are forma ecuaţiei cu 
diferenţe 

     0 1 0 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )n ra y t a y t a y t n b u t b u t b u t r+ − + + − = + − + + −" " ,   00 ≠a .     (2) 
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In regim staţionar, modelul dinamic (2) capătă forma algebrică (1), unde 

                              0 1

10

r

n

b b bK
a a a

+ + +

+ + +
= "

"
.                          (3) 

Sistemele liniare discrete cu variabile de tip original pot fi descrise şi cu 
ajutorul  modelului de convoluţie 

                                 
0

( ) ( ) ( )
t

i
y t g t i u i

=
= −∑ ,                                (4) 

unde funcţia pondere )(tg , egală cu răspunsul sistemului la intrare impuls 
unitar, conţine toate caracteristicile dinamice ale sistemului. Răspunsul forţat 
al sistemului la o intrare dată ( )u t  de tip original depinde de toate valorile 
semnalului de intrare ( )u t  şi ale funcţiei pondere )(tg  pe intervalul ],0[ t , 
adică la momentele de timp 0,1, , t… . In acest mod, valoarea curentă a ieşirii 

( )y t  cumulează efectele produse de semnalul de intrare u  la  momentele de 
timp anterioare. 

Modelul de convoluţie are o mare relevanţă teoretică, deoarece forma sa 
simplă sugerează posibilitatea găsirii unui model dinamic având forma şi mai 
simplă, prin înlocuirea produsului de convoluţie cu unul algebric. Acest lucru 
este realizabil cu ajutorul transformării Z, care permite transformarea 
modelului de convoluţie (4) în varianta algebrică  

                   ( ) ( ) ( )Y z G z U z= ⋅ ,                                          (5) 

unde z  este o variabilă complexă, iar ( )Y z , ( )G z  şi ( )U z  sunt respectiv 
transformatele complexe Z  ale funcţiilor de timp ( )y t , ( )g t  şi ( )u t .  

Modelul operaţional (5) este un model abstract (în domeniul complex), 
care exprimă însă într-o formă algebrică simplă, faptul că ieşirea complexă 

( )Y z  este produsul dintre funcţia complexă ( )G z  asociată caracteristicilor 
dinamice ale sistemului şi intrarea complexă ( )U z .  

Determinarea modelului operaţional al unui sistem liniar compus din 
modelele operaţionale ale subsistemelor componente este o operaţie mult mai 
simplă decât cea de obţinere a ecuaţiei cu diferenţe din ecuaţiile cu diferenţe 
ale subsistemelor interconectate.  
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6.1.  TRANSFORMAREA Z 

O funcţie de variabilă discretă :f →Z R  sau de variabilă continuă 
:f →R R  este Z - transformabilă dacă satisface proprietăţile:  

a)  este de tip original, adică ( ) 0f t =  pentru 0t< ;  
b)  are un ritm de creştere cel mult exponenţial, adică 1/lim ( )

t

tf t
→∞

< ∞ . 

La sistemele liniare discrete, prima proprietate este satisfăcută în virtutea 
convenţiei de a considera că regimul este staţionar pentru 0t< , iar variabilele 
sistemice sunt variaţiile mărimilor respective faţă de valorile lor iniţiale. 
Referitor la proprietatea b), aceasta este satisfăcută de funcţia exponenţială 

( ) e atf t =  pentru orice a  real. 
Transformata Z  a funcţiei ( )f t  cu perioada (pasul) de discretizare T  este 

notată şi definită astfel: 

              
0 0

( ) [ ( )] ( ) k k
k

k k
F z f t f kT z f z

∞ ∞
− −

= =
= = =∑ ∑Z ,                   (6) 

unde z  este o variabilă complexă cu modulul suficient de mare pentru a 
asigura convergenţa seriei.  

Pe baza definiţiei, putem determina uşor că funcţia impuls unitar  

0
0, \{0}

( )
1, 0

t
t

t
δ

∈⎧
=⎨

=⎩

Z
 

are transformata  

                             0[ ( )] 1tδ =Z ,                                        (7)             

iar funcţia treaptă unitară  

                  0 0 , 1, 2,
1 ( )

1, 0,1, 2,

t
t

t

=− −⎧
=⎨

=⎩

"

"
                                        

are transformata  

          
1

0
1 1

0 0

1 1[1 ( )] lim lim
1 1

nn
k k

k kn n

zt z z
z z

−∞ −
− −

− −
= =→∞ →∞

−= = = =
− −∑ ∑Z ,   1z > .                 (8) 

Dintre proprietăţile transformării Z, menţionăm: 
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•  proprietatea de liniaritate 

     1 1 2 2 1 1 2 2[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]k f t k f t k f t k f t+ = +Z Z Z ,    1 2,k k ∈R ;            (9)     

•  proprietatea deplasării argumentului real  

                         [ ( )] [ ( )]kf t kT z f t−− =Z Z ,   k∈Z ;                        (10) 

•  proprietatea multiplicării argumentului complex  

                                /[ ( )] ( )Tt f t F zρ ρ− =Z ;                                (11) 

•  proprietatea derivării în complex 

                   [ ( )] ( )t f t zF z
T

′=−Z ;                           (12) 

•  proprietatea valorii finale1 

                   1

1
lim ( ) lim(1 ) ( )
t z

f t z F z
→

−

→∞
= − ,                    (13) 

valabilă atunci când produsul 1(1 ) ( )z F z−−  are toţi polii cu modulul subunitar; 

•  proprietatea valorii iniţiale 

                          (0) lim ( )
z

f F z
→∞

= ,                            (14) 

valabilă atunci când limita din dreapta semnului egal există şi este finită; 

•  proprietatea produsului de convoluţie2 

                              
0

[ ( ) ( )] ( ) ( )
t

i
g t i u i G z U z

=
− =∑Z ,   1T = .                  (15) 

                                                     

1     1
1

0
(1 ) ( ) [ ( )] [ ( 1)] ( ) k

k k
k

z F z f t f t f f z
∞

− −
−

=

− = − − = −∑Z Z  

              
1

1
1

0 0
lim ( ) lim ( )

n n
k k k n

k k k n
n nk k

zf f f z z f z
−

− − − − −
−

→∞ →∞= =
−= − = +∑ ∑ , 

       
1

1 1
1 1 0

lim(1 ) ( ) lim lim [ ( ) ] lim
n

k k n
k n n

z n z nk
z F z f z z f z f

−
− − − − −

→ →∞ → →∞=
−− = + =∑ . 

 

2    
0 0 0 0 0 0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )
t

k k

i i k i i k
g t i u i g t i u i g k i u i z u i g k i z

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− −

= = = = = =

− = − = − = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑Z Z  

                                )()(])(][)([)()(
00

)(

00
zGzUzjgziuzikgziu j

j

i

i

ik

k

i

i
==−= −

∞

=

−
∞

=

−−
∞

=

−
∞

=
∑∑∑∑ . 
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In cazul în care pasul de discretizare T  are valoarea 1T = , relaţiile (10), (11) şi 
(12) au forma 

[ ( )] [ ( )]jf t j z f t−− =Z Z ,   [ ( )] ( )t f t F zρ ρ− =Z ,   [ ( )] ( )tf t zF z′=−Z , 

In unele cazuri, pentru sugestivitate, transformata Z  a funcţiei de timp 
continuu ( )f t  cu transformata Laplace ( )F s  este notată [ ( )]F sZ , adică 

                                               [ ( )] [ ( )]F s f t=Z Z .                                          (16) 

Cu aceste notaţii, relaţia (10) care exprimă proprietatea deplasării 
argumentului real capătă forma   

[e ( )] [ ( )]kTs kF s z F s− −=Z Z . 

Transformata Z a unei funcţii analitice de timp poate fi calculată direct, 
cu relaţia de definiţie (6). In plus, transformata Z a unei funcţii de timp 
continuu ( )f t  poate fi determinată şi indirect, din transformata Laplace ( )F s  a 
funcţiei ( )f t . 

Metoda directă de calcul a transformatei Z a fost deja utilizată în cazul 
funcţiilor impuls unitar şi treaptă unitară – relaţiile (7) şi (8). In continuare, 
vom calcula transformatele Z ale funcţiilor  

0
1( ) 1 ( )tf t t

T
= ⋅ ,    0/

2( ) 1 ( )Ttf t tρ= ⋅ , 

unde ρ  este o constantă reală sau complexă. Astfel pentru 1z > , avem 

                                  1 2 3
1[ ( )] 0 2 3f t z z z− − −= + + + +"Z  

        
1

1 2 1 2 1 1 2 2
1 2( )(1 ) (1 )

(1 )
zz z z z z z z
z

−
− − − − − − −

−= + + + + + = + + + =
−

" " " , 

iar pentru z ρ> ,  avem 

1 2 2 3 3 2 3
2[ ( )] 1 1 ( ) ( )f t z z z z z z

ρ ρ ρρ ρ ρ− − −= + + + + = + + + +" "Z  

                               1
1 1

11 z
z
ρ ρ −= =

−−
 

Pe baza proprietăţii derivării în complex, din ultima relaţie obţinem 
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1

1 2
/[ ]

(1 )
t Tt z

T z
ρρ
ρ

−

−=
−

Z  . 

Aşadar, 

               0[ ( )] 1tδ =Z ,    0
1

1[1 ( )]
1

t
z−=

−
Z ,     

1
0

1 2[ 1 ( )]
(1 )

t zt
T z

−

−⋅ =
−

Z ,            (17) 

           0
1

1[ 1 ( )]
1

t
T t

z
ρ

ρ −⋅ =
−

Z ,     
1

0
1 2[ 1 ( )]

(1 )

t
Tt zt

T z
ρρ
ρ

−

−⋅ =
−

Z .                (18) 

Relaţiile (18) sunt valide şi în cazul în care ρ  este o constantă complexă.  

Metoda indirectă de calcul al transformatei Z cu perioada T  a funcţiei de 
timp continuu ( )f t  cu transformata Laplace strict proprie ( )F s  se efectuează 
cu formula3   

                    
1

( )( ) [ ( )]
1 e

i
Ts

s

F sF z F s rez
z−

= =
−∑Z ,                             (19) 

unde 1 2, , , ns s s…  sunt polii funcţiei ( )F s . Intr-adevăr, ţinând seama de 

formula transformatei inverse Laplace, 

j
j

1( ) ( )e
2π j

c kT s
cf kT F s ds+ ∞
− ∞= ∫ , 

avem 

                        j
j

0 0

1( ) ( ) ( )e
2π j

ck kT k
c

k k

sF z f kT z F s z ds
∞ ∞ + ∞− −

− ∞
= =

= =∑ ∑ ∫  

                                       
j 1
j

0

1 ( )[ (e ) ]
2π j

c T k
c

k

sF s z ds
∞+ ∞ −

− ∞
=

= ∑∫  

                                
1

j
1j

1 ( ) ( )
2π j 1 e 1 ei

c
Tsc Ts

s

F s F sds rez
z z−

+ ∞
−− ∞= =

− −
∑∫ . 

                                                     
3 Reziduul funcţiei )(sF  relativ la polul p  cu ordinul de multiplicitate m , este dat de relaţia 

                            ( 1)1( ) [( ) ( )]
( 1)!

m m
s pp

rez F s s p F s
m

−
=

= −
−

 .  

Pentru 1m= , avem  

                                                        ( ) ( ) ( )
s pp

rez F s s p F s
=

= −  
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In relaţia (19), transformata ( )F z  şi transformata Laplace ( )F s  sunt 
funcţii diferite, atât ca semnificaţie, cât şi ca expresie. Dacă is  este pol al 
funcţiei ( )F s , atunci  
                                                   e iTs

iz =   

este pol al funcţiei ( )F z . Prin urmare, dacă ( )F s  are un pol în origine, atunci 
( )F z  are un pol egal cu 1. 

Să aplicăm acum relaţia (19) pentru a determina transformata Z cu pasul 

T  a funcţiei ( ) e sintf t tα ω= , care are transformata Laplace  2 2
( )

( )
F s

s
ω

α ω
=

+−
. 

Avem 

             
1 1j j

( ) ( )( ) [ ( )]
1 e 1 eT Ts ss s

F s F sF z F s rez rez
z zα αω ω− −= + = −

= = +
− −

Z  

                
1 1

j j

1 1
j j1 e 1 eT T

s
s s ss sz zα ω α

ω ω
α ω α ω ω− −

= + = −
= ⋅ + ⋅

− + − −− −
 

                    
1 1( j ( j) )

1 1 1[ ]
2 j 1 e 1 e+ T Tz zα αω ω− −−

= −
− −

.  

Mai departe, cu substituţia e Tα ρ= , echivalentă cu e
t

t Tα ρ= , rezultă 

                               
2

1

1 2
[ sin ]

1 2

t
T bzt

az z
ρ ω

ρ −

−

− +
=

−
Z ,                             (20)  

unde  
cosa Tρ ω= ,   sinb Tρ ω= . 

Procedând similar, obţinem 

                              
1

1 2 2
1[ cos ]

1 2

t
T a zt

a z z
ρ ω

ρ

−

− −
−=

− +
Z .                     (21)  

Pentru 1ρ = , rezultă 

                             
1

1 2
(sin )[sin ]

1 2(cos )
T zt
T z z

ωω
ω

−

− −
=

− +
Z ,                       (22) 

                                    
1

1 2
1 (cos )[cos ]

1 2(cos )
T zt

T z z
ωω

ω

−

− −

−=
− +

Z .                       (23) 
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Dacă, în plus, π /3Tω = , avem 

                                         
1

1 2
π 3[sin ]

2(1 )3
t z

z zT

−

− −
=

− +
Z ,                                 (22’) 

                                         
1

1 2
π 2[cos ]

2(1 )3
t z

z zT

−

− −

−=
− +

Z .                                (23’) 

Relaţiile (20) şi (21)  pot fi obţinute pe o cale mai simplă observând că 

j
j 1
1[ cos j sin ] [( e ) ]

1

t t t
TT T T

Tt t
e z

ω
ωρ ω ρ ω ρ

ρ −+ = =
−

Z Z  

1 1 1 1

1 1 2 2 2 1 2 2
1 1 j 1 j

1 ( j ) (1 ) 1 2
az bz az bz

a b z az b z az zρ

− − − −

− − − − −

− + − += = =
− + − + − +

. 

Fiind dată transformata Z  directă ( )F z , prin transformarea inversă 1−Z  
se obţine funcţia discretă ( )f t  la momentele de timp kt kT= , k N∈ . 
Transformarea inversă se poate realiza prin metoda dezvoltării în fracţii 
simple, prin metoda formulei de inversiune sau prin metoda seriilor de puteri. 

Metoda dezvoltării în fracţii simple este similară celei de la 
transformarea Laplace. Utilizând notaţia /k t T= , k∈N , transformatele Z 
inverse ale principalelor fracţii simple sunt următoarele: 

1
1

1[ ] 1
1 z

−
− =

−
Z ,    

1
1

1 2[ ]
(1 )

z t k
Tz

−
−

− = =
−

Z , 

1
1

1[ ]
1

t
kT

z
ρ ρ

ρ
−

− = =
−

Z ,    
1

1
1 2[ ]

(1 )

t
kTz t k

Tz
ρ ρ ρ
ρ

−
−

− = =
−

Z , 

1
1

1 2 2
1[ ] cos cos

1 2

t
kTaz t k T

az z
ρ ω ρ ω

ρ

−
−

− −
− = =

− +
Z , 

1
1

1 2 2[ ] sin sin
1 2

t
kTbz t k T

az z
ρ ω ρ ω

ρ

−
−

− − = =
− +

Z , 

unde, în ultimele două relaţii, 2 2a bρ = + , tg bT
a

ω = . 

Metoda formulei de inversiune are la bază relaţia 

11( ) ( )
2π j

kf kT z F z dzγ
−= ∫v , 
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unde γ  este un cerc ce conţine toţi polii funcţiei 1 ( )kz F z− . Pentru determinarea 
valorii ( )f kT  se utilizează relaţia practică 

                           1( ) ( )
i

k

z
f kT rez z F z−=∑ ,                              (24) 

unde iz sunt polii funcţiei 1 ( )kz F z− . 
De exemplu, în cazul transformatelor  

1

1 11( )
(1 )(1 )

zF z
az bz

−

− −
=

− −
,   1 12( )

(1 )(1 )
mzF z

az bz
−

− −
=

− −
, 

pentru a b≠  rezultă: 

1( )
( )( ) ( )( )

k k k k k k

z a z b

z z a b a bf kT rez rez
z a z b z a z b a b b a a b= =

−= + = + =
− − − − − − −

, 

1 1 1 1

2( )
( )( ) ( )( )

k m k m k m k m

z a z b

z z a bf kT rez rez
z a z b z a z b a b

− + − + − + − +

= =

−= + =
− − − − −

. 

Metoda seriilor de puteri constă în aducerea funcţiei ( )F z  la forma 
2

0
1 2

1
1 2

0 1 2
( )

r
r

n
n

b b z b z b zF z
a a z a z a z

−

− −

− −

−
+ + + +

+ + + +
= "

"
 

şi efectuarea împărţirii, în vederea dezvoltării lui ( )F z  în serie de puteri 
negative, adică 
                         1 2

0 1 2( )F z c c z c z− −= + + +"    .            

In conformitate cu relaţia (6) de definire a transformatei Z, rezultă  
( ) kf kT c= , k∈N . 

6.2.  FUNCŢIA DE TRANSFER 

Prin definiţie, funcţia de transfer ( )G z  a unui sistem liniar discret 
monovariabil este transformata Z  a funcţiei pondere ( )g t  a sistemului.  

Dacă la intrarea unui sistem liniar discret cu perioada de discretizare 1T =  
şi funcţia pondere ( )g t  se aplică un semnal arbitrar de tip original ( )u t , 
răspunsul sistemului este dat de relaţia de convoluţie 

      
0

( ) (0) ( ) (1) ( 1) ( ) (0) ( ) ( )
t

i
y t u g t u g t u t g g t i u i

=
= + − + + = −∑" .                (25) 
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Aplicând transformarea Z relaţiei de convoluţie şi ţinând seama de 
proprietatea produsului de convoluţie (15), se obţine modelul operaţional 
intrare-ieşire 

                            ( ) ( ) ( )Y z G z U z= ,                                (26) 

unde ( )U z este transformata Z a funcţiei de intrare ( )u t , iar ( )Y z  este  
transformata Z  a funcţiei de ieşire ( )y t . Modelul operaţional dinamic al unui 
sistem liniar discret are o formă simplă, similară modelului staţionar, dar este 
un model abstract, deoarece  operează cu transformatele Z complexe ale 
mărimilor respective. Scriind modelul operaţional sub forma 

                        ( )( ) ( )
Y zG z U z= ,  

rezultă                

Teorema funcţiei de transfer. Funcţia de transfer a unui sistem liniar 
discret monovariabil este egală cu raportul dintre transformata Z a 
răspunsului sistemului la o funcţie de intrare de tip original şi transformata Z  
a funcţiei de intrare. 

In cazul sistemului discret liniar de tip I-E cu modelul 

      0 1 0 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )n ra y t a y t a y t n b u t bu t b u t r+ − + + − = + − + + −" " ,  0 0a ≠ ,     (27) 

aplicând transformarea Z ambilor membri ai ecuaţiei cu diferenţe şi utilizând 
proprietatea de liniaritate şi proprietatea deplasării argumentului real, obţinem 
funcţia de transfer 

                         
1

0 1
1

0 1

z( )
r

r
n

n

b b b zG z
a a z a z

− −

− −
+ + +

+ + +
= "

"
.                             (28) 

Pentru 0 0b ≠ , sistemul este simplu propriu, iar pentru 0 0b =  este strict 
propriu.  

Pentru 1z= , funcţia de transfer este egală cu factorul static de 
proporţionalitate al sistemului: 

                           0 1

0 1
(1) n

n

b b b
G K

a a a
+ + +

= =
+ + +

"
"

.              (29) 
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La sistemele de tip proporţional, factorul static de proporţionalitate K  
este finit şi nenul. Prin urmare, un sistem este de tip proporţional atunci când 

0 1 0na a a+ + + ≠" ,     0 1 0nb b b+ + + ≠" . 

La sistemele de tip integral (sau integrator), factorul static de proporţiona-
litate K  este infinit. Prin urmare, un sistem este de tip integral atunci când 

0 1 0na a a+ + + =" ,    0 1 0nb b b+ + + ≠" , 

adică atunci când funcţia de transfer ( )G z  are polul 1z= . Regulatorul de tip PI 
(proporţional-integral) are ecuaţia cu diferenţe 

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]R
i

Ty t y t T K u t u t T u t
T

− − = − − +  

şi funcţia de transfer 
1

1 1
(1 / ) 1( ) (1 )

1 1
R i

R
i

K z T T TG z K
z T z

−

− −
− += = + ⋅

− −
, 

unde RK  este factorul de proporţionalitate, iar iT  constanta de timp integrală.  

La sistemelede tip derivativ (sau derivator), factorul static de 
proporţionalitate K  este egal cu zero. Prin urmare, un sistem este de tip 
derivativ atunci când 

0 1 0na a a+ + + ≠" ,   0 1 0nb b b+ + + =" , 

adică atunci când funcţia de transfer ( )G z  are zeroul 1z= . Sistemul pur 
derivativ cu ecuaţia în domeniul timpului 

( ) ( ) [ ( ) ( )]dy t p y t T K u t u t T− − = − − ,   1p ≠  

are funcţia de transfer 
1

1
(1 )( )

1
dK zG z

pz

−

−
−

=
−

. 

In cazul sistemului discret de tip I-S-E  cu modelul 

( 1) ( ) ( )X t AX t BU t+ = + ,    ( ) ( ) ( )Y t CX t DU t= + , 

aplicând transformarea Z ambelor ecuaţii şi utilizând proprietatea de liniaritate 
şi proprietatea deplasării argumentului real, obţinem matricea de transfer 

                            1( ) ( Ι )z C z A B D−= − +G .                              (30) 
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Pe canalul intrare-stare, sistemul are matricea de transfer 

                          1( ) ( Ι )XG z z A B−= − .                               (31) 

Observaţii. 1°. Deoarece modelele operaţionale ale sistemelor liniare 
continue şi discrete au aceeaşi formă, regulile şi formulele de calcul pentru 
funcţiile de transfer ale sistemelor discrete compuse (serie, paralel, cu reacţie, 
mixte) sunt similare celor de la sistemele continue. Astfel, funcţia de transfer 
a unei conexiuni serie este egală cu produsul funcţiilor de transfer ale 
subsistemelor componente, funcţia de transfer a unei conexiuni paralel este 
egală cu suma algebrică a funcţiilor de transfer ale subsistemelor componente, 
iar funcţia de transfer a unei conexiuni cu reacţie negativă, cu subsistemul 1Σ  
pe calea directă şi subsistemul 2Σ  pe calea de reacţie, are expresia 

1

1 2

( )
( )

1 ( ) ( )
G z

G z
G z G z

=
+

. 

Formulele de calcul al funcţiilor de transfer ale unui sistem liniar discret 
de reglare după abatere cu structura celui din fig. 5.4 respectă regula de la 
sistemele continue:  

- numărătorul este produsul funcţiilor de transfer ale elementelor de pe 
traseul direct intrare-ieşire; 

- numitorul este acelaşi, egal cu suma  1 ( )dG z+ , unde  

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d R E P TG z G z G z G z G z=                              (32) 

reprezintă funcţia de transfer a sistemului deschis.   
2°. Din ecuaţia operaţională intrare-ieşire ( ) ( ) ( )Y z G z U z= , rezultă că 

transformata Z  a răspunsului indicial ( )h t  al sistemului (pentru intrare treaptă 
unitară) are expresia 

                        1
( )( )

1
G zH z

z−=
−

,                                              (33) 

iar din relaţia 1( ) ( ) ( )G z H z z H z−= − , regăsim ecuaţia de corelaţie între funcţia 
indicială ( )h t  şi funcţia pondere  ( )g t , anume 

                         ( ) ( ) ( )g t h t h t T= − − .                          (34) 

3°. In cadrul observaţiei 2° de la paragraful 3.2, am arătat că dacă 
0 1 1 0ib b b −= = = =" , atunci răspunsul indicial )(th  şi răspunsul pondere ( )g t  



METODA OPERAŢIONALĂ Ζ    

  

261

satisfac i  condiţii iniţiale nule. In consecinţă, dacă funcţia de transfer (28) are 
forma 

                           
1

i 1
1

0 1

( z )( )
i r i

i r
n

n

z b b b zG z
a a z a z

− − − +
+

− −
+ + +

+ + +
= "

"
,                              (35) 

atunci 
(0) (1) ( 1) 0h h h i= = = − =" ,   (0) (1) ( 1) 0g g g i= = = − =" . 

In plus, avem 

                                          0

0
(0) (0) ( )bh g Ga= = = ∞ .                                       (36) 

La sistemele strict proprii (cu 0 0b = ), avem (0) 0h = , deci răspunsul 
indicial este strict întârziat în raport cu intrarea. La sistemele simplu proprii  
(cu 0 0b ≠ ), avem (0) 0h ≠ , deci răspunsul sistemului are o componentă care 
urmăreşte fără întârziere (instantaneu) variaţia în timp a mărimii de intrare. 

Din proprietatea valorii finale rezultă că răspunsul indicial are valoarea 
finală 

                       1

1 1
( ) lim(1 ) ( ) lim ( ) (1)

z z
h z H z G z G−

→ →
∞ = − = = .                       (37) 

deci 

                                   0 1

0 1
( ) r

n

b b bh K
a a a

+ + +
=

+ + +
∞ = "

"
.                                    (38) 

Acest rezultat, valabil numai în cazul unui sistem cu răspuns indicial 
convergent, este în concordanţă cu ecuaţia y Ku=  ce caracterizează starea de 
regim staţionar a sistemului. Intr-adevăr, dacă răspunsul indicial este 
convergent, atunci putem evidenţia două regimuri staţionare, unul trivial 
pentru 0t< , celălalt pentru t→∞ ; în ultimul caz, 

lim ( ) lim ( )
t t

y t K u t K
→∞ →∞

= = . 

4°. Ecuaţia operaţională intrare-ieşire ( ) ( ) ( )Y z G z U z=  confirmă imediat 
teorema de echivalenţă intrare-ieşire, conform căreia două sisteme liniare 
monovariabile  sunt echivalente intrare-ieşire (adică au răspunsuri identice la 
orice intrare original comună) dacă şi numai dacă au funcţiile de transfer egale 
(reductibile la forme identice).  

De asemenea, modelul operaţional ( ) ( ) ( )Y z G z U z=  permite confirmarea 
imediată a teoremei de minimalitate, conform căreia un sistem liniar 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii           

 

262

monovariabil este minimal (nu există un alt sistem echivalent intrare-ieşire de 
ordin mai mic) dacă şi numai dacă  forma primară a funcţiei de transfer este 
ireductibilă (are polinoamele de la numărător şi numitor coprime, adică fără 
rădăcini comune). Aducerea unui sistem neminimal la forma minimală se face 
prin simplificarea funcţiei de transfer.  

5°. In conformitate cu proprietatea deplasării argumentului real (11), dacă 
sistemului cu funcţia de transfer ( )G z  i se adaugă timpul mort kTτ = , 
sistemul cu timp mort obţinut are funcţia de transfer   

                                       ( ) ( )k
mG z z G z−= .                                              (39) 

6.3.  CALCULUL RĂSPUNSULUI ÎN TIMP 

Metoda operaţională Z permite calculul răspunsului forţat al unui sistem 
liniar discret, simplu sau compus, pentru o funcţie de intrare tip original dată, 
atunci când se cunosc ecuaţiile cu diferenţe ale subsistemelor interconectate. 
In cazul funcţiilor de intrare de tip analitic, calculul răspunsului unui sistem 
compus se face după o metodologie similară celei de la sistemele continue. 
Deoarece modelul operaţional dinamic ( ) ( ) ( )Y z G z U z=  al unui sistem liniar 
discret are aceeaşi formă cu modelul operaţional dinamic ( ) ( ) ( )Y s G s U s=  al 
unui sistem liniar continuu, formulele de calcul ale funcţiilor de transfer ale 
sistemelor compuse (tip serie, paralel, cu reacţie etc.) sunt identice cu cele de 
la sistemele continue.  

Metodologia de calcul al răspunsului ( )y t  la o intrare discretă dată ( )u t  
este următoarea: 

•  se determină funcţiile de transfer ( )iG z ale subsistemelor interconectate; 

•  se calculează funcţia de transfer ( )G z  a sistemului compus cu intrarea 
( )U z  şi ieşirea ( )Y z ; 

•  se determină transformata ( )U z  a mărimii de intrare date ( )u t ; 

• se calculează transformata Z  a răspunsului ( )y t  al sistemului, cu relaţia 
( ) ( ) ( )Y z G z U z= ; 

• se calculează răspunsul sistemului 1( ) [ ( )]y t Y z−=Z , de obicei prin 
metoda descompunerii lui ( )Y z  în fracţii simple. 
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Observaţie. Considerăm un sistem discret cu 1T = , funcţia de transfer 
( )G z  şi polinomul polilor 

1 2( ) ( )( ) ( )nP z z p z p z p= − − −" . 

In conformitate cu (33), dacă r n≤  şi toţi polii sistemului (reali sau complexi) 
sunt distincţi, atunci transformata Z a răspunsului indicial are forma 
descompusă  

1

1

2
1 1 11

2
( )

1 1 11
n

n

aa a aH z
p z p z p zz − − −−= + + + +

− − −−
" . 

Din expresia răspunsului indicial 

1 1 2 2( ) n n
t t th t a a p a p a p= + + + +" ,    0t≥ , 

reiese că acesta este mărginit dacă şi numai dacă toţi polii sistemului 
(distincţi) au modulul mai mic sau egal cu 1 (teorema de mărginire a 
răspunsului indicial). 

6.4.  DISCRETIZATUL UNUI SISTEM CONTINUU 

Reamintim că un semnal de timp continuu şi un semnal de timp discret cu 
perioada T  sunt T-echivalente atunci când cele două semnale au aceleaşi 
valori la momentele de timp kt kT= . Dacă, în plus, semnalul continuu este de 
tip T-scară (constant pe fiecare interval se timp T ), cele două semnale sunt   
T-echivalente de ordinul zero. Sistemul discret oΣ  este discretizatul I-E sau 
echivalentul discret I-E cu perioada T  al sistemului continuu Σ  dacă ieşirile 
celor două sisteme sunt T-echivalente pentru orice intrări de tip original         
T-echivalente de ordinul zero. 

Deoarece semnalul continuu tip treaptă unitară 1( )t  şi semnalul discret tip 
treaptă unitară 01 ( )t  sunt T-echivalente de ordinul zero (semnalul continuu 1( )t  
fiind de tip T-scară), răspunsul indicial ( )h t  al sistemului continuu Σ  şi 

răspunsul indicial o( )h t  al discretizatului acestuia oΣ  sunt T-echivalente. 
Semnalele de tip rampă 1( )t t⋅  şi 01 ( )t t⋅  sunt T-echivalente, dar nu sunt         
T-echivalente de ordinul zero. Prin urmare, răspunsurile la aceste semnale de 
intrare ale sistemelor Σ  şi oΣ  nu sunt T-echivalente. In general, valorile la 
momentele kt kT=  ale răspunsurilor sistemului continuu Σ  şi discretizatului 
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oΣ  la semnale T-echivalente sunt cu atât mai apropiate cu cât perioada T  de 
discretizare a timpului este mai mică. Pe de altă parte, perioada T  nu trebuie 
aleasă nici foarte mică în raport cu timpul de stabilizare a răspunsului indicial, 
din cauza creşterii considerabile a volumului de calcul şi a erorilor cumulate în 
urma operaţiilor de trunchiere şi rotunjire.  

Discretizatul oΣ  al unui sistem continuu Σ  se obţine formal prin 
conectarea unui convertor numeric-analogic CN-A la intrarea sistemului 
continuu şi a unui convertor analog-numeric CA-N la ieşirea acestuia (fig. 6.1). 
Convertorul numeric-analogic CN-A  transformă, prin extrapolare de ordinul 
zero, semnalul de timp discret (numeric) 0u  în semnalul de timp continuu 
(analogic) tip T-scară u , iar convertorul analog-numeric CA-N transformă 
semnalul de timp continuu (analogic) y  în semnalul  de timp discret (numeric) 

0y , cu perioada T . 

 
Fig.  6.1.  Schema discretizatului oΣ al sistemului continuu Σ . 

Eşantionarea cu perioada T  este operaţia de conversie a unui semnal 
fizic analogic într-un semnal discret (numeric). Teoretic, operaţia de 
eşantionare este realizată fără pierdere de informaţie de către convertorul 
analog-numeric CA-N numai dacă frecvenţa de eşantionare 1/sf T=  este mai 
mare decât dublul frecvenţei maxime Mf  a semnalului analogic de eşantionat 
(teorema de eşantionare a lui Shannon). Un exemplu de nerespectare (la 
limită) a teoremei lui Shannon îl constituie eşantionarea cu frecvenţa 1/sf T=  
a semnalului analogic sinusoidal 

sin π /y A B t T= + , 

caracterizat prin frecvenţa maximă 

max
π / 1

2π 2π 2 2
sT f

f
T

ω
= = = = . 
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 Prin eşantionare, se obţine un semnal discret periodic cu două valori distincte, 
din care nu se poate reconstitui semnalul sinusoidal continuu. In aplicaţiile 
practice, frecvenţa de eşantionare se alege de cel puţin 5 10"  ori mai mare 
decât frecvenţa maximă maxf  a semnalului analogic de eşantionat.  In plus, 
pentru ca semnalul analogic eşantionat să nu fie afectat de perturbaţiile cu 
frecvenţa mai mare decât maxf , în faţa convertorului analog-numeric trebuie 
amplasat un filtru trece-jos care să blocheze semnalele perturbatoare cu 
frecvenţa ridicată.  

In continuare, vom demonsta că funcţia de transfer o( )G z  a 
discretizatului de tip I-E cu perioada T  al sistemului continuu cu funcţia de 
transfer ( )G s  este dată de relaţia 

                        o 1 ( )( ) (1 ) [ ]G sG z z s
−= − Z ,                              (40) 

unde, în conformitate cu (19),  

                  1
( ) ( )[ ]

(1 e )i
Tss

G s G srezs s z−=
−∑Z ,                              (41) 

is  fiind polii funcţiei ( )/G s s . In acest scop, vom ţine seama de faptul că 
funcţiile indiciale o( )h t  şi ( )h t  ale celor două sisteme sunt T-echivalente, deci 
au aceeaşi transformată Z :  

o[ ( )] [ ( )]h t h t=Z Z . 
Ţinând seama că  

o
o

1
( )

[ ( )]
1
G z

h t
z−=

−
Z ,    

( )
[ ( )] [ ]

G s
h t

s
=Z Z , 

rezultă 

o 1 1
1

( ) ( )
( ) (1 ) [ ] (1 )

(1 e )i
Tss

G s G s
G z z z rez

s s z
− −

−= − = −
−∑Z . 

Intre funcţiile de transfer o( )G z  şi ( )G s  ale discretizatului oΣ  şi 
sistemului continuu Σ  există următoarele corelaţii: 

                                            o(1) (0)G G= ,                                                (42) 

                                           o( ) ( )G G∞ = ∞ ,                                              (43) 

                                  1( )G s =∞   ⇒   1o(e )TsG =∞ .                                   (44) 
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Relaţia (42) exprimă egalitatea valorilor finale ale răspunsurilor indiciale o( )h t  

şi ( )h t , deci egalitatea factorilor statici de proporţionalitate ai sistemelor oΣ  şi 
Σ , iar relaţia (43) exprimă egalitatea valorilor iniţiale ale răspunsurilor 
indiciale o( )h t  şi ( )h t . Implicaţia (44) exprimă faptul că  dacă 1s  este un pol al 

sistemului continuu Σ , atunci 1
1 eTsz =  este pol al sistemului discret oΣ . Acest 

lucru rezultă imediat din relaţiile (40) şi (41) prin care se determină funcţia de 
transfer o( )G z  a discretizatului din funcţia de transfer ( )G s  a sistemului 
continuu. Implicaţia (44) poate fi scrisă şi sub forma 

1( 1/ )G T− =∞   ⇒   1o /(e )T TG − =∞ . 

Astfel, dacă funcţia de transfer ( )G s  a sistemului continuu conţine la numitor 
factorul 1 1T s+ , atunci funcţia de transfer o( )G z  a discretizatului conţine la 

numitor factorul 11 pz−− , unde 1/e T Tp −= .                             
Pe baza acestor trei proprietăţi se poate obţine direct funcţia de transfer 

o( )G z  a discretizatului unui sistem continuu de ordinul unu cu funcţia de 
transfer ( )G s .  

In continuare, pentru funcţia de transfer o( )G z  a discretizatului oΣ  al 
sistemului continuu Σ  cu funcţia de transfer ( )G s  vom utiliza şi notaţia 

o( )( )G s , adică o o( )( ) ( )G s G z≡ . Funcţiile de transfer în z  ale discretizatelor celor 
mai uzuale sisteme continue sunt următoarele: 

                           
1

o
1

1
1

( ) z
Ts z

−

−=
−

     sau4     o
1

1 1
1

( )Ts z−=
−

,                        (45) 

                                 1

1 2
o

2 2 2
1

2(1 )
( ) z z
T s z

+

−

− −

=
−

,                                    (46) 

                                      
1

o
1

1

(1 )1
1 1

( ) p z
T s pz

−

−
−

=
+ −

,                              (47) 

                          
11 1

1 o 1 1
1

1

(1 )1
1 1

( ) T T p zs
T s pz

τ τ
τ

−

−

+ − −+ =
+ −

,                           (48) 

                                                     
4 In aplicaţiile de reglare numerică, în locul ecuaţiei regulatorului de tip integral 1 1k k k

i

Tc c T ε− −= +   

este preferată ecuaţia 1k k k
i

Tc c T ε−= + , unde iT  este constanta de timp integrală. 
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1

o
111

1
1 1

( )d d zT s T
TT s pz

−

−
⋅

−
=

+ −
,                              (49) 

                            
1 1

1 o
2 1 211

(1 )
( 1) (1 )

[ ] pz zΤ s T
TT s pz

− −

−
⋅

−
=

+ −
,                              (50) 

                   
1 1 1

o
2 1 1 211

1 (1 ) (1 )
( 1) 1 (1 )

[ ] p z pz zT
ΤT s pz pz

− − −

− −
⋅

− −
= −

+ − −
,                (51) 

unde 1/e T Tp −= . Relaţiile (45), (47), (48) şi (49) pot fi obţinute uşor pe baza 
relaţiilor (42), (43) şi (44). Relaţia (51) rezultă din (47) şi (50) ţinând seama că 

1
2 2

1 1 1

1 1
( 1) 1 ( 1)

T s
T s T s T s

−=
+ + +

. 

Pe baza funcţiilor de transfer (45), (47), (49) şi a relaţiilor 

1 1 1 1

1 1 1
( 1 ) 1T s T s T s T s

−=
+ +

, 

1 1 1

1 1 1

1 1 1( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
1 1

i d d d

i i i i

T sT s T s T T T T
T s T s T T s T T T s

+ + −
⋅ = + + + − − ⋅

+ +
, 

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
( 1 )( 1 ) 1 1

s T T
T s T s T T T s T T T s

τ τ τ+ − −
= ⋅ + ⋅

+ + − + − +
, 

1 2 2 1 1 2

1 1( )
( 1 )( 1 ) 1 1

s
T s T s T T T s T s

τ τ
= −

+ + − + +
, 

rezultă 

                   
1

o
1 1

1 1 1

1 1 ( 1 )
( 1 ) 1 1

[ ] T p z
T s T s T z p z

−

− −
−

= ⋅ −
+ − −

 ,                       (52) 

    
1

1 1o
1 1

1 1

1 1 1 1( 1 ) ( 1 ) ( 1 )
1 1 1

[ ]i d d d

i i i i

T s T s T T T T T z
T s T s T T T Tz p z

−

− −
+ + − −

⋅ = + + ⋅ + − − ⋅
+ − −

,      (53) 

              
1 1

1 2o
1 1

1 2 1 2 2 1

1 ( 1 ) ( 1 )
( 1 )( 1 ) 1 1

[ ]s T p z T q z
T s T s T T T Tp z q z

τ τ τ− −

− −
+ − − − −

= ⋅ + ⋅
+ + − −− −

,              (54) 

                       
1

o
1 1

1 2 2 1

1 1( )
( 1 )( 1 ) 1 1

[ ]s z p q
T s T s T T p z q z

τ τ −

− −
− −

= +
+ + − − −

,                     (55) 

unde  
1/e T Tp −= ,  2/e T Tq −= . 
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De asemenea, cu ajutorul relaţiei (40), obţinem 

   
1 2

1 2

0

2 2 2
(1 cos ) ( cos )1

2 1 1 2( cos )
b b z b b z

s s b z b zξ
β α β α

τ τ α

− −

− −

− − + + −⎛ ⎞ =⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠
,           (56)    

                
1 2

1 2

0
1

2 2 2
( )

2 1 1 2( cos )
b z zs

s s b z b zξ
γτ

τ τ α

− −

− −

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠
,                      (57)  

     
1 2

1 2

0
1

2 2 2

(1 cos ) ( cos )1
2 1 1 2( cos )

b b z b b zs
s s b z b zξ

δ α δ ατ
τ τ α

− −

− −

− − + + −+⎛ ⎞ =⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠
,          (58)    

unde   

e
T

b
ξ
τ−

= ,      α  = 21T ξτ − ,      0 ≤ ξ < 1, 

2
sin

1
ξβ α

ξ
=

−
,    1

2

1 sin
1

τγ ατξ
= ⋅ ⋅

−
,    1

2

1 ( ) sin
1

τδ ξ ατξ
= ⋅ − ⋅

−
. 

Observaţii. 1o. Discretizarea unei conexiuni serie de două sisteme 
continue se poate realiza cu aproximaţie prin discretizarea fiecăruia din cele 
două sisteme continue. Astfel, 

       
1 1 2 1

o o o
2 1 1 1 2

1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )1 1 1
( 1) 1 1 1 1 (1 )

[ ] ( ) ( ) p z p z p z
T s T s T s pz pz pz

− − −

− − −

− − −
≈ = ⋅ ≈

+ + + − − −
.    (59) 

De asemenea, avem 

          
1 1

o o o
1 111 2 1 2

1 1 (1 ))
( 1 )( 1 ) 1 1 1 1

[ ] ( ) (d d dT s T s z q zT
TT s T s T s T s p z q z

− −

− −⋅
− −

≈ = ⋅
+ + + + − −

.        (60) 

2o. Aşa cum s-a arătat în Cap. 3, o metodă de obţinere a unui discretizat 
aproximativ al sistemului continuu descris de modelul primar  

( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 0 1 1 0

n n r r
n n r ra y a y a y a y b u b u b u b u− −

− −+ + + + = + + + +� �" "  

constă în înlocuirea funcţiei de ieşire ( )y t  cu 1ky − , a funcţiei de intrare ( )u t  cu 
1ku − , a derivatei ( )y t�  cu 1( )/k ky y T−− , a derivatei ( )u t�  cu 1( )/k ku u T−− , a 

derivatei ( )y t��  cu 2
1 2)( 2 /k k ky y y T− −− + ş.a.m.d. 

3o.  Discretizatul regulatorului continuu cu funcţia de transfer  
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1

1( ) (1 )
1

d
PID R

i

T sG s K
T s T s

= + +
+

,                                    (61) 

unde 1T  este constanta de timp de întârziere a componentei derivative, are 
funcţia de transfer 

                  
1

1 1
1 1( ) (1 )

1 1PID R i d
d

zG z K K K
z p z

−

− −
−

= + ⋅ + ⋅
− −

,                       (62) 

unde 

                                      i
i

TK
T

= ,   
1

d
d

TK
T

= ,   1/e T T
dp −= .                               (63)                     

Scriind funcţia de transfer sub forma 
1 1

1 1
1 1( ) ( )

1 1
i

PID R d
d

z K zG z K K
z p z

− −

− −
− + −

= + ⋅
− −

, 

rezultă că regulatorul numeric PID cu intrarea ε  şi ieşirea c  are următoarele 
ecuaţii în domeniul timpului: 

                         

1 1

1 1

( ) ( ) [( ) ]

( )

( )

k k R k k i k

k d k R d k k

k k k

P I P I K K

D p D K K

c P I D

ε ε ε

ε ε

− −

− −

= + − +⎧
⎪

= + −⎨
⎪

= +⎩

 .                       (64) 

La comutarea MANUAL-AUTOMAT, următoarele setări trebuie făcute 
pentru a avea o comutare fără şoc (fără variaţie bruscă a semnalului de 
comandă c ), indiferent de valoarea erorii: 

                                      1 0( )kP I c− = , 1 0kD − = ,  1 0kε ε− = ,                                (65) 

unde 0c   şi 0ε  sunt respectiv valorile curente ale semnalului de comandă şi ale 
erorii.  Dacă se face setarea  1 0kε − = , semnalul de comandă se modifică în 
momentul comutării ca în cazul modificării treaptă, cu magnitudinea 0ε , a 
mărimii de referinţă.  

Funcţia de transfer (62) poate fi adusă la forma 

                      
1 2

0 1 2
1 2

1 2

( )( )
1
R

P I D
K b b z b zG z

a z a z

− −

− −

+ +
=

+ +
 ,                       (66) 

unde  
1 1 da p=− − ,   2 da p= , 
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               0 1 i db K K= + + ,    1 1 ( 1) 2i db K p K=− − + − ,    2 d db K p= + .          (67) 

Astfel, putem scrie ecuaţia cu diferenţe a regulatorului PID sub forma 

                           1 1 2 2 0 1 1 2 2( )k k k R k k kc a c a c K b b bε ε ε− − − −=− − + + + .                (68) 

4o. In conformitate cu (40), funcţia de transfer )(0 zG  a discretizatului 
sistemului continuu cu funcţia de transfer )(sG  poate fi scrisă sub forma 

                      o
0( ) [ ( ) ( )]G z G s G s=Z ,                              (69) 

unde  

       0
e1( )

Ts
G s s

−−= .               (70) 

Sistemul cu funcţia de transfer )(0 sG , numit extrapolator de ordinul zero, are 
funcţia pondere )(0 tg  sub forma unui impuls dreptunghiular cu magnitudinea 
1 şi durata T : 

             0
1, [0 , )

( ) 1( ) 1( )
0 , ( , 0 ) [ , )

t T
g t t t T

t T

∈⎧
= − − = ⎨

∈ − ∞ ∪ ∞⎩
 .          (71) 

Relaţia (69) rezultă astfel: 

o 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) (1 ) [ ] [ ] [ ] [ ] [e ]TsG s G s G s G s G sG z z zs s s s s
− − −= − = − = −Z Z Z Z Z  

                                          0
1 e[ ( )] [ ( ) ( )]

Ts
G s G s G ss

−−= =Z Z . 

6.5.  SISTEME CU EŞANTIONARE 

Eşantionarea este operaţia de discretizare uniformă în timp a unui 
semnal continuu. In majoritatea aplicaţiilor practice, semnalul de timp discret 
obţinut prin eşantionare este discretizat şi în valoare (cuantificat), fiind deci 
semnal de tip numeric. In cazul sistemelor care conţin elemente continue cu 
dinamică lentă şi cu dinamică rapidă, semnalele continue asociate acestor 
elemente pot fi discretizate cu perioade de eşantionare diferite (eşantionare 
multiplă). 
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Sistemele cu eşantionare, numite şi sisteme eşantionate, sunt sisteme 
hibride care conţin subsisteme continue (netede, analogice) şi subsisteme 
discrete (numerice), interconectate prin intermediul convertoarelor analog-
numerice şi numeric-analogice. Sistemele cu eşantionare pot valorifica într-un 
mod eficient avantajele rezultate din îmbinarea caracterului intuitiv şi natural 
al conceptului analogic cu flexibilitatea şi potenţialul de calcul (memorare, 
viteză şi precizie) specifice sistemelor numerice.  

Analiza şi sinteza sistemelor cu eşantionare se poate face în două moduri: 
a) în varianta discretă, prin înlocuirea subsistemelor continue cu subsisteme 
discrete echivalente; b) în varianta continuă, urmând ca, în cazul sintezei, să se 
înlocuiască subsistemele continue proiectate, de obicei cu rol de comandă, cu 
echivalentele lor discrete. 

Sistemul cu eşantionare cel mai reprezentativ este sistemul numeric de 
reglare a unui proces continuu cu ajutorul unui regulator numeric (fig. 6.2). 
La fiecare moment de eşantionare kt k T= , convertorul analog-numeric CA-N 
generează semnalul numeric 0( )km t  (egal cu valoarea la momentul kt t=  a 
semnalului de timp continuu ( )m t  generat de traductorul T), regulatorul 
numeric RN calculeză valoarea numerică 0( )kc t  a semnalului de comandă 
(prin procesarea convenabilă a erorii numerice 0 0 0( ) ( ) ( )k k kt r t m tε = − ), iar 
convertorul numeric-analogic CN-A generează semnalul de timp continuu tip 
T-scară ( )c t  către elementul de execuţie E. Pe durata fiecărui interval de 
eşantionare 1[ , )k kt t + , semnalul de timp continuu ( )c t  este menţinut constant, la 
valoarea calculată 0( )kc t . 

 
Fig. 6.2. Sistem de reglare cu eşantionare. 
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Observaţii. 1o. Ecuaţia polilor unui sistem de reglare cu eşantionare are 
forma 

                                    01 ( ) ( ) 0R FG z G z+ = ,                                   (72)      

unde  
                                                0 0( ) ( ) ( )F E P TG z G G G z=                                     (73) 

este funcţia de transfer a discretizatului părţii fixate (formate din convertorul 
numeric-analogic CN-A, elementul de execuţie E, procesul P, traductorul T şi 
convertorul analog-numeric CA-N – fig. 6.2). In cazul polilor distincţi, 
răspunsul sistemului de reglare la referinţă sau perturbaţie treaptă este 
mărginit pe intervalul de liniaritate dacă şi numai dacă toţi polii sistemului au 
modulul mai mic sau egal cu 1 (teorema de mărginire a răspunsului indicial). 

2o. Pe baza proprietăţii valorii finale a transformării Z şi a relaţiilor (17), 
se poate demonstra uşor că la sistemele de reglare cu eşantionare şi răspuns 
indicial convergent, eroarea staţionară (finală, pentru t→∞ ) la referinţă 
treaptă unitară şi rampă unitară este dată respectiv de relaţiile 

       
1

l i m ( )s t E R
z

G zε
→

= ,     
1

11
l i m ( )

1s t E R
z

T z G z
z

ε
−

−→
= ⋅

−
,           (74)  

iar la perturbaţie treaptă unitară şi rampă unitară, respectiv de relaţiile 

       o

1
l i m ( )s t E V
z

G zε
→

= ,    
1

o
11

l i m ( )
1s t E V

z

T z G z
z

ε
−

−→
= ⋅

−
,                 (75) 

unde 

           0

1( )
1 ( ) ( )E R

R F
G z

G z G z
=

+
,   0

0
o ( )( )

1 ( ) ( )
T

E V
R F

G zG z
G z G z
−

=
+

.                 (76) 

3o. Considerăm sistemul deschis din figura 6.3 cu intrarea analogică u , 
intrarea numerică ov  şi ieşirea analogică y . Cu notaţia (16), studiul acestui 
sistem se poate face pe baza schemei discrete echivalente din fig. 6.4 sau pe 
baza schemei discrete aproximative din figura 6.5, unde o

1 ( )G z  şi o
3 ( )G z  sunt 

respectiv funcţiile de transfer ale discretizatelor sistemelor continue cu 
funcţiile de transfer 1( )G s  şi 3( )G s . 
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Fig. 6.3. Sistem eşantionat deschis. 

 
Fig. 6.4. Schema echivalentă discretă a sistemului eşantionat deschis. 

 
Fig. 6.5. Schema discretă aproximativă a sistemului eşantionat deschis. 

In conformitate cu schema echivalentă din figura 6.4, există următoarea relaţie 
de corelaţie intrare-iesire: 

                       o o
3 4 2 1( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]Y z G z G z V z G z G s U s= ⋅ + ⋅Z .                 (77)          

In cazul în care intrarea analogică u  este de tip T-scară, cele două scheme 
discrete din fig. 6.4 şi fig. 6.5 sunt echivalente deoarece răspunsul sistemului 
continuu şi răspunsul discretizatului acestuia sunt T-echivalente, deci au 
aceeaşi transformată Z : 

                                 o
1 1[ ( ) ( )] ( ) ( )tr trG s U s G z U z=Z .                                  (78) 

In acest caz, (77) devine astfel 

                        o o o
3 4 2 1( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]trY z G z G z V z G z G z U z= ⋅ + ⋅ .                 (79)          

Prin urmare, discretizatul sistemului cu intrarea u  şi ieşirea y  are funcţia de 
transfer 
                     o o o

3 2 1( ) ( ) ( ) ( )YU GG z z G z G z= .                   (80) 
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  In MATLAB, modelul obiect de tip transfer intrare-ieşire ("input-output transfer") 
al unui sistem discret liniar se construieşte cu ajutorul funcţiei tf, astfel: 

    •  sisd= tf (num,den,T); 

unde num şi den sunt vectori linie formaţi cu coeficienţii polinoamelor în 1−z  de la 
numărătorul şi, respectiv, numitorul funcţiei de transfer (28), iar T este pasul de 
discretizare.  

Alt mod de a introduce un sistem cu funcţia de transfer dată este acela de a defini 
variabila z  astfel 
    •  z=tf('z'); 

şi de a scrie apoi funcţia de transfer ca o expresie raţională de variabila z . 
Pentru implementarea în mediul MATLAB a conexiunilor serie, paralel şi cu reacţie 

negativă se utilizează operatorii “*”, “+” şi “/”:  

       s=sisd1*sisd2*sisd3 ; 
       p=sisd1+sisd2+sisd3;   
 r=sisd1/(1+sisd1*sisd2); 

De asemenea, pentru calculul şi reprezentarea grafică a răspunsului sistemului se utilizează 
funcţiile cunoscute initial, step, impulse, lsim. 

Modelul discretizatului de ordinul zero sisd al sistemului continuu sis se obţine cu 
funcţia 
     •   sisd = c2d(sis,T);  

unde T reprezintă perioada de discretizare. Sistemele sis şi sisd sunt ambele de acelaşi tip,   
I-E sau I-S-E. 

6.6.  SISTEME DISCRETE MONOTONICE 

Conform teoremei fundamentale a sistemelor monotonice (paragraful 
3.5), un sistem liniar, invariant şi monovariabil este C-monotonic dacă şi 
numai dacă are funcţia pondere ( ) 0g t ≥  pentru t∈Z , sau, echivalent, dacă şi 
numai dacă are funcţia indicială ( )h t  crescătoare. Dacă un sistem discret cu 
funcţia de transfer ( )G z  este C-monotonic, atunci sistemul cu funcţia de 
transfer ( )G z−  este D-monotonic. 

O conexiune serie de subsisteme monotonice este un sistem monotonic. 

Teorema 1 de conservare a monotonicităţii. Un sistem liniar discret 
monotonic îşi conservă proprietatea de monotonicitate prin: 



METODA OPERAŢIONALĂ Ζ    

  

275

a) micşorarea sau eliminarea unui zerou pozitiv5; 
b) mărirea sau introducerea unui pol pozitiv6. 

Pentru demonstrarea teoremei, considerăm un sistem Σ  de tip                 
C-monotonic, cu funcţia de transfer ( )G z  şi zeroul 1z ,  1 0z > . Prin înlocuirea 
zeroului 1z  cu 2z , obţinem sistemul Σ  cu funcţia de transfer   

                   2

1
( ) ( )z zG z G z

z z
−=
−

,   2 10 z z≤ < .                           (81)           

Similar, presupunând că ( )G z  are polul 2z  ( 2 0z ≥ ), prin înlocuirea lui cu 1z  
( 1 2z z> ), obţinem sistemul Σ  cu funcţia de transfer (81). Astfel, demonstrarea 
teoremei se reduce la a arăta că sistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G z  este   
C-monotonic. Acest lucru este adevărat deoarece sistemul Σ  este o conexiune 
serie de două subsisteme C-monotonice: subsistemul cu funcţia de transfer  

2
0

1
( ) z zG z

z z
−=
−

 

şi subsistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G z . Primul subsistem este               
C-monotonic deoarece 

1 1
2 1 2

0 1 1
1 1

1 ( )( ) 1
1 1

z z z z zG z
z z z z

− −

− −
− −= = +
− −

, 

deci   
0(0) 1g =  

 şi    

0 1 2 1
1( ) ( ) 0tg t z z z −= − > ,   1t ≥ .  

                                                     
5 Micşorarea unui zerou pozitiv 1z  constă în înlocuirea factorului  1z z−  de la numărătorul funcţiei 
de transfer  cu  2z z− , unde 2 10 z z≤ < . Eliminarea unui zerou pozitiv 1z înseamnă înmulţirea 

funcţiei de transfer cu  11/ ( )z z− . 
6 Mărirea unui pol pozitiv 2z  constă în înlocuirea factorului 2z z−  de la numitorul funcţiei de 
transfer  cu  1z z− , unde 1 2 0z z> ≥ . Introducerea unui pol pozitiv 2z  înseamnă înmulţirea funcţiei 
de transfer cu  21/ ( )z z− . 
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Prin eliminarea unui zerou pozitiv 1z  sau prin introducerea unui pol 
pozitiv 1z  obţinem sistemul Σ  cu funcţia de transfer 

                           
1

1( ) ( )G z G z
z z

=
−

.                                    (82)    

Sistemul Σ  este C-monotonic, fiind o conexiune serie de două subsisteme     
C-monotonice: subsistemul cu funcţia de transfer  

0
1

1( )G z
z z

=
−

 

şi subsistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G z .       

Teorema 2 de conservare a monotonicităţii. Un sistem liniar discret 
monotonic îşi conservă proprietatea de monotonicitate prin: 

a) contractarea7 a două zerouri pozitive ; 
b) dispersarea8 a doi poli pozitivi. 

Pentru demonstrarea teoremei, considerăm un sistem Σ  de tip                
C-monotonic, cu funcţia de transfer ( )G z . Presupunem că ( )G z  are zerourile 
a  şi b  ( 0a b> > ). Prin contractarea acestora, obţinem sistemul Σ  cu funcţia 
de transfer   

                                            ( )( )( ) ( )( )( )
z c z dG z G zz a z b

− −= − − ,                              (83) 

unde  
                                                   0a c d b> ≥ > > ,    a b c d+ = + .                              (84) 

De asemenea, presupunând că ( )G z  are polii c  şi d  ( 0c d≥ > ), prin 
dispersarea acestora obţinem sistemul Σ  cu funcţia de transfer (83). Sistemul 
Σ  cu funcţia de transfer ( )G s  este monotonic, deoarece sistemul Σ  este o 
conexiune serie de două subsisteme C-monotonice: subsistemul cu funcţia de 
transfer  

                                               0
( )( )( )
( )( )
z c z dG z
z a z b

− −=
− −

                                       (85) 

                                                     
7 Prin contractarea a două numere pozitive a  şi b  ( ba > ) se înţelege înlocuirea acestora cu 
numerele  pozitive c  şi d  astfel încât bdca >≥>  şi a b c d+ = + . 
8 Prin dispersarea a două numere pozitive c  şi d  ( dc ≥ ) se înţelege înlocuirea acestora cu 
numerele pozitive a  şi b  astfel încât bdca >≥>  şi a b c d+ = + . 
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şi subsistemul Σ  cu funcţia de transfer ( )G z . Subsistemul cu funcţia de 
transfer (85) este C-monotonic deoarece 

0( ) 1
( )( )

cd abG z
z a z b

−= +
− −

, 

( ) ( )( ) 0cd ab cd a c d a a c a d− = − + − = − − > , 

iar subsistemul cu funcţia de transfer  

1
1( )

( )( )
G z

z a z b
=

− −
 

este o conexiune serie de două subsisteme C-monotonice. 

Observaţii. 1o. Sistemul cu funcţia de transfer 

          1 2

1 2

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

r

n

z z z z z zG z
z p z p z p

− − −=
− − −

"
"

,   r n≤ ,             (86) 

este C-monotonic dacă  are toţi polii pozitivi şi 0i ip z≥ ≥  pentru 1,2, ,i r= … . 
Această proprietate este adevărată deoarece sistemul poate fi reprezentat ca o 
conexiune serie de n  subsisteme C-monotonice: subsistemele cu  funcţiile de 
transfer 

( ) i
i

i

z zG s
z p

−=
−

,    1,2, ,i r= …  

şi subsistemele cu funcţiile de transfer 
1( )i

i
G s

z p
=

−
,    1, 2, ,i r r n= + + … . 

2o. Sistemul cu funcţia de transfer (86) este un sistem nemonotonic în 
cazul în care toate zerourile sunt pozitive şi 1 1 2 0nz p p p> ≥ ≥ ≥ >" . Pentru a 
demonstra această proprietate în cazul polilor distincţi, presupunem, prin 
reducere la absurd, că sistemul este monotonic. In conformitate cu Teorema 1 
de conservare a monotonicităţii,  sistemul cu funcţia de transfer 

1
1

1 2
( )

( )( ) ( )n

z zG z
z p z p z p

−=
− − −"

 

este, de asemenea, C-monotonic. Din descompunerea în fracţii simple 

1 2
1

1 2
( ) n

n

CC CG z
z p z p z p

= + + +
− − −

" , 
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rezultă că funcţia pondere are expresia  

1 1 1
1 1 1 2 2( ) t t t

n ng t C p C p C p− − −= + + +" ,  1t ≥ , 

care satisface proprietatea 

1 1 1
11

1 2 11

( )lim 0
( ) ( )t

nt

g t p zC
p p p pp −→∞

−= = <
− −"

. 

Deoarece funcţia pondere nu satisface proprietatea 1( ) 0g t ≥  pentru orice 0t ≥ ,  
sistemul cu funcţia de transfer 1( )G z  nu este C-monotonic, ceea ce reprezintă o 
contradicţie. 

30. Pe baza Teoremei 2 de conservare a monotonicităţii, putem demonstra 
prin metoda inducţiei următoarea teoremă: 

Dacă 

1 2 0rz z z≥ ≥ ≥ >" ,    1 2 0np p p≥ ≥ ≥ >"  
şi 

1 1p z≥ , 

1 2 1 2p p z z+ ≥ + , 
…………………………………… 

1 2 1 2r rp p p z z z+ + + ≥ + + +" " , 

atunci  sistemul cu funcţia de transfer 

           1 2

1 2

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
r

n

z z z z z zG z z p z p z p
− − −= − − −

"
" ,    nr ≤ ,                 (87) 

este C-monotonic.  

6.7.  APLICAŢII REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 6.1.  Se dă sistemul discret cu perioada 1T =  şi ecuaţia 

6 ( ) 5 ( 1) ( 2) ( 1) ( 3)y t y t y t u t u t− − + − = − − − .  

Să se afle funcţia de transfer, răspunsul pondere şi răspunsul indicial ale sistemului. 

Soluţie. Sistemul are funcţia de transfer 
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1 3 1 3

1 2 1 1( )
6 5 (2 )(3 )

z z z zG z
z z z z

− − − −

− − − −
− −= =

− + − −
. 

Transformata Z  a răspunsului pondere )(tg  are dezvoltarea în fracţii simple 

1
1 1( )

2 3
C DG z Az B
z z

−
− −= + + +

− −
, 

1
1 1

6 24( ) 5
2 3

G z z
z z

−
− −= − − − +

− −
, 

1
1 1

3 8( ) 5
1 (1/ 2) 1 (1/3)

G z z
z z

−
− −= − − − +

− −
.  

Rezultă răspunsul pondere 
0 0 3 8( ) ( 1) 5 ( )

2 3t tg t t tδ δ=− − − − + , 

echivalent cu 
(0) 0 5 3 8 0g = − − + = , 

3 8 1(1) 1 0
2 3 6

g =− − − + = , 

3 8( ) , 2,3, . . .
2 3t tg t t=− + =  

Transformata Z  a răspunsului indicial )(th  are expresia 

1 3 1 2

1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
(1 )(2 )(3 ) (2 )(3 )

z z z zH z G z U z
z z z z z

− − − −

− − − − −
− += = =

− − − − −
. 

Prin descompunere în fracţii simple, obţinem 

1 1( )
2 3

B CH z A
z z− −= + +

− −
, 

1 1
6 12( ) 1

2 3
H z

z z− −= + −
− −

, 

1 1
3 4( ) 1

1 (1/ 2) 1 (1/3)
H z

z z− −= + −
− −

, 

Rezultă răspunsul indicial 
0 3 4( ) ( )

2 3t tg t tδ= + − , 

echivalent cu 
(0) 1 3 4 0g = + − = , 

3 4( ) , 1,2, . . .
2 3t tg t t= − =  
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Graficele cu răspunsul pondere şi răspunsul indicial din fig. 6.6 au fost obţinute în 
MATLAB, cu programul 

z=tf('z');  x=1/z; 
sis=(x-x^3)/(6-5*x+x^2); 
t=0:1:10; 
g=impulse(sis,t); 
plot(t,g,'.-'); hold on;  
h=step(sis,t);  
plot(t,h,'.-'); grid on  

 
Fig. 6.6. Răspunsul pondere ( )g t  şi răspunsul indicial ( )h t . 

♦ Aplicaţia 6.2.  Fie conexiunea serie de mai jos, formată din subsistemele discrete:  

                            (Σ1)  1 10,2 0,1 0,7k k k ku u− −− = +v v  , 

                            (Σ2)  21 1,25,0 −− =+ kkk yy v  . 

                                       
Să se afle funcţia de transfer, răspunsul indicial şi răspunsul pondere ale sistemului. 

Soluţie. Subsistemele şi conexiunea serie au funcţiile de transfer 

1

1
1 2,01

7,01,0)( −

−

−
+=

z
zzG ,     1

2
2 5,01

1,2)( −

−

+
=

z
zzG , 

)5,01)(2,01(
)47,121,0()()()( 11

21

21 −−

−−

+−
+==

zz
zzzGzGzG . 

Transformata Z  a răspunsului indicial )(th  are expresia 



METODA OPERAŢIONALĂ Ζ    

  

281

1 2

1 1 1
(0,21 1,47 )( ) ( ) ( )

(1 0,2 )(1 0,5 )(1 )
z zH z G z U z

z z z

− −

− − −
+

= =
− + −

. 

Prin descompunere în fracţii simple, obţinem 

2
1 1 1

1,4 0,54 0,65( ) ( )
1 1 0,2 1 0,5

H z z
z z z

−
− − −

= − −
− − +

. 

Rezultă răspunsul indicial 
2 2 0( ) [1,4 0,54 0,2 0,65 ( 0,5) ] 1 ( 2 )

t t
T Th t t T

− −
= − ⋅ − ⋅ − ⋅ − , 

care este echivalent cu  

010 == hh  şi   22 )5,0(65,02,054,04,1 −− −⋅−⋅−= kk
kh ,  2 , 3 ,k = …  . 

Transformata Z  a răspunsului pondere )(tg  are dezvoltarea în fracţii simple 

2
1 1

2,16 1,95( ) ( )
1 0,2 1 0,5

G z z
z z

−
− −= −

− +
. 

Rezultă răspunsul pondere 
2 2 0( ) [2,16 0,2 1,95 ( 0,5) ] 1 ( 2 )

t t
T Tg t t T

− −
= ⋅ − ⋅ − ⋅ − , 

echivalent cu 

010 == gg  şi   22 )5,0(95,12,016,2 −− −⋅−⋅= kk
kg ,  2 , 3 ,k = …  . 

♦ Aplicaţia 6.3.  Considerăm sistemul cu reacţie de mai jos, cu         

)( 1∑    1k k kc c Kε−− = ,  0K >  

)( 2∑    1 10,8k k k ky y c v− −− = + . 

 
Să se afle răspunsul )(ty  al sistemului în cazurile:      

a) 0,01K =  şi 01 ( )r t= ;    b) 2,0=K  şi 01 ( )r t= ;   c) 2,0=K  şi 0(1 0,5 ) 1 ( )
t
T t= − ⋅v . 

Soluţie.  Avem 

11 1
)( −−

=
z

KzG ,    1

1
2 8,01

)( −

−

−
=

z
zzG , 

1
1 2

1 2
1 2

( )
1 1 (1,8 ) 0,8YR

G G Kz
G z

G G K z z

−

− −= =
+ − − +

, 

21

11

21 8,0)8,1(1
)8,01)(1(

1
1)( −−

−−

+−−
−−=

+
=

zzK
zz

GGzGYV . 
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a) Pentru 01,0=K  şi 01 ( )r t= , obţinem 

           
1 1

1 1 2 1 1 1
0,01 0,01( ) ( ) ( )

(1 )(1 1,79 0,8 ) (1 )(1 )(1 )YR
z zY z G z R z

z z z z pz qz

− −

− − − − − −= = =
− − + − − −

 

                                        1 1 1
1

1 1 1
A B

z pz qz− − −= + +
− − −

 

unde 0,927p ≈  şi 0,8 6 3q ≈  sunt rădăcinile ecuaţiei 08,079,12 =+− zz , deci satisfac 

1,79p q+ = ,        0,8pq = , 

iar 

1
0,01 1,98

(1 )( )
A

p p q−= ≈ −
− −

,    1
0,01 0,98

(1 )( )
B

q q p−= ≈
− −

. 

 Rezultă 
1 1 1,9 8 0,9 2 7 0,9 8 0,8 6 3k k k k

ky A p B q= + + ≈ − ⋅ + ⋅ ,  0 , 1 ,k = … . 

b) Pentru 2,0=K  şi 01 ( )r t= , avem 
1 1

1 1 2 1 1 2
0,2 1 1 0,8

( ) ( ) ( )
(1 )(1 1,6 0,8 ) 1 1 1,6 0,8YR

z z
Y z G z R z

z z z z z z

− −

− − − − − −

−
= = = −

− − + − − +
 

                                           
1

1 1 2 2
1 1

1 1 2
a z

z a z zρ

−

− − −
−

= −
− − +

, 

unde 8,0=a  şi 894.08,0 ≈=ρ . Ţinând seama de (21), avem 

                     tty T
t

ωρ cos1)( −= ,    0≥t , 
sau 
                         Tky k

k ωρ cos1−= ,  ",1,0=k  

unde 4636,08,0arccosarccos ≈== ρω aT . 

In fig. 6.7 este reprezentat răspunsul indicial al sistemului pentru 01,0=K  şi 2,0=K . 
Graficele au fost obţinute în MATLAB, cu programul 

t=0:1:60; K=[0.01 0.2]; 
z=tf('z'); x=1/z; 
for i=1:2 
     s1=K(i)/(1-x);   
     s2=x/(1-0.8*x);  
     s=s1*s2/(1+s1*s2); 
     y=step(s,t);   
     plot(t,y,'.-');   hold on; grid on; 
end 
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Fig. 6.7. Răspunsul ( )y t  al sistemului la referinţă treaptă unitară. 

c) Pentru 2,0=K  şi )(1)5,01( 0 tT
t

⋅−=v , avem 

)5,01)(1(
5,0

5,01
1

1
1)( 11

1

11 −−

−

−− −−
=

−
−

−
=

zz
z

zz
zV , 

)8,06,11)(5,01(
4,05,0)()()( 211

21

−−−

−−

+−−
−

==
zzz

zzzVzGzY YV  

21

11

121

1

1 8,06,11
32,0)8,01(6,0

5,01
6,0

8,06,11
16,06,0

5,01
6,0

−−

−−

−−−

−

− +−
+−

+
−
−

=
+−

−
+

−
−

=
zz

zz
zzz

z
z

 

                                                   221

11

1 21
8,0)0,6(1

5,01
6,0

−−

−−

− +−
+−

+
−
−

=
zza

bzza
z ρ

, 

unde 894.08,0 ≈=ρ , 8,0=a  şi 4,022 =−= ab ρ . In conformitate cu relaţiile (20) şi 
(21), avem 

)sin8,0cos6,0(5,06,0)( ttty T
t

T
t

ωωρ ++⋅−= ,    0≥t , 
sau 

)sin8,0cos6,0(5,06,0 TkTky kk
k ωωρ +−⋅−= ,  ",1,0=k  

unde Tω  are aceleeaşi valoare ca la punctul b), adică 

4636,08,0arccos
8,0

8,0arccosarccos ≈=== ρω aT . 

♦ Aplicaţia 6.4. Să se scrie ecuaţiile cu diferenţe ale discretizatul propriu-zis şi 
aproximativ al regulatorului continuu cu funcţia de transfer 

1

1 1( ) 1
i d

PID R
i

T s T sG s K T s T s⋅
+ += ⋅ + . 
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Soluţie.  Scriem funcţia de transfer a regulatorului continuu sub forma 

1

1
( ) ( )1PID R

i

T sG s K T s T s
βα γ= + + ⋅ + , 

unde   
1 1

1
)1 , 1, ( 1)(1d d

i i

T T T T
T T T

α β γ
−

= + = = − −  . 

Discretizatul propriu-zis are funcţia de transfer 
1

1 1
11( ) ( )

1 1PID R
i d

zTG z K T z p z
α γ

−

− −
−= + ⋅ + ⋅

− −
, 

unde 1/e T T
dp −= . Regulatorul numeric are ecuaţiile 

1 1

1 1

( ) ( ) [ ( ) ]

( )

k k R k k k
i

k d k R k k

k k k

TPI PI K T
D p D K

c P D

α ε ε ε

γ ε ε

− −

− −

⎧ = + − +⎪
⎪

= + −⎨
⎪
⎪ = +
⎩

  . 

Regulatorul continuu cu intrarea ε  şi ieşirea c  este descris de ecuaţia diferenţială 

1 [ ( ) ]R
i d i d

i

KT c c T T T T
T

ε ε ε+ = + + +�� ��� �  . 

Prin urmare, discretizatul aproximativ are ecuaţia cu diferenţe 

1 2 1 1 2 1
1 12 2

2 2[ ( ) ]k k k k k k k k k kR
i d i d k

i

c c c c c KT T T T T
T T TT T

ε ε ε ε ε ε− − − − − −
−

− + − − + −+ = + + +  , 

echivalentă cu 

1 1 1 1 2 1 2( 1) (2 1) [( 1) (2 1) ]d d
k k k R d k d k d k

i i

T Tk c k c k c K k k k
T T

ε ε ε− − − −+ − + + = + + − + + + , 

unde  1 1 /k T T= ,  /d dk T T= . 

♦ Aplicaţia 6.5.  Se consideră sistemul de reglare cu eşantionare din fig. 6.2, în care 
perioda de eşantionare este 77,2=T  şi 

KzGR =)( ,     1)()( == sGsG TE ,     14
1)( += ssGP . 

a) Să se afle răspunsul indicial )(tε  pentru )(1 tr = . 
b) Să se calculeze eroarea staţionară la referinţă treaptă unitară şi la perturbaţie treaptă 

unitară. 
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Soluţie.  a) Avem 

1

1( ) ( )ERG z G z=  ,   
o

o

1

( )
( ) ( )

T
EV

G z
G z G z

−
= ,  

unde 
1

o o
1 1

(1 )1( ) 1 ( ) 1 ( ) 14 1 1
( )E P TR

p zG z G z G G K Ks pz
G

−

−
−= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅+ −

, 

/4e 0,5Tp −= ≈ ,   o( ) 1TG z = , 

Rezultă 
1

1 1
2 ( 1)

( )
2
K z

G z
z

−

−
+ −

=
−

,    
1

11

1 2
( )

( ) 2 ( 1)ER
z

G z
G z K z

−

−
−

= =
+ −

  , 

1

1 1 1 1
2 1( ) ( ) ( )

2 ( 1) 1 1 2 ( 1)ER
z A BE z G z R z

K z z z K z

−

− − − −
−= = ⋅ = +

+ − − − + −
 , 

1( ) ( )
2 2

kB Kk T Aε −= + ⋅ , 

unde 1
1
+

= KA , 1
2

+
= K

KB .  

b) Pentru ( 1, 3)K ∈ − , răspunsul ( )k Tε  al sistemului (determinat la punctul anterior) 
este convergent şi are valoarea finală (de regim staţionar) 

1lim ( )
1k

kT A
K

ε
→∞

= =
+

. 

Acelaşi rezultat se obţine cu relaţiile (74) şi (76) (pentru răspuns convergent): 
1

11 1

2 1l i m ( ) l i m
2 ( 1 ) 1s t E R

z z

zG z
K z K

ε
−

−→ →

−
= = =

+ − +
. 

In conformitate cu (75) şi (76), eroarea staţionară la perturbaţie treaptă unitară pentru 
( 1, 3)K ∈ −  este: 

0
0

1 1 1

( ) 1l i m ( ) l i m
( ) 1
T

s t E Vz z

G z
G z

G z K
ε

→ →

− −
= = =

+
. 

♦ Aplicaţia 6.6.  Se consideră sistemul de reglare cu eşantionare din fig. 6.2, în care 

77,2=T  ,   KzGR =)( ,    

ssGE
1)( = ,   14

1)( += ssGP ,   1)( =sGT . 

Să se determine funcţiile de transfer )(zGER  şi  )(zGYR . 

Soluţie.   Avem 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii           

 

286

1

1( ) ( )ERG z G z=  ,   
o

1

( ) ( )( ) ( )
E P

YR
RG z G GG z G z

⋅
= , 

cu 

                 o o
1

1( ) 1 ( ) 1 [ ](4 1)( )E P TRG z G z G G K s sG= + ⋅ = + ⋅ +
 

                                        ]
1

)1(4
1

[1)14
41(1 1

1

1
1o

−

−

−

−

−
−−

−
+=+−+=

pz
zp

z
TzKssK . 

Ţinând seama că /4e 1/2Tp −= ≈ , obţinem 

1 1 1 2
1 1 1 1 1

2,77 4 2 (1,54 3) (1, 23 1)
( ) 1 ( )

1 2 (1 )(2 )
z z K z K z

G z K
z z z z

− − − −

− − − −
+ − + +

= + − =
− − − −

, 

1 1 21o o
1 1 1 1

2, 77 1, 54 1, 231 4( ) [ ](4 1) 1 2 (1 )(2 )E P
z z zzG G s s z z z z

− − −−

− − − −
+= = − =+ − − − −

, 

deci 

21

11

)123,1()354,1(2
)2)(1()( −−

−−

++−+
−−=

zKzK
zzzGER , 

1 2

1 2
(1,54 1, 23 )( )

2 (1,54 3) (1, 23 1)YR
K z zG z

K z K z

− −

− −
+=

+ − + +
. 

♦ Aplicaţia 6.7.  Se consideră sistemul de reglare cu eşantionare din fig. 6.2, în care 

77,2=T  ,   1( )
1R

KG z
z−=

−
,   ( ) 1EG s = ,   14

1)( += ssGP ,    1)( =sGT . 

a) Să se determine funcţiile de transfer )(zGER  şi  )(zGYR ; 
b) Să se afle răspunsul indicial )(tε  pentru  1/ 6K =  şi )(1 tr = ; 
c) Să se afle răspunsul indicial )(tε  pentru  6K =  şi )(1 tr = . 
d) Să se arate că răspunsul indicial )(tε  este mărginit pentru 0 6K< ≤ . 

Soluţie.   a) Avem 

1

1( ) ( )ERG z G z=  ,   
o

1

( ) ( )( ) ( )
E P

YR
RG z G GG z G z

⋅
= , 

cu 
o

1( ) 1 ( ) ( )E P TRG z G z G G G= + ⋅ , 

unde 
1

o o o
1

(1 )1( ) ( ) [ ]4 1 1E P E P T
p zG G G G G s pz

−
= −

−= =+ −
,     /4e Tp −= . 

Ţinând seama că 1/ 2p ≈ , obţinem 
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1
o o

1( ) ( )
2E P E P T

zG G G G G
z

−

−= =
−

, 

1 21
1 1 1 1 1

2 ( 3)( ) 1
(1 )(2 (1 )(2 )

K z zKzG z
z z z z

− −−

− − − −
+ − += + =

− − − −
, 

deci 
1 1

1 2
(1 )(2 )( )

2 ( 3)ER
z zG z

K z z

− −

− −
− −=

+ − +
, 

1

1 2( )
2 ( 3)YR

KzG z
K z z

−

− −=
+ − +

. 

b)   Avem 
1 1 1 1

1 2 1 1
6(1 )(2 ) 6(1 )(2 )( )
12 17 6 (3 2 )(4 3 )ER

z z z zG z
z z z z

− − − −

− − − −
− − − −= =
− + − −

, 

1

1 1 1 1 1 1
6(2 ) 12 6 3 2( ) ( ) ( ) 3 2(3 2 )(4 3 ) 4 3 3 2 1 14 3

ER
zE z G z R z

z z z z z z

−

− − − − − −

−= = = − = −
− − − − − −

 , 

3 2( ) 3 ( ) 2 ( )4 3
k kkTε = ⋅ − ⋅ . 

Răspunsul sistemului este convergent şi are valoarea finală 

lim ( ) 0
k

kTε
→∞

= . 

c)   Avem 
1 1 1 1

1 2 1 1
(1 )(2 ) (1 )(2 )( )

2 3 (1 )(2 )ER
z z z zG z

z z z z

− − − −

− − − −
− − − −= =
+ + + +

, 

1

1 1 1 1 1 1
2 3 4 3 2( ) ( ) ( ) 1(1 )(2 ) 1 2 1 1 2

ER
zE z G z R z

z z z z z z

−

− − − − − −
−= = = − = −

+ + + + + +
 , 

1( ) 3 ( 1) 2 ( )2
k kkTε = ⋅ − − ⋅ . 

Răspunsul sistemului este mărginit, dar nu este convergent. 

d)  In conformitate cu teorema de mărginire a răspunsului indicial, răspunsul indicial 
)(tε  este mărginit dacă polii sistemului de reglare au modulul mai mic sau egal cu unu. Din 

ecuaţia polilor  1( ) 0G z = , unde 
1 2

1 1 1
2 ( 3)( )

(1 )(2 )
K z zG z
z z

− −

− −
+ − +=

− −
, 

rezultă că polii sistemului sunt rădăcinile ecuaţiei 
22 (3 ) 1 0z K z− − + = . 
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Pentru 3 2 2 3 2 2K− ≤ ≤ + , avem polii complex-conjugaţi 

2

1 ,2
3 6 1

4
K j k K

z
− ± − + −

= , 

care satisfac 
2 2

1 ,2
(3 ) ( 6 1) 2 1

4 2
k k K

z
− + − + −

= = < . 

Pentru (0, 3 2 2) (3 2 2, 6]K∈ − ∪ + , avem polii reali   

2

1 ,2
3 6 1

4
K K Kz − ± − += . 

Pentru (0, 3 2 2)K∈ − , avem 
2 23 6 1 3 6 10 1

4 4
K K K K K K− − − + − + − +< < ≤ , 

iar pentru (3 2 2, 6]K∈ + , avem 

2 23 6 1 3 6 10 1
4 4

K K K K K K− + − + − − − +> > ≥ − , 

♦ Aplicaţia 6.8. Un sistem de reglare cu eşantionare (fig. 6.2) cu perioada de 
eşantionare 1T =  are funcţiile de transfer 

                   KzGR =)( ,   1)( =sGE ,   e( ) 4P
s

G s s
−

= ,   1)( =sGT . 

a) Pentru  1=K , să se calculeze răspunsul )(ty  la referinţă treaptă unitară. 
b) Pentru  4K = , să se calculeze răspunsul )(ty  la referinţă treaptă unitară. 
c) Răspunsul )(ty  la referinţă treaptă unitară este mărginit pentru 0 4K< ≤  şi  

nemărginit pentru 4K > . 
d) Să se reprezinte grafic, în Matlab, răspunsul indicial )(ty  pentru 0,5K = ;  1K = ; 

3K = , 4K =  şi 4.1K = . 

Soluţie.   Avem 
1 2o o o o 1

1 1
e 1( ) ( ) (e ) ( )4 4 4(1 ) 4(1 )

E P
s s Tz zG G zs s z z

− − −
− −

− −= = = ⋅ =
− −

, 

2o o
1 1( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

4(1 )R E P T R E P
KzG z G z G G G G z G G

z

−
= −= + ⋅ = + ⋅ +

−
, 

2o

1 21

( ) ( )( ) ( ) 4 4
E P

YR
R K zG z G GG z G z z K z

−

− −
⋅= =

− +
, 

2

1 2 1( ) 1( ) ( )
4 4 1YRY z R K zG s z

z K z z

−

− − −⋅= = ⋅
− + −

. 
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a)  Pentru 1=K , avem: 
12

1 2 1 1 1 2 1 1 2( ) 0, 51 1 4 1 2
(2 ) 1 1 (2 ) 1 (1 0, 5 )

Y z zz z
z z z z z z

−−

− − − − − −= ⋅ = − = − ⋅
− − − − − −

 

                   21

1

1211 )5,01(
5,02

1
1

)2(
4

1
1

−

−

−−− −
⋅−

−
=

−
−

−
=

z
zz

zzz
 , 

deci, din proprietatea deplasării argumentului real şi a doua relaţie (18), rezultă: 

11 2( 1) 0,5 1 ( 1) 0,5k k
ky k k+= − + ⋅ = − + ⋅ . 

Răspunsul sistemului este convergent şi are valoarea finală 

                                        lim 1k
k

y
→∞

= . 

b)  Pentru  4K = , avem: 

            
2

1 2 1( ) 1
1 1

Y z z
z z z

−

− − −= ⋅
− + −

 

         
1

1 1 2 1 1 2
31 1 1 2

1 1 1 2(1 )3
zz

z z z z z z

−

− − − − − −
= − = − ⋅

− − + − − +
 , 

deci, din proprietatea deplasării argumentului real şi (22’), rezultă: 

π( 1) π( 1)2 2( ) 1 sin 1 sin
3 33 3
t t

y t
T
+ +

= − = − . 

Răspunsul sistemului este oscilant întreţinut. 

c) In conformitate cu teoremei de mărginire a răspunsului indicial, trebuie să arătăm 
că ecuaţia polilor sistemului, anume 1( ) 0G z = , unde  

2
1 2

1 2
4 4( ) 4 4 z z KG z z Kz

z
− − − += − + = , 

are polii  

1,2
1 1

2
Kz ± −=  

cu modulul mai mic sau egal cu 1 pentru 0 4K< ≤ . Intr-adevăr, pentru 0 1K< ≤  (cazul 
polilor reali pozitivi), avem   

1 1 1 1 1 1 12 2 2
K K K± − ± − + −= ≤ < , 

iar pentru 1K >  (cazul polilor complex-conjugaţi), avem 

1,2
1 1 1 ( 1)

2 2 2
j K K Kz ± − + −= = = , 

deci 1,2 1z ≤  pentu 1 4K< ≤ . Pentru  4K > , avem evident 1,2 1z > . 
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d)  In fig. 6.8 este reprezentat răspunsul indicial al sistemului de reglare pentru diferite 
valori ale lui K . Graficele au fost obţinute în MATLAB, cu programul 

K=[0.5 1 3 4 4.1];   
T=1;  t=0:T:40; 
z=tf('z'); x=1/z;  
hold on; grid on; 
for i=1:5 
     s1=K(i);     s2=T*x^2/4/(1-x);  
     sis=s1*s2/(1+s1*s2);   
     y=step(sis,t);  
     plot(t,y,'.-');     

                                   end 

Răspunsul indicial al sistemului de reglare este periodic pentru 4K =  şi nemărginit pentru 
4,1K = .  

 
Fig. 6.8. Răspunsul indicial pentru 0,5K = ;  1K = ; 3K = , 4K =  şi 4.1K = . 

♦ Aplicaţia 6.9. Pentru )(100 t=v , să se afle răspunsul indicial al sistemului cu eşanti-
onare din figura 6.3, ştiind că  

( 4Σ )  ))1(())1(()( 11 TkbTkakT −=−+ vvv , 

( 3Σ )  )()()( 33 mTtwktytyT −=+� ,     N∈m . 

Soluţie.   Avem 

1
1

4 1
)( −

−

+
=

az
bzzG  ,    3

3
3

e( ) 1
mT

T

skG s s
−

= +  , 

1
3

1
33o

3 1
)1(

)( −

−−

−
−

=
zp
zpk

G
m

,   3e3
T
T

p
−

= , 
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                      o
3 4( ) ( ) ( ) ( ) G ( ) ( )YVY z G z V z G z V z= = ⋅  

                               
1 1

3 3
1 1 1

3

(1 ) 1
1 1 1

mk p z bz
p z az z

− − −

− − −
−

= ⋅ ⋅
− + −

 

     )
1

11
1

11
1

1(1 1
33

1
3

3
1

3
−−−

−

−
⋅

+
+−

+
⋅

+
−

+
−+

=
zppa

a
azpa

p
za

zbk m
, 

deci 

03 3
3

3 3

1 1( ) [1 ( ) ] 1 ( )1
k m k mbk p ay k a p k ma a p a p

− −− += + ⋅ − − ⋅ ⋅ −+ + +
. 

♦ Aplicaţia 6.10. Să se arate că un sistem liniar discret nemonotonic Σ  îşi conservă 
proprietatea de nemonotonicitate prin: 

a) mărirea unui zerou pozitiv; 
b) micşorarea unui pol pozitiv. 

Soluţie. Vom utiliza metoda reducerii la absurd. 
a) Presupunem că sistemul Σ  obţinut prin mărirea zeroului este monotonic. Prin 

readucerea (micşorarea) acestuia la valoarea iniţială, reobţinem sistemul Σ  care, conform 
Teoremei 1 de conservare a monotonicităţii – punctul a), este monotonic, ceea ce este fals. 

b) Presupunem că sistemul Σ  obţinut prin micşorarea polului este monotonic.. Prin 
readucerea (mărirea) acestuia la valoarea iniţială, reobţinem sistemul Σ  care, conform 
Teoremei 1 de conservare a monotonicităţii – punctul b), este monotonic, ceea ce este fals. 

♦ Aplicaţia 6.11. Fie 1Σ  un sistem C-monotonic cu funcţia de transfer 1( )G z  şi  
polul 1 0p > , iar 2Σ  sistemul C-monotonic cu funcţia de transfer 2( )G z  obţinută din 1( )G z  
prin înlocuirea polului 1p  cu 2p , 1 2 0p p> > . Să se arate că între funcţiile pondere ale celor 
două sisteme există inegalitatea 

1 2( ) ( )g t g t≥ ,   t∈Z . 

Soluţie.  Este suficient să arătăm că sistemul 12Σ  cu funcţia de transfer 1 2( ) ( )G z G z−  este               

C-monotonic. Intre funcţiile de transfer 1( )G z  şi 2( )G z  ale sistemelor 1Σ  şi 2Σ  există 
corelaţia 

1
2 1

2
( ) ( )

z p
G z G z

z p
−

=
−

. 

Din 
1 2

1 2 2
2

( ) ( ) ( )p pG z G z G z
z p

−− =
−

, 
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rezultă că sistemul 12Σ  este o conexiune serie de două subsisteme: subsistemul cu funcţia 
de transfer  

0
2

1( )G z
z p

=
−

 

şi subsistemul cu funcţia de transfer 1 2 2( ) ( )p p G z− . Este suficient să arătăm că cele două 
subsisteme sunt C-monotonice. Primul subsistem este C-monotonic deoarece 

0 0(0) ( ) 1g G= ∞ =  
şi 

1
0 2( ) 0tg t p −= > ,   1t ≥ , 

iar al doilea este C-monotonic deoarece 1 2 0p p− > . 

♦ Aplicaţia 6.12. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

1( )
( )( )

G z
z a z b

=
− −

,     ,a b∈R , 

este C-monotonic dacă şi numai dacă  

0a b+ ≥ . 

Soluţie. Deoarece 
2

1 2( )
1 ( )

zG z
a b z abz

−

− −=
− + +

, 

avem  
(0) (1) 0g g= = , 

iar din 

( )1 1 1( )G z
a b z a z b

= −
− − −

, 

rezultă 

1 1
2 3 3 2( )

t t
t t t ta bg t a a b ab b

a b
− −

− − − −−= = + + + +
−

" ,  2t ≥ . 

Necesitatea condiţiei 0a b+ ≥  reiese din expresia (3)g a b= + . Pe de altă parte, suficienţa 
condiţiei 0a b+ ≥  este evidentă în cazul , 0a b≥ , deoarece 

2 3 3 2( ) 0t t t tg t a a b ab b− − − −= + + + + ≥" . 

Din motive de simetrie, rămâne de arătat că analizat suficienţa în cazul  

0a b> > ,    0a b+ ≥ . 
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Trebuie să arătăm că ( ) 0g t ≥ , adică 1 1 0t ta b− −− ≥  pentru 2t ≥ . Pentru t  par avem 
1 1 1 1( ) 0t t t ta b a b− − − −− = + − > , iar pentru t  impar avem 1 1 1 1( ) 0t t t ta b a b− − − −− = − − ≥  

(deoarece a b≥ − ). 

♦ Aplicaţia 6.13. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

( )
( )( )

z cG z
z a z b

−=
− −

,     , , 0a b c > , 

este C-monotonic dacă şi numai dacă  

max{ , }a b c≥ . 

Soluţie. Avem  
(0) ( ) 0g G= ∞ = , 

iar din 
1 1( ) a c b cG z

a b z a b a z b
− −= ⋅ + ⋅
− − − −

, 

rezultă 

1 1( ) t ta c b cg t a b
a b b a

− −− −= ⋅ + ⋅
− −

,    1t ≥ , 

deci 

(1) 1a c b cg
a b b a

− −= + =
− −

.   

Pentru  2t ≥ , avem 

                     
1 1

( )
t t t ta b a bg t c
a b a b

− −− −= − ⋅
− −

 

                            1 2 2 1 2 3 3 2( )t t t t t t t ta a b ab b c a a b ab b− − − − − − − −= + + + + − + + + +" " . 

 Dacă a b= , când  
1 2 2( ) ( 1) [( ) ]t t tg t ta c t a a a c t c− − −= − − = − +  

trebuie să arătăm că ( ) 0g t ≥  pentru 2t ≥  dacă şi numai dacă a c≥ , ceea ce este evident 
adevărat. 

Mai departe, din considerente de simetrie, putem considera a b> , caz în care condiţia 
max{ , }a b c≥  este echivalentă cu a c≥ . Această condiţie este necesară pentru ca sistemul 
să fie C-monotonic deoarece 

1
1

( )lim lim [ ( )t
tt t

g t a c b c b a c
a b b a a a ba

−
−→∞ →∞

− − −= + ⋅ =− − − . 

Condiţia a c≥ este şi suficientă, deoarece 
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1 1 1 1 1( ) 0t t t t ta c b c a c b cg t a b b b b
a b b a a b b a

− − − − −− − − −= ⋅ + ⋅ ≥ ⋅ + ⋅ = >
− − − −

. 

♦ Aplicaţia 6.14. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 
2 2( )( )

( )( )
z c dG z
z a z b

− +=
− −

,     , , , 0a b c d > , 

este C-monotonic dacă şi numai dacă  

2a b c+ ≥ . 

Soluţie. Deoarece 
(1) 2g a b c= + − , 

condiţia 2a b c+ ≥  este necesară. Deoarece 2 0a b c+ ≥ > , sistemul cu funcţia de transfer 
2

1( )
( )( )

dG z
z a z b

=
− −

 

este C-monotonic (vezi aplicaţia 6.12). Rămâne să arătăm că sistemul cu funcţia de transfer 
2

2
( )( )

( )( )
z cG z

z a z b
−=

− −
 

este C-monotonic. Din considerente de simetrie, putem considera a b≥ . Pentru a b> , avem 

2( ) 1 A BG z
z a z b

= + −
− −

,       
2( )a cA

a b
−=
−

,  
2( )b cB

a b
−=
−

, 

deci 
0 1 1 1 1 1

2( ) ( ) ( 2 ) 0t t t t tg t t Aa Bb Ab Bb a b c bδ − − − − −= + − ≥ − = + − ≥ . 

Pentru a b= , avem 
2

2 2
( )( )
( )
z cG z
z a

−=
−

.       

Este suficient să arătăm că sistemul cu funcţia de transfer 

3( ) z cG z
z a

−=
−

 

este C-monotonic pentru a c≥ . Avem 3(0) 1g = , iar din 

3( ) 1 a cG z
z a

−= +
−

, 

rezultă 
1

3( ) ( ) 0tg t a c a −= − ≥  
pentru 1t ≥ . 
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♦ Aplicaţia 6.15. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

1( )
( )( )( )

G z
z a z b z c

=
− + +

,     , , 0a b c > , 

este C-monotonic dacă  
a b c≥ + . 

Soluţie. Fără a pierde din generalitate, presupunem  b c≥ . Deoarece 
3

1 2 3( )
1 ( ) ( )

zG z
a b c z ab ac bc z abcz

−

− − −=
− − − − + − −

, 

avem  
(0) (1) (2) 0g g g= = = , 

iar din 
1 1 1 1 1 1( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
G z

a b a c z a a b b c z b a c b c z c
= ⋅ + ⋅ − ⋅

+ + − + − + + − +
, 

rezultă 

1 1 11 1 1( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

t t tg t a b c
a b a c a b b c a c b c

− − −= ⋅ + ⋅ − − ⋅ −
+ + + − + −

, 

                      1 1 1( )( ) ( ) ( ) ( )t t ta c a ba b a c g t a b c
b c b c

− − −+ ++ + = + ⋅ − − ⋅ −
− −

 

                       
1 1 2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )t t t t
t b c b ca a bc

b c b c
− − − −

− − − − − − −= + −
− −

, 

deci 
1( )( ) ( ) ta b a c g t a aE bcF−+ + = − + ,    3t ≥ , 

unde 
2 3 3 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )t t t tE b b c b c c− − − −= − + − − + + − − + −" , 
3 4 4 3( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )t t t tF b b c b c c− − − −= − + − − + + − − + −" . 

Pentru t  impar ( 3,5,7,.. .t = ), avem 
2 3 3 2( ) 0t t t tE b b c bc c− − − −= − + + + + <" , 

3 4 4 3 0t t t tF b b c bc c− − − −= + + + + >" , 
deci 

( )( ) ( ) 0a b a c g t+ + > ,    3t ≥ . 

Pentru t  par ( 4,6,8,.. .t = ), avem 
2 3 3 2 0t t t tE b b c bc c− − − −= + + + + >" , 
3 4 4 3( ) 0t t t tF b b c bc c− − − −= − + + + + <" . 
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Trebuie să arătăm că ( ) 0f a ≥  pentru 3,5,7,...t = , unde 

1( ) tf a a aE bcF−= − + . 

Deoarece 
2 2 2 2 3 2 3 2 2'( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t t t t t t tf a t a E a b a b c a bc a c− − − − − − − − −= − − = − + − + + − + − >" , 

funcţia ( )f a  este crescătoare, deci  
( ) ( )f a f b c≥ + . 

Rămâne să arătăm că ( ) 0f b c+ ≥ , adică 
1( ) ( ) 0tb c b c E bcF−+ − + + ≥ . 

Această inegalitate poate fi demonstrată prin aducere la forma evidentă 

1 2 2 2 3 2 2
1 1 1( 3) ( 3) ( 3) 0t t t t

t t tC bc C b c C b c− − − −
− − −− + − + + − ≥" . 

6.7.  APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C6.1.  Se dă sistemul discret cu perioada 1T =  şi ecuaţia 

6 ( ) 5 ( 1) ( 2) ( 1) ( 3)y t y t y t u t u t− − + − = − − − .  

Să se afle răspunsul pondere al sistemului. 

♦ C6.2.  Fie conexiunea serie alăturată, formată din subsistemele discrete:  

                            (Σ1)  11 5,14,0 −− =+ kkk uvv  , 

                            (Σ2)  11 3,05,0 −− =+ kkk yy v  . 

                                       
Să se afle funcţia de transfer, răspunsul indicial şi răspunsul pondere al sistemului. 

♦ C6.3. Să se afle funcţia de transfer şi răspunsul indicial al sistemului discret cu 
ecuaţia 

     )2(4)1(3)2()1(10)(16 −+−=−+−− tututytyty ,   t∈Z . 

♦ C 6.4.  Considerăm sistemul numeric cu 
reacţie alăturat, în care: 

             (S1)      k kc K e= ,               
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      (S2)     1 1 22 k k k ky y y c− − −− − = . 

a) Să se afle răspunsul indicial ( )y t  al sistemului pentru 5
8K = . 

b) Să se arate că răspunsul indicial ( )y t  este mărginit pentru 0 3K< ≤ . 

♦ C6.5. Pentru sistemul continuu cu funcţia de transfer 

                                            
125

12)( 2 +
+=

s
ssG , 

să se scrie ecuaţiile cu diferenţe ale discretizatului propriu-zis şi discretizatului aproximativ. 

♦ C6.6. Se consideră sistemul de reglare cu eşantionare din fig. 6.2, în care 

                  1T =  ,   1( )
1R

KG z
z−=

−
,   ( ) ( ) 1E TG s G s= = ,   e( ) 12 1

s
PG s s

−
=

+
. 

a) Să se determine funcţia de transfer )(zGER . 
b) Să se afle răspunsul indicial )(tε  pentru  3/ 200K =  şi )(1 tr = . 
c) Să se afle răspunsul indicial )(tε  pentru  1K =  şi )(1 tr = . 
d) Să se arate că răspunsul indicial )(tε  este mărginit pentru 0 1K< ≤ . 

♦ C6.7. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

( )
( )( )

z cG z
z a z b

−=
− +

,     , , 0a b c > , 

este C-monotonic dacă şi numai dacă  

a b c≥ + . 

♦ C6.8. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

( )( )( )
( )( )
z c z dG z
z a z b

− −=
− +

,     , , , 0a b c d > , 

este C-monotonic dacă şi numai dacă  
a b c d≥ + + . 

♦ C6.9. Să se arate că sistemul cu funcţia de transfer 

1( )
( )( )( )

G z
z a z b z c

=
− − +

,     , , 0a b c > , 

este C-monotonic dacă  
max{ , }a b c≥ . 
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7 
FUNCŢIA 

  DE  
 FRECVENŢĂ 

 

7.1.  DEFINIŢIE ŞI PROPRIETĂŢI 

Considerăm un sistem liniar continuu cu funcţia de transfer ( )G s . Prin 
definiţie, funcţia de frecvenţă (sau de pulsaţie) a sistemului este funcţia 
complexă ( )G jω , unde ω∈R  (variabila s  aparţine axei imaginare) sau, mai 
restrictiv, ω +∈R  (variabila s  aparţine semiaxei imaginare pozitive).  

In cazul sistemelor fără timp mort, cu funcţia de transfer  

                           
11 1 0
11 1 0

( )
r r

n nn n

 .. . r r
a  .. . 

b s b s b s b
G s a s s a s a

−−
−−

+ + + +

+ + + +
=  ,   r n≤ ,                             (1) 

avem 

                         
11 1 0
11 1 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

r r

n nn n

 .. . r r
a  ... 

b j b j b j b
G j a j j a j a

ω ω ω
ω ω ω ω

−−
−−

+ + + +

+ + + +
= .                        (2) 

Funcţia de frecvenţă poate fi scrisă sub forma 

                             ( )( ) ( ) e jΦG j M ωω ω=  ,                                   (3)  

unde ( )M ω  reprezintă modulul funcţiei de frecvenţă, iar ( )Φ ω  - argumentul 
funcţiei de frecvenţă. In acest fel, funcţia de frecvenţă este o funcţie 
complexă de variabila reală ω . De asemenea, funcţia de frecvenţă poate fi 
scrisă sub forma 
                           ( ) ( ) ( )G j U jVω ω ω= +  ,                             (4) 

unde ( )U ω  este partea reală a funcţiei de frecvenţă, iar ( )V ω  partea 
imaginară a funcţiei de frecvenţă. Intre cele patru componente reale ale 
funcţiei complexe de frecvenţă există relaţiile: 
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      ( ) ( ) cos ( )U M Φω ω ω= ,    ( ) ( ) sin ( )V M Φω ω ω= ,                (5) 

                 2 2( ) ( ) ( )M U Vω ω ω= + ,   
( )

tg ( )
( )

V
Φ

U
ω

ω
ω

= .                      (6)  

Deoarece funcţia de transfer este analitică, ea satisface următoarea 
proprietate: 

            ( ) ( )G s G s= ,                                             (7) 

unde s  este conjugata variabileia complexe s , iar G  conjugata funcţiei G . 
Prin urmare, avem 

( ) ( )G j G jω ω− = , 

iar din 

( ) ( ) ( )G j U jVω ω ω− = − + − ,     

 ( ) ( ) ( )G j U jVω ω ω= − , 

rezultă 
                 ( ) ( )U Uω ω− = ,      ( ) ( )V Vω ω− =− ,                      (8) 

adică ( )U ω  este funcţie pară, iar ( )V ω  funcţie impară. Din relaţiile (6) 
rezultă că ( )M ω  este pară şi  ( )Φ ω  impară, adică 

                ( ) ( )M Mω ω− = ,     ( ) ( )Φ Φω ω− =− ,                      (9) 

Dacă funcţiile impare ( )V ω  şi ( )Φ ω  sunt continue în punctul 0ω = , atunci 
(0) 0V =  şi (0) 0Φ = . 

In cazul unei conexiuni serie de două subsisteme liniare, avem 

1 2( ) ( ) ( )G s G s G s= , 
deci 

               1 2 1 2
[ ( ) ( )]1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )e jG j G j G j M M Φ ω Φ ωω ω ω ω ω += = .           (10) 

Prin urmare, modulul funcţiei de frecvenţă a conexiunii este egal cu 
produsul modulelor funcţiilor de transfer ale subsistemelor componente, iar 
argumentul funcţiei de frecvenţă a conexiunii este egal cu suma 
argumentelor funcţiilor de transfer ale subsistemelor componente. 
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7.2.  INTERPRETARE FIZICĂ 

Interpretarea  fizică a funcţiei de frecvenţă a unui sistem liniar continuu 
rezultă imediat din teorema filtrării (numită şi teorema de interpretare fizică 
a funcţiei de frecvenţă), enunţată şi demonstrată în cele ce urmează. 

Teorema filtrării. Pentru un sistem liniar continuu cu toţi polii situaţi 
în semiplanul stâng şi aflat în regim sinusoidal permanent cu pulsaţia ω , 
modulul şi argumentul funcţiei de frecvenţă ( )G jω  reprezintă  factorul de 
amplificare şi, respectiv, defazajul ieşirii în raport cu intrarea. 

Demonstraţie. Considerăm că la intrarea sistemului cu funcţia de 
transfer ( )G s  se aplică semnalul sinusoidal  

( ) sin 1( )u t t tω= ⋅ . 

Trebuie să arătăm că răspunsul sistemului în regim permanent are expresia 

                                 ( ) ( ) sin[ ( )]py t M t Φω ω ω= + .                     (11)                        

Transformata Laplace a răspunsului sistemului este 

2 2 2 2( ) ( ) ( )tr
As+BY s G s   Y ss s

ω ω
ω ω= = +

+ + , 

unde ( )trY s  este o funcţie raţională strict proprie având aceiaşi poli ca ( )G s , 
deci cu partea reală negativă.  Rezultă 

( ) cos sin ( )try t A t B t y tω ω= + + , 

unde ( ) 0lim tr
t

y t
→∞

= . Prin urmare, răspunsul ( )y t  al sistemului are componenta 

armonică permanentă  
cos sin( )py A t B tω ω= +t . 

In relaţia de identificare  
2 2( ) ( ) ( )trG s As B s Y sω ω ω= + + + , 

 înlocuind pe s  cu jω  (pentru a anula suma de pătrate 2 2s ω+ ), rezultă 

( )G j Aj Bω ω ω ω= + , 
( )( )e jΦM Aj Bωω = + , 

 deci 
( ) sin ( )A M Φω ω= ,   ( ) cos ( )B M Φω ω ω= . 
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Prin urmare, răspunsul ( )y t  al sistemului are componenta armonică 
permanentă  

( ) ( )[sin ( )cos cos ( )sin ]py t M Φ t Φ tω ω ω ω ω= +  

                                      ( )sin[ ( )]M t Φω ω ω= +  

Aşadar, pentru intrarea  sinusoidală ( ) sinu t tω= , forma răspunsului 
permanent ( )py t  al sistemului evidenţiază faptul că funcţia de frecvenţă 

                        ( )( ) ( )e jΦG j M ωω ω=   

este factorul complex de amplificare în regim armonic permanent. 

7.3.  CARACTERISTICI DE FRECVENŢĂ 

Caracteristicile de frecvenţă cele mai utilizate sunt caracteristica 
amplificare-pulsaţie ( )M ω  şi caracteristica defazaj-pulsaţie ( )Φ ω . In 
conformitate cu relaţia (11), dacă intrarea sinusoidală ( )u t  are amplitudinea 
egală cu 1 şi faza 0, adică ( ) sinu t tω= , atunci răspunsul ( )p ty  în regim 
permanent are amplitudinea ( )M ω  şi faza ( )Φ ω . Din acest motiv, 
caracteristicile amplificare-pulsaţie ( )M ω  şi defazaj-pulsaţie ( )Φ ω  sunt 
frecvent utlizate sub denumirile de caracteristică amplitudine-pulsaţie şi 
caracteristică fază-pulsaţie. 

In reprezentarea grafică a celor două caracteristici, pulsaţia ω  este 
exprimată frecvent în scară logaritmică, amplificarea M  în decibeli 
( dB[ ] 20 lgM M= , unde lg  este logaritmul zecimal), iar faza Φ  în radiani. 
Sub această formă, caracteristicile de frecvenţă sunt cunoscute şi sub 
denumirea de caracteristici Bode.  

In cazul sistemelor strict proprii (cu mai mulţi poli decât zerouri, deci 
cu gradul de inerţie mai mare sau egal cu unu), din relaţia evidentă 
lim ( ) 0

s
G s

→∞
=  rezultă condiţia 

                            lim ( ) 0M
ω

ω
→∞

= ,                                        (12) 

care exprimă faptul că factorul de amplificare în regim sinusoidal permanent 
al sistemelor strict proprii tinde la zero atunci când frecvenţa de oscilaţie 
tinde la infinit. Deoarece toate sistemele fizice au această proprietate, 
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acestea trebuie considerate strict proprii în domeniul frecvenţelor foarte 
înalte. 

La sistemele simplu proprii (cu 0nb ≠  şi gradul de inerţie zero), relaţia 
lim ( ) /n n
s

G s b a
→∞

=  implică 

                         lim ( ) 0n

n

bM
aω

ω
→∞

= ≠ .                                   (13) 

Valoarea nenulă a factorului de amplificare la pulsaţii ω→∞  se datorează 
faptului că mărimea de ieşire a sistemelor simplu proprii au o componentă 
care urmăreşte instantaneu variaţiile mărimii de intrare.  

In cazul sistemelor continue fizic realizabile, caracteristica amplificare-
pulsaţie ( )M ω  trebuie să satisfacă condiţia Paley-Wiener: 

               2
ln ( )
1

M d
+

ω ω
ω

+∞
−∞

<∞∫  .                          (14) 

Condiţia nu este satisfăcută atunci când amplificarea ( )M ω  are valoarea 
nulă pe un interval de variaţie a pulsaţiei ω . In particular, un filtru continuu 
ideal de tip trece-jos, trece-bandă sau trece-sus (caracterizat printr-o 
amplificare nulă în afara benzii de trecere) nu este fizic realizabil. Teoretic, 
se pot obţine însă caracteristici amplificare-pulsaţie oricât de apropiate de 
cele ale unui filtru ideal.  

Banda de trecere sau lărgimea de bandă a unui filtru trece-jos 
reprezintă intervalul (0 , )bω  în care factorul de amplificare ( )M ω  în regim 
sinusoidal permanent  nu scade mai mult de 2  ori (cu mai mult de 3 dB) în 
raport cu valoarea sa maximă. O metodă de obţinere a celor mai bune filtre 
trece-jos de ordinul n  şi cu pulsaţia de bandă (de tăiere) bω  (fig. 7.1) este 
metoda aproximaţiei tip Taylor, care presupune satisfacerea următoarelor 
condiţii: 

             (0) 1M = ,     1( )
2bM ω =  ,     ( ) (0) 0iM = ,   1 ,i n= .       (15) 

Filtrul trece-jos de ordinul n  obţinut cu aproximaţia Taylor are funcţia de 
transfer 

                       
1 2

1( ) ( 1)( 1)  ( 1)n
n

G s T s T s T s=
+ + +"  ,                         (16)                    

unde 
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               (2 1)π (2 1)πsin jcos2 2b i
i iT n nω =
− −+ ,    21, , ,i n= …  .            (17)         

Pentru 1
b Tω =  şi 1n= , 2n = , 3n= , avem (fig. 7.2): 

                                   1
1( )

1
G s

Ts
=

+
 ,                      (18) 

                           2 2 2
1( )

2 1
G s

T s Ts
=

+ +
 ,                           (19)  

                   3 2 2
1( )

( 1)( 1)
G s

Ts T s Ts
=

+ + +
 .                           (20)         

 
Fig. 7.1. Caracteristica amplitudine-pulsaţie a unui filtru trece-jos. 

 
Fig. 7.2. Caracteristicile amplificare-pulsaţie ale  filtrelor de ordinul 1, 2 şi 3. 

Graficul funcţiei de frecvenţă construit pentru 0ω ≥  se numeşte loc de 
transfer, iar graficul funcţiei de frecvenţă construit pentru ω∈R  se numeşte 
locul lui Nyquist sau hodograful funcţiei de frecvenţă. Prin urmare, locul de 
transfer reprezintă graficul funcţiei de transfer ( )G s  atunci când variabila 
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complexă s  parcurge în sens crescător semiaxa imaginară pozitivă (cu 
excepţia eventualilor poli situaţi pe semiaxă). De regulă, trasarea analitică a 
locului de transfer se face pe baza tabelelor de variaţie ale funcţiilor ( )U ω  
şi ( )V ω . 

Locul lui Nyquist reprezintă graficul funcţiei de transfer ( )G s  atunci 
când variabila complexă s  parcurge întreaga axă imaginară (cu excepţia 
eventualilor poli situaţi pe axă). Din relaţiile ( ) ( )U Uω ω− =  şi 

( ) ( )V Vω ω− =−  rezultă că locul lui Nyquist este simetric faţă de axa reală, 
deci poate fi obţinut din locul de transfer prin adăugarea simetricului 
acestuia faţă de axa reală. Deoarece semiaxa imaginară pozitivă şi axa 
imaginară sunt contururi deschise, locul de transfer şi locul lui Nyquist sunt 
curbe deschise . 

Sistemul pur integral are funcţia de transfer  

              
1

1( )G s T s= ,   1 0T >   

şi funcţia de frecvenţă  

1
( ) KG jω Tωj= , 

cu  

( ) 0U ω = ,    
1

1( )V Tωω −= , 

1

1( )M Tω ω= ,    π( )
2

Φ ω =− . 

In regim sinusoidal permanent, defazajul ( )Φ ω  este negativ şi constant 
în raport cu pulsaţia ω , iar factorul de amplificare ( )M ω  este strict 
descrescător spre 0 în raport cu ω  şi tinde la ∞  pentru 0ω→ . Ultima 
proprietate a factorului de amplificare este irelevantă sub aspect practic, 
deoarece pulsaţia ω  tinde la zero numai atunci când perioada de oscilaţie 
tinde la infinit.  

Locul de transfer coincide cu semiaxa imaginară negativă, parcursă de 
jos în sus (fig. 7.3, a). 
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                                       a                                                                 b 
Fig. 7.3. Locul de transfer (linie continuă) şi locul Nyquist (linie întreruptă şi continuă)  

ale sistemului simplu integral, respectiv dublu integral. 

Sistemul dublu integral are cu funcţia de transfer  

2 2
1

1( )G s
T s

= ,  1 0T >  

şi funcţia de frecvenţă  
2 2

1( ) 1/ ( )G jω T ω= − , 

cu  

2 2
1

1( )U
T ω

ω −= ,   ( ) 0V ω = , 

2 2
1

1( )M
T ω

ω = ,   ( ) πΦ ω =− . 

Locul de transfer coincide cu semiaxa reală negativă, parcursă de la stânga 
spre dreapta (fig. 7.3, b). 

Sistemul de întârziere de ordinul unu are funcţia de transfer  

          
1

( ) 1
KG s T s= + ,     , 0K T >   

şi funcţia de frecvenţă 

1
( ) 1

KG j T jω ω= + , 

cu 

                   2 2
1

( )
1

KU
T

ω
ω

=
+

,   1
2 2

1
( )

1
KTV

T
ωω

ω
=

−
+

,                            (21)                      

                2 2
1

( )
1

KM
T

ω
ω

=
+

,   1( ) arctgΦ Tω ω=− .                    (22) 
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Amplificarea M  este strict descrescătoare în raport cu ω  (de la 
valoarea K  la zero). Din caracteristica amplificare-pulsaţie ( )M ω  
reprezentată în fig. 7.4, rezultă că sistemul este un filtru trece-jos cu pulsaţia 
de  bandă 11/b Tω = .  

 
Fig. 7.4. Caracteristica amplificare-pulsaţie 

a sistemului de întârziere de ordinul unu. 

Defazajul ( )Φ ω  este negativ şi strict descrescător în raport cu pulsaţia 
ω  (de la valoarea 0 la valoarea π/ 2− ), având valoarea π/ 4−  pentru pulsaţia 
de bandă bω . 

Prin eliminarea produsului 1Tω  între ( )U ω  şi ( )V ω , obţinem 
următoarea ecuaţie a locului de transfer: 

                      2 2 2( / 2) ( / 2)U K V K− + = ,    0V ≤  .      

Locul de transfer al sistemului este semicercul inferior (din cadranul IV), 
care trece prin origine, are centrul în punctul ( /2 , 0)K  şi este reprezentat cu 
linie continuă în fig. 7.5.  

 
Fig. 7.5. Locul de transfer şi locul Nyquist ale sistemului de întârziere de ordinul unu. 
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Pentru 1ω ω= , 1M  este factorul de amplificare, iar 1Φ  - defazajul 
ieşirii în raport cu intrarea. Locul lui Nyquist, care cuprinde şi semicercul 
superior (din cadranul I), este o curbă deschisă care nu conţine originea.  

Sistemul derivativ de ordinul unu are funcţia de transfer 

1

1

( )
1

τ sG s
T s

=
+

,    1 1, 0T τ >  

şi funcţia de frecvenţă 
1

1

( )
1

jG j
T j
τ ωω
ω

=
+

, 

cu 

   1 1
2
1

( ) τ Τ ωU ω
Τ ω

2

2
=

+1
,                                         (23) 

                                                1
2 2

1

( )  ,
1

τV
T

ωω
ω

=
+

                                       (24) 

                                       1
2 2

1

( )
1

M
T
τ ωω
ω

=
+

,                                       (25) 

                                             1
π( ) arctg
2

Φ Tω ω= − .                      (26) 

Defazajul Φ  este pozitiv şi strict descrescător în raport cu pulsaţia ω  
(de la π/2  la zero), iar amplificarea M este strict crescătoare cu ω  (de la 
valoarea zero la 1 1/Tτ ). Sistemul este un filtru trece-sus cu pulsaţia inferioară 
de bandă 11/b Tω =  (fig. 7.6). 

 
Fig. 7.6. Caracteristica amplitudine-pulsaţie a sistemului derivativ de ordinul unu. 
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Prin eliminarea variabilei ω  între ( )U ω  şi ( )V ω , rezultă următoarea 
ecuaţie a locului de transfer (fig. 7.7): 

                                 2 2 21 1

1 1

( ) ( )
2 2

τU V
T T
τ− + = ,    0V > .                     (27) 

 
Fig. 7.7. Locul de transfer şi locul Nyquist ale sistemului derivativ de ordinul unu. 

Sistemul de avans-întârziere de ordinul unu are funcţia de transfer 

       1

1

1( )
1

τ sG s K
T s

+=
+

,    1 1, , 0K T τ >  

şi funcţia de frecvenţă  

1

1

( 1)( )
1

K jG j
T j
τ ωω
ω

+=
+

, 

deci 

                        1 1 1 1
12 2 2

1 1 1
( ) ( ) ,

1
τΚ Τ ω T τKU ω τ
Τ T Τω ω

2

2
+1 −= = +

+1 +
( )             (28) 

                             1 1
2 2

1

( )( )  ,
1

K T τV
T

ωω
ω

− −=
+

                  (29) 

                     
2 2
1
2 2

1

1( )
1

M K
T
τ ωω
ω

+=
+

,                     (30) 

                   1 1( ) arctg arctgΦ Tω τ ω ω= − .               (31) 

Defazajul Φ  este negativ atunci când efectul de întârziere este 
dominant ( 1 1T τ> ) şi pozitiv - când efectul de avans este dominant ( 1 1Tτ > ). 

Din caracteristica amplificare-pulsaţie ( )M ω , rezultă  că:  
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(a)  pentru 1
1 2

Tτ < , sistemul este un filtru trece-jos cu pulsaţia superioară 

de bandă 
2 2

1 1

1
2b T

ω
τ

=
−

;  

(b)  pentru 1
1 12

2
T Tτ≤ ≤ , sistemul este un filtru trece-tot;  

(c) pentru 1 12Tτ > , sistemul este un filtru trece-sus cu pulsaţia 

inferioară de bandă 
2 2
1 1

1 1

2
b

T
T

τω
τ
−=  (fig. 7.8).  

 
Fig. 7.8. Caracteristica amplificare-pulsaţie a sistemului de 

avans-întârziere de ordinul unu cu 11 2T>τ  (filtru trece-sus). 

Prin eliminarea variabilei ω  între ( )U ω  şi ( )V ω , rezultă următoarea 
ecuaţie a locului de transfer şi locului lui Nyquist: 

              2 2 21 1

1 1
(1 ) 0τ τU K U V K

T T
− + + + = .             (32)  

In cazul în care efectul de avans este dominant ( 1 1Tτ > ), locul de transfer 
al sistemului este semicercul superior (din cadranul I), care intersectează axa 

reală în punctele ( , 0)K  şi 1

1

( , 0)τK
T

 - fig. 7.9. Locul lui Nyquist cuprinde şi 

semicercul inferior (din cadranul IV), dar nu conţine punctul 1

1

( , 0)τK
T

. 
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Fig. 7.9. Locul de transfer şi locul Nyquist ale sistemului de avans-întârziere 
de ordinul unu cu 11 T>τ . 

Sistemul de întârziere de ordinul doi de tip oscilant amortizat are 
funcţia de transfer  

2

2 2
( )

2
n

n n
G s

s s
ω
ξω ω

=
+ +

,   0 1ξ< < ,  0nω >  

şi funcţia de frecvenţă 
2

2 2
( )

2 ( )
n

n n
G j

j
ωω

ω ω ξω ω
=

− +
, 

deci 

             
2

2 2 2 2
1( )

(1 ) 4
xU x

x xξ
−=

− +
,   

2 2 2 2
2 x( )

(1 ) 4
V x

x x
ξ

ξ
−=

− +
,                (33) 

                     
2 2 2 2

1( )
(1 ) 4

M
x x

ω
ξ

=
− +

,     
2

2tg ( )
1

xΦ
x
ξω =
−

,              (34) 

unde / nx ω ω=  este pulsaţia relativă.  

In cazul 1 1
2

ξ≤ ≤ , amplificarea M este descrescătoare în raport cu x , 

deci cu pulsaţia ω  (fig. 7.10).  

In cazul 10
2

ξ< < , amplificarea M  atinge valoarea maximă 

2
1

2 1ξ ξ−
 pentru 21 2 1x ξ= − < , adică pentru 21 2n nω ω ξ ω= − < .  

In cazul 0ξ= , amplificarea M  tinde la ∞  atunci când pulsaţia ω  tinde 
spre valoarea nω  (fenomen de rezonanţă).   
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Fig. 7.10. Caracteristica amplitudine-pulsaţie a sistemului oscilant de ordinul doi. 

Defazajul Φ  este negativ şi strict descrescător în raport cu pulsaţia ω  
(de la zero la π− ), fiind egal cu π/2−  pentru nω ω=  (fig. 7.11).  

 
Fig. 7.11. Locul de transfer al sistemului de întârziere de ordinul doi. 

Sistemul timp mort pur are funcţia de transfer 

                                                     ( ) e sG s τ
τ

−=                                               (35) 

şi funcţia de frecvenţă  
( ) e jG j τ ω

τ ω −= ,                                          (36) 

cu modulul unitar şi argumentul liniar descrescător în raport cu ω : 

                  ( ) 1Mτ ω =  ,  ( )Φτ ω τω=− .                            (37) 

Prin urmare, în cazul sistemului cu timp mort cu funcţia de transfer 

( ) ( )e s
mG s G s τ−= , 
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unde ( )G s  este funcţia de transfer a sistemului fără timp mort, avem 

               ( ) ( )mM Mω ω= ,    ( ) ( )mΦ Φω ω τω= −  .                    (38) 

Rezultă că locul de transfer al sistemului cu timp mort poate fi obţinut prin 
„spiralizarea” în sens orar a locului de transfer al sistemului fără timp mort, 
adică prin rotirea în sens orar, în jurul originii, cu unghiul τω  (exprimat în 
radiani), a fiecărui punct al locului de transfer fără timp mort. 

Sistemul pur integral cu timp mort are funcţia de transfer 

                              1( ) e s
mG s s

τ−=                                   (39) 

şi funcţia de frecvenţă 

               1 sin cos( ) e j
m

jG j j
τ ω τω τωω ω ω
− − −= = , 

din care rezultă 

                  1( )mM ω ω=  ,    π( ) 2mΦ ω τω= − − ,                          (40) 

                  sin( )mU τωω ω
−=  ,    cos( )mV τωω ω

−=  .                     (41) 

Din ecuaţia  ( ) (2 1)πmΦ kω = − + , obţinem pulsaţiile punctelor de intersecţie a 
locului de transfer cu semiaxa reală negativă (fig. 7.12): 

                         (4 1)π
2k

kω τ
+=  ,    0 ,1, 2 ,k = …                     (42) 

 

Fig. 7.12. Locul de transfer al sistemului pur integral cu timp mort. 
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Deoarece sin 1kω τ = , punctele de intersecţie cu semiaxa reală negativă au 
partea reală 

                       1 2
(4 1)πk

k
U k

τ
ω
− −= = +  ,                                 (43) 

deci   

                                  0
2
πU τ−= ,    1

2
5πU τ−=  ,  "                              (44) 

Sistemul de întârziere de ordinul unu cu timp mort, cu funcţia de 
transfer 
                                

1

1( ) e1m
sG s T s

τ−=
+

 ,                             (45) 

are funcţia de frecvenţă 

1
2 2

1 11

(1 )(cos sin )cos sin1( ) e 11 1m
j T j jjG j T jT j T

τ ω ω τω τωτω τωω ωω ω
− − −−= = =++ +

, 

din care rezultă 

           
2 2

1

1( )
1

mM
T

ω
ω

=
+

 ,  1( ) arctgmΦ Tω ω τω= − − ,             (46) 

                                 1
2 2

1

cos sin
( )

1m
T

U
T

τω ω τω
ω

ω
−

=
+

,                                  (47) 

                                 1
2 2

1

sin cos
( )

1m
T

V
T

τω ω τω
ω

ω
− −

=
+

.                                 (48) 

 
Fig. 7.13. Locul de transfer al sistemului de întârziere de ordinul unu cu timp mort. 
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Prima intersecţie a locului de transfer cu semiaxa reală negativă (fig. 7.13) 
are partea reală 0 0cosU τω= , unde pulsaţia 0ω  este dată de relaţia 

             1 0 0tg 0T ω τω+ =  ,    0
π

π
2

τω< <  .                        (49) 

Sisteme de fază minimă şi neminimă  

Un sistem liniar este de fază minimă atunci cînd, pentru o caracteristică 
amplificare-pulsaţie ( )M ω  dată, defazajul ( )Φ ω  în regim sinusoidal 
permanent între mărimea de ieşire şi mărimea de intrare este minim (în 
modul). De exemplu, sistemele cu funcţiile de transfer 

1
2 1( ) 5 1

sG s s
+=
+

,   2
2 1( ) 5 1

sG s s
− +=

+
, 

au aceeaşi amplificare în frecvenţă, anume  
2

1 2 2
4 1( ) ( )

25 1
M M ωω ω

ω
+= =
+

, 

dar defazaje diferite: 

1( ) arctg2 arctg5Φ ω ω ω= − ,    2( ) arctg2 arctg5Φ ω ω ω=− − ,  

Primul sistem este de fază minimă, iar al doilea de fază neminimă, deoarece  

1 2( ) ( )Φ Φω ω< ,   0ω > . 

Sistemele de fază minimă au toate zerourile funcţiei de transfer cu partea 
reală negativă sau nulă, iar sistemele cu fază neminimă au cel puţin un zerou 
cu partea reală pozitivă. 

■ In MATLAB, pentru reprezentarea locului lui Nyguist al unui sistem sis se 
utilizează funcţia nyquist, sub una din formele 

   •   nyquist(sis) ; 
   •   nyquist(sis,w) ; 
   •  [Re,Im,w]= nyquist(sis,w) . 

Dacă funcţia nyquist este apelată cu argumentele de ieşire [Re,Im,w], în locul 
reprezentării grafice a locului de transfer sunt returnate valorile părţii reale Re şi ale părţii 
imaginare Im în raport cu valorile vectorului pulsaţie w.  
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7.4. FUNCŢIA DE FRECVENŢĂ A SISTEMELOR DISCRETE 

Considerăm sistemul liniar discret cu funcţia de transfer ( )G z  şi pasul 
T . Prin definiţie, funcţia de frecvenţă a sistemului este funcţia complexă 

j(e )TG ω , unde π[0, ]Tω∈ . Ca şi la sistemele continue, funcţia de frecvenţă 

poate fi scrisă sub forma 

                        j j ( )(e ) ( )eT ΦG Mω ωω= ,                 (50) 

unde ( )M ω  şi ( )Φ ω  reprezintă respectiv modulul şi argumentul funcţiei de 
frecvenţă. De asemenea, funcţia de frecvenţă poate fi scrisă sub forma 

                       j(e ) ( ) j ( )TG U Vω ω ω= + ,                 (51) 

unde ( )U ω  este partea reală a funcţiei de frecvenţă, iar ( )V ω  este partea 
imaginară. 

Teorema filtrării. Pentru un sistem liniar discret având toţi polii cu 
modulul subunitar, aflat în regim sinusoidal permanent cu pulsaţia ω , 
modulul şi argumentul funcţiei de frecvenţă j(e )TG ω  reprezintă factorul de 
amplificare şi, respectiv, defazajul ieşirii în raport cu intrarea. 

Pentru demonstrarea teoremei, considerăm că la intrarea sistemului cu 
funcţia de transfer ( )G z  se aplică semnalul discret sinusoidal ( ) sinu t tω= , cu 
perioada de discretizare T . Trebuie să arătăm că răspunsul sistemului în 
regim permanent are expresia 

                                 ( ) ( ) sin[ ( )]py t M t Φω ω ω= + .                     (52)                      

Transformata Z a răspunsului sistemului este 

                          
1

1 2
( sin )( ) ( )

1 2(cos )
T zY z G z
T z z
ω
ω

−

− −=
− +

 

                                  
1 1

1 2
( sin ) [1 (cos ) ] ( )

1 2(cos ) tr
A T z B T z Y z

T z z
ω ω

ω
− −

− −
+ −= +

− +
 ,         (53) 

unde ( )trY z  are aceeaşi poli ca ( )G z , deci poli cu modulul subunitar. Din 
proprietatea valorii finale, rezultă  

1

1
lim ( ) lim(1 ) ( ) 0tr tr
t z

y t z Y z−

→∞ →
= − = . 
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In consecinţă, răspunsul ( )y t  al sistemului are componenta sinusoidală 
prmanentă 

1
1 1

1 2
( sin ) [1 (cos ) ]( ) [ ] sin cos

1 2(cos )p
A T z B T zy t A t B t

T z z
ω ω ω ω

ω
−

− −

− −
+ −= = +

− +
Z . 

Pentru determinarea constantelor A  şi B  , scriem  relaţia (53) sub forma  
1(( )sin sin ( cos ) z 2cos ) ( )trG z T A T B z T T z Y zω ω ω ω −= + − + − + , 

apoi înlocuim pe z  cu 
je Tω . Deoarece 12cos 0z T zω −− + = , obţinem  

j(e ) jTG A Bω = + , 
j ( )( )e jΦM A Bωω = + , 

deci  
( )cos ( )A M ω Φ ω= ,    ( )sin ( )B M ω Φ ω= , 

apoi  
                              ( ) sin cospy t A t B tω ω= +  

                                      ( )[cos ( )sin sin ( )cos ]M t tω Φ ω ω Φ ω ω= +  

                                   ( )sin[ ( )]M tω ω Φ ω= + .    

Relaţia obţinută pune în evidenţă faptul că funcţia de frecvenţă )(ej TG ω  
reprezintă factorul complex de amplificare în regim armonic permanent. 

7.5.  APLICAŢII REZOLVATE 

♦ Aplicaţia  7.1.  Se dă sistemul cu ecuaţia  

uyyT �� 11 4τ=+ , 

unde sT 101 =  şi s31 =τ . Să se afle: 
(a)  valoarea maximă a amplificării în regim sinusoidal permanent; 
(b)  pulsaţia inferioară de bandă bω ; 
(c) amplitudinea A  şi faza α  a răspunsului permanent al sistemului  la intrarea 

2
sin3 tu = . 

Soluţie. (a)  Sistemul are funcţia de transfer 
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110
12

1
4

)(
1

1
+

=
+

=
s

s
sT

s
sG

τ  

şi funcţia de frecvenţă 

110
12)(

+
=

ω
ωω

j
jjG . 

Amplificarea sistemului este egală cu modulul funcţiei de frecvenţă (teorema filtrării), 
care este egal cu raportul dintre modulul numărătorului şi cel al numitorului:  

1100
11

5
6

1100

12)( 22 +
−=

+
=

ωω

ωωM . 

Deoarece funcţia )(ωM  este crescătoare, sistemul este un filtru trece sus, cu amplificarea  

6
( ) lim ( )

5
M M

ω
ω ω

→∞
< = . 

(b)  Pulsaţia inferioară de bandă este dată de relaţia 

2
)( maxM

M b =ω . 

Rezultă ecuaţia 

25
6

1100

12
2

=
+b

b

ω

ω
, 

din care obţinem 
1,0=bω  rad/s. 

(c) Răspunsul permanent al sistemului la intrarea  

2
sin3 tu =  

are forma  

)
2

sin( α+=
tAy p , 

unde 
18

(1/ 2 ) 3
26

A M= ⋅ = . 

Faza răspunsului permanent este egală cu defazajul dintre semnalul de ieşire şi cel de 
intrare, deci cu argumentul funcţiei de frecvenţă (teorema filtrării), egal cu diferenţa 
dintre argumentul numărătorului şi cel al numitorului funcţiei de frecvenţă: 

π
( ) arctg (10 )

2
Φ ω ω= − . 

Prin urmare, faza răspunsului permanent este  
π

arctg 5 0
2

α = − > . 
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♦ Aplicaţia  7.2.  Să se determine  parametrii  a , b şi c  astfel încât  

2e
1

s b cs
as

− +
≈

+
. 

Soluţie. Scriem relaţia de aproximaţie sub forma 

2

1
1( 2 )2

1
1! 2!

b cs
asss

+
≈

+
+ + +…

 

şi impunem condiţia ca dezvoltările ( ) 1A s as= +  şi 
22 (2 )( ) ( )[1 ]

1! 2!
s sB s b cs= + + + +…  să aibă 

coeficienţii primelor puteri ale lui s  egali. Deoarece 

2( ) (2 ) (2 2 )B s b b c s b c s= + + + + +"   , 

formăm ecuţiile 1 b= , 2a b c= + , 0 2 2b c= + , de unde rezultă 1b= , 1c=− , 1a= , deci 

2 1
e

1
s s

s
− −

≈
+

. 

Remarcă. O soluţie similară este următoarea. Scriem relaţia de aproximaţie sub 
forma 

2( 2 )2
1

1! 2! 1
ss b cs

as
+

− + − ≈
+

…  

şi impunem condiţia ca dezvoltările  
22 (2 )( ) (1 )[1 ]

1! 2!
s sA s as= + − + −…  

şi ( )B s b cs= +  să aibă coeficienţii primelor puteri ale lui s  egali. Deoarece 

2( ) 1 ( 2) ( 2 2)A s a s a s= + − + − + +"   , 

formăm ecuţiile 1 b= , 2a c− = , 2 2 0a− + = , de unde rezultă 1b= , 1a= , 1c=− , deci 

2 1
e

1
s s

s
− −

≈
+

. 

♦ Aplicaţia  7.3.  Considerăm sistemele cu funcţiile de transfer 

1
1

1
( )

1
G s

T s
=

+
,    1

2
1

( )
3 1

T s
G s

T s
=

+
,     1 0T > . 

Pentru ce valoare pozitivă a pulsaţiei ω  factorii de amplificare ai celor două sisteme în 
regim sinusoidal permanent sunt egali? 

Soluţie. Avem 
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1
1

1
( )

1
G j

T j
ω

ω
=

+
,      1

2
1

( )
3 1

T j
G j

T j
ω

ω
ω

=
+

, 

1 2 2
1

1
( )

1
M

T
ω

ω
=

+
,      1

2 2 2
1

( )
9 1

T
M

T
ω

ω
ω

=
+

, 

Din ecuaţia  

1 2( ) ( )M Mω ω= , 

rezultă 
2 2 2 2 2

1 1( ) 8 1 0T Tω ω− − = ,      

 
1

4 17
T

ω
+

= . 

♦ Aplicaţia 7.4.  Considerăm sistemul numeric cu pasul T şi funcţia de transfer 
1

0 1
1

1

z
( )

1
b

G z
a z

b −

−
+

=
+

. 

Să se afle factorul de amplificare şi defazajul ieşirii în raport cu intrarea în regim 
sinusoidal permanent. 

Soluţie. Sistemul are funcţia de frecvenţă 

                 
j

0 1 0 1 1j
j

1 11

e
(e )

11 e
cos j sin

cos j sin

T
T

T
b b

G
aa

b b T b T
T a T

ω
ω

ω
ω ω
ω ω

−

−
+ +

= =
++

−
−

. 

Rezultă (fig. 7.14) 

             
2 2 2 2 2

0 1 1 0 0 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

2
( )

(1 1 2

( cos ) sin cos

cos ) sin cos

b b b
M

a a

b T b T b T b

T a T T a
ω

ω ω ω

ω ω ω

+ +
= =

+ +

+ +

+ +
 

şi 
                        1 2( ) ( ) ( )Φ ΦΦ ω ωω = − ,   

unde 

      1
1

0 1
( )

cos
sintg T

b b T
bΦ ω

ω
ω −

=
+

,   1
2

1

sintg ( )
1 cos

a TΦ
a T

ωω
ω

−=
+

. 

In cazul particular 00 =b , rezultă 

1

2
1 1

( )
1 2 cos

b
M

a T a
ω

ω
=

+ +
, 

iar în cazul particular 1 0b = , rezultă 

0

2
1 1

( )
1 2 cos

b
M

a T a
ω

ω
=

+ +
. 
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Fig. 7.14. Modulul funcţiei de frecvenţă în cazurile: 

a) ;15,0;15,0;7,0 101 ==−= bba   b) ;3,0;0;7,0 101 ==−= bba  
 c) ;85,0;85,0;7,0 101 === bba           d) ;7,0;1;7,0 101 === bba  

      e) ;1,1;6,0;7,0 101 === bba  

7.6.  APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C7.1. Se dă sistemul cu ecuaţia uyyT =+�1 , unde sT 101= . Să se afle: 
(a)  pulsaţia de bandă bω ; 
(b) amplitudinea A  şi defazajul α  al răspunsului )4/sin( α+= tAy p  al sistemului 

în regim sinusoidal permanent pentru 4/sin2 tu = . 

♦ C7.2. Fie conexiunea serie formată din subsistemele:  

                 1Σ :  uu +=+ �� 34 vv ,    2Σ :  v25 =+ yy� .     

                              
a) Pentru 3sin2 tu = , să se afle răspunsul permanent )3sin()( α+= tAtpv ; 

b) Pentru 2sin tu = , să se afle răspunsul permanent )2sin()( α+= tAtyp . 

♦ C7.3. Se dă sistemul 

                                          
⎩
⎨
⎧

+−−=

=

uxxx

xx

212

21

322

2
�

�
,   16y x= . 

Să se afle banda de trecere şi amplificarea în regim permanent sinusoidal cu pulsaţia 
1=ω rad/sec. 
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8 
STABILITATEA 

SISTEMELOR LINIARE 
 

Conceptul de stabilitate a fost introdus pentru a ilustra caracterul mărginit 
sau nemărginit al mărimilor de stare şi/sau de ieşire, în condiţiile în care 
mărimile de intrare sunt mărginite.  

In domeniul stabilităţii sistemelor liniare se utilizează două concepte: 
conceptul de stabilitate internă (referitoare la mărginirea stării sistemului) şi 
conceptul de stabilitate externă (referitoare la mărginirea ieşirii sistemului). 
Deoarece ieşirea curentă a unui sistem liniar este o funcţie liniară în raport cu 
starea acestuia, dacă starea este mărginită (sistemul este intern stabil), atunci şi 
ieşirea este mărginită (sistemul este extern stabil). Reciproca acestei afirmaţii 
nu este adevărată, deoarece un sistem poate avea ieşirea mărginită în condiţiile 
în care starea este nemărginită. Un exemplu în acest sens este reprezentat de  
sistemele monovariabile de ordinul doi cu variabila de stare 1x  mărginită, 
variabila de stare 2x  nemărginită şi mărimea de ieşire dependentă numai de 
starea 1x .  

Deoarece sistemele fizice sunt liniare cel mult într-un domeniu limitat de 
variaţie a mărimilor de stare şi de ieşire, conceptele şi teoremele generale de 
stabilitate internă şi externă trebuie aplicate numai în interiorul domeniului de 
liniaritate. In plus, toate sistemele fizice liniare pe un anumit domeniu au 
caracteristici neliniare de tip saturaţie şi blocare în exteriorul domeniului de 
liniaritate. De exemplu, nivelul de lichid într-un rezervor nu poate depăşi 
înalţimea rezervorului şi nici nu poate scădea sub valoarea zero indiferent de 
modul în care variază debitele de admisie şi de evacuare. In consecinţă, 
mărimile de stare şi de ieşire ale sistemelor fizice instabile rămân totuşi 
mărginite, stabilizându-se la valori situate în domeniul de neliniaritate sau 
oscilând între  zona de saturaţie şi zona de blocare. In cele ce urmează, vom 
considera cazul teoretic al sistemelor cu domeniu de liniaritate nemărginit. In 
practică, rezultatele obţinute în această ipoteză trebuie adaptate şi corectate în 
conformitate cu cele prezentate mai sus. 
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8.1.  STABILITATEA INTERNĂ 

Prin definiţie, un sistem liniar este intern strict (asimptotic) stabil dacă 
starea sistemului evoluează liber în spaţiul stărilor spre origine, adică 

                                  lim ( ) 0
t

X t
→∞

=l ,.                                            (1)  

oricare ar fi starea iniţială. Un sistem liniar este intern simplu (la limită) stabil 
dacă starea acestuia evoluează liber spre o curbă închisă, parcursă la nesfârşit. 
In consecinţă, un sistem liniar este intern stabil (strict sau simplu) dacă starea 
sistemului evoluează liber într-un domeniu mărginit al spaţiului stărilor, 
oricare ar fi starea iniţială. Un sistem care nu este intern stabil se numeşte 
intern instabil. In regim liber, traiectoriile de stare ale unui sistem instabil sunt 
divergente.  

Starea liberă are expresia  
                                              0( ) ( )X t t XΦ=l ,                            (2) 

unde ( )tΦ  este matricea fundamentală sau de tranziţie a stării, egală cu eAt  
( t +∈R ) la sistemele liniare continue, respectiv cu tA  ( t∈N ) la sistemele 
liniare discrete. Din (1) şi (2) obţinem imediat 

Lema stabilităţii interne stricte. Un sistem liniar este intern strict stabil 
dacă şi numai dacă matricea de tranziţie a stării  tinde spre zero, adică 

                                                       lim ( ) 0
t

tΦ
→∞

= .                                              (3) 

Din lema stabilităţii interne reiese că stabilitatea internă a unui sistem 
liniar (continuu sau discret) este o proprietate asociată exclusiv matricei A , 
deci o proprietate internă a sistemului.  

Teorema stabilităţii interne stricte. a) Un sistem liniar continuu este 
intern strict stabil dacă şi numai dacă toate rădăcinile polinomului 
caracteristic au partea reală negativă (sunt situate în semiplanul complex 
stâng). 

b) Un sistem liniar discret este intern strict stabil dacă şi numai dacă 
toate rădăcinile polinomului caracteristic au modulul subunitar (sunt situate 
în interiorul discului unitar cu centrul în originea planului complex). 

Pentru demonstraţie, reamintim că rădăcinile polinomului caracteristic 
( )sP  sunt valorile proprii ale matricei A , adică  

                                              ( ) det( I )s s A= −P ,                            (4) 
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Pentru un sistem liniar continuu cu valorile proprii 1 2, , , ns s s…  distincte,  
matricea de tranziţie a sistemului poate fi scrisă sub forma 

1e eAt AtV V −= , 

unde V  este matricea pătrată a vectorilor proprii, iar  

1 2e diag (e , e , , e )nt s t s tAt s= … . 

Deoarece matricea V  este nesingulară, avem  

            lime 0At

t→∞
=  ⇔  lime 0At

t→∞
=  ⇔  lime 0i t

t

s i
→∞

= ∀  ⇔  Re 0is i< ∀ .  

Similar, în cazul unui sistem liniar discret cu valorile proprii 1 2, , , nz z z…  
distincte, matricea de tranziţie a stării poate fi scrisă sub forma  

1t tA VA V −= , 
cu   

1 2diag ( , , , )t t t t
nA z z z= … ; 

prin urmare, avem 

0lim t

t
A

→∞
=  ⇔  lim 0t

t
A

→∞
=  ⇔  lim 0i

t

t
z i

→∞
= ∀  ⇔  1iz i< ∀ . 

Aceste rezultate sunt valabile şi la sistemele continue şi discrete cu valori 
proprii multiple.  

Referitor la stabilitatea generală (strictă sau simplă), din (2) rezultă că un 
sistem liniar este intern stabil dacă şi numai dacă matricea de tranziţie a 
stării este finită, adică există 0M >  astfel încât 

                                                ( ) 0t M     tΦ ≤ ∀ ≥ .                                      (5) 

In cazul unui sistem continuu cu valori proprii distincte, matricea ( )tΦ  este 
mărginită dacă şi numai dacă matricea diagonală eAt  este mărginită. Condiţia 
este satisfăcută atunci când toate funcţiile e is t

 sunt mărginite, adică atunci 
când Re 0is ≤  pentru {1,2, , }i n∈ … . Dacă matricea A are  o valoare proprie 

dublă, de exemplu 1 2s s= , atunci matricea bloc diagonală eAt  conţine blocul 
diagonal 

                                       
1 1

12
1

e e
e

0 e

s t s t
t

s t
A t

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 .                                           
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Se observă că matricea 12e tA  nu este mărginită în cazul 1,2Re 0s = . Acest 
rezultat poate fi extins prin  

Teorema stabilităţii interne. a) Un sistem continuu este intern stabil dacă 
toate rădăcinile polinomului caracteristic au partea reală negativă sau nulă, 
cele cu partea reală nulă fiind rădăcini simple. 

b) Un sistem discret este intern stabil dacă toate rădăcinile polinomului 
caracteristic au modulul subunitar sau unitar, cele cu modulul unitar fiind 
rădăcini simple. 

Observaţii. 1°. Din dezvoltarea 

                              1
11 22det( I ) ( )n n

nns A s a a a s −− = − + + + +" "  

reiese că suma rădăcinilor polinomului caracteristic al matricei A  este egală 
cu suma elementelor diagonale ale matricei A , adică 
                   1 2 11 22n nns s s a a a+ + + = + + +" "  .                               (6) 

Pentru un sistem continuu, deoarece  

1 2 1 2 11 22Re Re Re n n nns s s s s s a a a+ + + = + + + = + + +" " " , 

rezultă că dacă  
                                11 22 0nna a a+ + + >" ,                                (7) 

atunci există o rădăcină is  astfel încât Re 0is > , deci sistemul este intern 
instabil. 

Pentru un sistem discret, deoarece  

            1 2 1 2 11 22n n nns s s s s s a a a+ + + ≥ + + + = + + +" " " ,  

rezultă că dacă  
                                11 22 nna a a n+ + + >" ,                                (8) 

atunci există o rădăcină is  astfel încât 1is > , deci sistemul este intern instabil. 

2°. Conceptul de stabilitate internă este specific sistemelor de tip I-S-E, 
dar poate fi extins şi la sistemele de tip I-E pe baza conceptului de polinom 
caracteristic, comun ambelor tipuri de sisteme. Din acest motiv, în teorema 
stabilităţii interne apare expresia “rădăcinile polinomului caracteristic“ în 
locul expresiei “valorile proprii ale matricei A“.  La sistemele multivariabile 
cu m  intrări şi p  ieşiri, polinomul caracteristic al sistemului este c.m.m.m.c. 
al polinoamelor caracteristice asociate celor m p⋅  canale intrare-ieşire. 
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8.2.  STABILITATEA EXTERNĂ 

Prin definiţie, un sistem liniar este extern strict stabil dacă pentru orice 
intrare de tip original mărginită, ieşirea sistemului este, de asemenea, 
mărginită. Matematic, un sistem liniar multivariabil este extern strict stabil 
dacă oricare ar fi intrarea de tip original cu proprietatea 

                                        ( ) 1U t ≤ ,                                              
există  0M >  astfel încât 
                                       ( )Y t M≤ .                              

La sistemele monovariabile liniare, cu funcţia pondere ( )g t , din relaţia 
de convoluţie a sistemelor continue 

                               0( ) ( ) ( )ty t g t - u dτ τ τ=∫ ,                          (9) 

respectiv relaţia de convoluţie a sistemelor discrete 

                                 
0

( ) ( ) ( )
k

t
y t g t k u k

=
= −∑ ,                    (10)                       

rezultă  

Lema 1 a stabilităţii externe stricte. a) Un sistem monovariabil continuu 
este extern strict stabil dacă şi numai dacă integrala 

                               0 ( )g t dt ∞=∫I                                      (11) 

este finită. 
b) Un sistem liniar monovariabil discret este extern strict stabil dacă şi 

numai dacă suma 

                               
0

( )
t

g t
=

∞
=∑S                                      (12) 

este finită. 

La sistemele continue, pentru a demonstra necesitatea, vom arăta că 
integrala I este finită dacă sistemul este extern strict stabil. Avem 

                  0 0 0( ) lim ( ) lim ( )T T

T T
g t dt g t dt g T dτ τ∞

→∞ →∞
= = = −∫ ∫ ∫I  

                0lim ( ) sgn(g( ))T

T
g T T dτ τ τ

→∞
= − ⋅ −∫ , 
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Prin urmare, pentru intrarea mărginită ( ) sgn( ( ))u g Tτ τ= − , avem 

                0lim ( ) ( ) lim ( )T

T T
g T u d y Tτ τ τ

→∞ →∞
= − ⋅ =∫I , 

unde ( )y T  este valoarea ieşirii la momentul T . Deoarece sistemul este extern 
strict stabil, ieşirea y  este mărginită, deci integrala I este finită. 

Pentru a demonstra suficienţa, vom considera integrala I finită şi vom 
arăta că sistemul este strict stabil, adică ieşirea ( )y t  este mărginită pentru 
orice intrare ( )u t  de tip original cu 1u t ≤( ) . Intr-adevăr, avem 

                       0 0 0( ) t tty t g t u d g t u d g t dτ τ τ τ τ τ τ τ= − ≤ − ≤ −∫ ∫ ∫( ) ( )  ( ) ( ) ( )  

         0 0
t g x d x g x d x∞= ≤ =∫ ∫ I( ) ( ) .  

La sistemele discrete, demonstraţia este similară. 
O condiţie necesară ca integrala I şi suma S  să fie finite este ca funcţia 

pondere ( )g t  să tindă la 0 pentru t→∞ . La sistemele liniare, ca urmare a 
caracterului exponenţial al funcţiei pondere, această condiţie este şi suficientă. 
Rezultă astfel: 

Lema 2 a stabilităţii externe stricte. Un sistem liniar monovariabil 
(continuu sau discret) este extern strict stabil dacă şi numai dacă 

        lim ( ) 0
t

g t
→∞

= .                (13) 

Funcţia de transfer a unui sistem liniar continuu propriu şi cu polii simpli 
1 2, , , np p p…  poate fi scrisă sub forma 

             1 2
0

1 2
( ) n

n

C C C
G s C s p s p s p+ += + +

− − −
" ,                (14) 

unde iC  sunt constante reale sau complexe. Din expresia funcţiei pondere, 

                              1 2
00 1 2( ) ( ) e e e np tp t p t

ng t C t C C Cδ= + + + +" ,                (15) 

reiese că lim ( ) 0
t

g t
→∞

=  dacă şi numai dacă Re 0ip <  pentru orice {1, 2, , }i n∈ … .  

Similar, deoarece funcţia pondere a unui sistem liniar discret cu r n≤  şi 
cu polii simpli 1 2, , , np p p…  are forma 

                                 0
0 1 1 2 2( ) ( ) n n

t t tg t C t C p C p C pδ= + + + +" ,                       (16) 

avem lim ( ) 0
t

g t
→∞

=  dacă şi numai dacă 1ip <  pentru orice {1, 2, , }i n∈ … . 

Aceste rezultate, valabile şi la sistemele cu poli multipli, conduc la 
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Teorema stabilităţii externe stricte. a) Un sistem liniar monovariabil 
continuu este extern strict stabil dacă şi numai dacă toţi polii funcţiei de 
transfer a sistemului au partea reală negativă. 

b) Un sistem liniar monovariabil discret este extern strict stabil dacă şi 
numai dacă toţi polii funcţiei de transfer a sistemului au modulul subunitar. 

Prin relaxarea condiţiei de stabilitatea strictă (13) de la Lema 2, se 
consideră că un sistem liniar monovariabil este extern stabil dacă funcţia 
pondere g  este mărginită pentru 0t> .  

In cazul sistemelor continue cu poli distincţi, din expresia (15) a funcţiei 
pondere g  reiese că aceasta este mărginită pentru 0t>  dacă şi numai dacă 
Re 0ip ≤  pentru {1, 2, , }i n∈ … . In cazul 1 2p p= , când  

2
1 2 3

0
1 1 3

( )
( )

n

n

C C C C
G s C

s p s p s p s p
+ += + +

− − − −
" , 

1 3
00 1 2 3( ) ( ) ( )e e e np t p t p t

ng t C t C C t C Cδ= + + + + +" , 

funcţia pondere ( )g t  este mărginită pentru 0>t  dacă şi numai dacă 1Re 0p <  
şi Re 0ip ≤  pentru {3, 4, , }i n∈ … . Acest rezultat poate fi extins prin  

Teorema stabilităţii externe. a) Un sistem liniar continuu este extern 
stabil dacă şi numai dacă polii funcţiei de transfer a sistemului au partea 
reală negativă sau nulă, polii cu partea reală nulă fiind poli simpli.  

b) Un sistem liniar discret este extern stabil dacă şi numai dacă polii 
funcţiei de transfer a sistemului au modulul subunitar sau unitar, polii cu 
modulul unitar fiind poli simpli. 

Un sistem multivariabil este extern stabil dacă şi numai dacă toate 
canalele intrare-ieşire ale sistemului sunt extern stabile. 

Observaţii. 1°. Problema stabilităţii unui sistem liniar se reduce la 
problema poziţionării în planul complex a rădăcinilor polinomului 
caracteristic  - în cazul stabilităţii interne, respectiv a rădăcinilor polinomului 
polilor - în cazul stabilităţii externe. In cazul unui sistem monovariabil 
minimal, polinomul caracteristic coincide cu polinomul polilor şi, în 
consecinţă, sistemul este intern stabil dacă şi numai dacă este extern stabil. Un 
sistem intern stabil este şi extern stabil, dar implicaţia inversă nu este valabilă 
(de exemplu, atunci când polinomul caracteristic are o rădăcină care nu este 
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pol, cu partea reală pozitivă - la sistemele continue, respectiv cu modulul 
supraunitar - la sistemele discrete).  

2°.  In cazul conexiunilor serie şi paralel, dacă sistemele componente 
sunt strict stabile, atunci sistemul rezultant este strict stabil. Teoretic, sistemul 
rezultant poate fi strict stabil şi în condiţiile în care sistemele componente nu 

sunt toate strict stabile. De exemplu, conexiunea serie continuă cu 1
1( ) 1

sG s s
−=
+

 

şi 2
1( ) 1G s s= −

, precum şi conexiunea paralel cu 1
1( ) 1G s s

−=
−

 şi 2 ( ) 1
sG s s= −

, 

sunt extern strict stabile. In aplicaţiile practice se consideră însă inacceptabilă 
soluţia stabilizării externe a sistemului prin simplificarea sau reducerea 
părţilor instabile. In schimb, soluţia stabilizării externe prin reacţie negativă 
este posibilă şi acceptabilă în practică. De exemplu, sistemul continuu având 

pe calea directă subsistemul instabil cu 1
1( ) 1G s s= −

 şi pe calea de reacţie 

subsistemul cu 2 ( ) 2G s =  este extern strict stabil. 

3°. In cazul sistemului de reglare continuu din fig. 1.8 sau fig. 5.4, dacă 
elementele componente sunt de tip minimal (cu forma primară a funcţiilor de 
transfer ireductibilă) şi, în plus, produsul R E P TG G G G  este ireductibil, atunci 
polinomul caracteristic şi polinomul polilor coincid, fiind egale cu 
numărătorul raţionalei  

                                  1 ( ) ( ) ( ) ( )R E P TG s G s G s G s+ .                              (17) 

In acest caz, sistemul este intern stabil dacă şi numai dacă este extern stabil. 
Această proprietate se păstrează şi în cazul mai general în care elementele 
componente sunt de tip minimal şi produsul R E P TG G G G  se simplifică printr-
un polinom hurwitzian (care are toate rădăcinile cu partea reală negativă), 
precum şi atunci când toate elementele componente sunt intern stabile. In 
proiectarea regulatorului unui sistem de reglare a unui proces instabil trebuie 
evitată soluţia simplificării polului instabil al procesului cu un zerou al 
regulatorului, deoarece o simplificare perfectă este posibilă numai teoretic. 

La sistemele de reglare cu eşantionare (fig. 6.2), ecuaţia polilor sistemului 
discretizat are forma 

                                  01 ( )( ) ( ) 0R E P TG z G G G z+ = .                              (18) 

In cazul unui sistem de reglare liniar instabil, răspunsul teoretic la 
referinţă sau perturbaţie treaptă este nemărginit, de tip oscilant sau aperiodic 
(fără oscilaţii). In practică, deoarece domeniul de liniaritate este mărginit, 
mărimea reglată rămâne totuşi mărginită, stabilizându-se în zona de 
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neliniaritate (de regulă, atunci când RK  are semnul greşit) sau oscilând între 
zona de saturaţie şi zona de blocare (de regulă, atunci când RK  are semnul 
corect şi valoarea ridicată). 

8.3.  CRITERIUL DE STABILITATE HURWITZ 

Criteriul lui Hurwitz permite rezolvarea efectivă a problemei stabilităţii 
pornind de la condiţiilor formulate în cadrul teoremelor de stabilitate internă şi 
externă. Criteriul are la bază ideea conform căreia rezolvarea problemei 
locaţiei rădăcinilor unui polinom în raport cu axa imaginară sau cu cercul 
unitar cu centrul în origine nu necesită calculul efectiv al rădăcinilor 
polinomului. Stabilitatea internă este studiată pe baza polinomului 
caracteristic, iar stabilitatea externă pe baza polinomului polilor. 

Criteriul lui Hurwitz.  Polinomul 
1

1 1 0( ) n n
n n np s a s a s a s a−

−= + + + +" ,    0na >  

este hurwitzian, adică are toate rădăcinile cu partea reală negativă, dacă şi 
numai dacă toţi coeficienţii  polinomului şi minorii principali  

1 1naΔ −= ,    1 3
2 1 2 3

2

n n
n n n n

n n

a a a a a aa aΔ − −
− − −

−
= = − ,  …  ,     0 1n naΔ Δ −=  

ai matricei Hurwitz 

                        

1 3

2

* * 1

* * 2 0

0 0
0 0

0

n n

n n

n

 a a
a a

H
 a
 a   a

− −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

# # # #
"
"

                        (19) 

sunt pozitivi.  

Construcţia matricei Hurwitz se face astfel: se completează mai întâi 
diagonala principală şi apoi coloanele, ţinând seama că indicii coeficienţilor 
cresc cu câte o unitate la deplasarea pe fiecare coloană, de sus în jos, iar 
coeficienţii cu indici mai mari ca n  sunt nuli.  

Observaţii. 1°. Ţinând seama de expresiile minorilor 1Δ  şi nΔ , condiţia 
de pozitivitate a  acestora nu este necesară. 

2°. Pentru 2n = , din criteriul lui Hurwitz rezultă că ambele rădăcini ale 
polinomului 
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2
2 2 1 0( )p s a s a s a= + + ,    2 0a >  

au partea reală negativă dacă şi numai dacă toţi coeficienţii sunt strict pozitivi. 
Pentru 3n = , matricea Hurwitz are forma 

                               
2 0

3 3 1

2 0

0
0

0

a a
H a a

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

iar polinomul  
3 2

3 3 2 1 0( )p s a s a s a s a= + + + ,    3 0a > , 

are rădăcinile cu partea reală negativă dacă şi numai dacă toţi coeficienţii sunt 
strict pozitivi şi  

                  2 1 2 0 3 0a a a aΔ = − > .                               (20) 

Pentru 4n = , matricea Hurwitz are forma 

                                 
3 1

4 2 0

3 1

2 0

4

4

0 0
0

0  0
0   

a a
a a aH a a

a a a

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

iar rădăcinile polinomului  

         4 3 2
4 4 3 2 1 0( )p s a s a s a s a s a= + + + + ,  4 0a > , 

au partea reală negativă dacă şi numai dacă toţi coeficienţii sunt strict pozitivi 
şi 
                              2

3 1 2 0 3 0a a aΔ Δ= − > ,    2 2 3 1 4a a a aΔ = − .                          (21) 

 In mod evident, condiţia 2 0Δ >  rezultă implicit din condiţia 3 0Δ > . 

3°. Polinomul ( )np s  are rădăcinile cu partea reală mai mică decât α ∈R , 
adică situate în stânga dreptei s α= , dacă şi numai dacă polinomul ( )np s α+  
este hurwitzian. Această remarcă poate fi utilizată la poziţionarea rădăcinilor 
polinomului caracteristic sau polinomului polilor în stânga dreptei s α= , 

0α < , în vederea obţinerii unor performanţe dinamice convenabile. 

 4°. In analiza stabilităţii sistemelor discrete se ţine seama de faptul că 
transformarea omografică 
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                                             1
1

sz s
+= − ,                                        (22) 

echivalentă cu 1
1 

zs z
+= − , aplică biunivoc interiorul cercului unitar cu centrul 

în origine din planul variabilei z  în semiplanul Re 0s <  din planul variabilei 
s . In consecinţă, polinomul 

                   1
1 1 0( ) n n

n n nz a z a z a z a−
−= + + + +"P ,   0na > ,                

are toate rădăcinile cu modulul subunitar dacă şi numai dacă ecuaţia  

   1( ) 01n
s
s
+ =−P                     (23) 

are toate rădăcinile cu partea reală negativă, ceea ce poate fi analizat cu 
criteriul Hurwitz. 

8.5.  CRITERIILE DE STABILITATE NYQUIST 

Criteriul algebric de stabilitate Hurwitz poate fi aplicat în studiul 
stabilităţii sistemelor liniare continue şi discrete de ordin finit, deci fără timp 
mort. Criteriile de stabilitate Nyquist sunt de tip frecvenţial şi aplicate, de 
regulă, în studiul stabilităţii sistemelor de reglare după abatere (eroare), cu şi 
fără timp mort. Reamintim că un sistem liniar continuu de reglare după abatere 
este extern strict stabil dacă şi numai dacă ecuaţia polilor  

                  1 ( ) 0dG s+ =                                           (24)  

are toate rădăcinile cu partea reală negativă. 

Primul criteriu Nyquist. Considerăm un sistem liniar continuu de reglare 
după abatere, cu funcţia de transfer a sistemului deschis  

d R E P TG G G G G=  

avînd 0n  poli pe axa imaginară şi 1n  poli în dreapta axei imaginare. Sistemul 
de reglare este extern strict stabil dacă şi numai dacă  

                 0 1
πarg π2n nΔ = +0

G
v ,                              (25) 

unde  argΔ 0
G
v  este variaţia totală a argumentului vectorului 0

G
v  cu originea în 

punctul critic 0 1s = −  şi vârful mobil pe ramurile continue ale locului de 
transfer al sistemului deschis. 
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Demonstraţie. Dacă ( )dG s  este o funcţie raţională proprie de ordinul n , 
atunci 

                                   ( )1 ( ) ( )d
P sG s R s+ = ,                              (26) 

unde 
                        1 2( ) ( )( ) ( )nP s s p s p s p= − − −" ,                 (27) 

                         1 2( ) ( )( ) ( )nR s s s s s s s= − − −" ,                        (28) 

( )P s  fiind polinomul polilor sistemului închis, iar ( )R s  polinomul polilor 
sistemului deschis. Dintre polii is  ai lui ( )dG s , 0n  sunt situaţi pe axa 
imaginară, 1n  în dreapta axei imaginare şi 0 1n n n− −  în stânga axei imaginare. 
Conform teoremei stabilităţii stricte, sistemul de reglare este strict stabil dacă 
şi numai dacă polinomul ( )P s  al polilor sistemului închis este hurwitzian, 
adică are toate rădăcinile ip  situate în stânga axei imaginare.  

Atunci când variabila s  parcurge semiaxa imaginară pozitivă, variaţia 
totală a argumentului funcţiei 1 ( )dG s+ , egală cu unghiul descris de vectorul 
cu punctul de aplicaţie în originea axelor şi vârful pe locul de transfer al 
funcţiei, este dată de relaţia 

                 
1 1

arg(1 ) arg( ) arg( )
n n

d i i
i i

G s p s sΔ Δ Δ
= =

+ = − − −∑ ∑ .           (29) 

Aşa cum reiese imediat din fig. 8.1, dacă 0s  este un număr real dat, atunci 
avem: 

                          
0

0 0

0

π / 2 , 0
arg( ) 0 , 0

π / 2 , 0

s
s s s

s
Δ

<⎧
⎪− = =⎨
⎪− >⎩

 .                  (30) 

 
Fig.  8.1. Variaţia argumentului factorului 0s s− . 
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Considerăm, pentru început, că toate rădăcinile ip  şi is  ale polinoamelor 
( )P s  şi ( )R s  sunt reale.  

Necesitatea. Dacă sistemul de reglare este stabil, adică ( )P s  are toate 
rădăcinile ip  situate în stânga axei imaginare, atunci avem 

                               
1

π
arg( )

2

n

i
i

n
s pΔ

=
− =∑ .                                (31) 

Deoarece 

             0 1 0 1 0 1
1

π π πarg( ) ( ) 0 ( ) ( ) π2 2 2
n

i
i

s s n n n n n n n nΔ
=

−− = − − + ⋅ + = − −∑  ,    (32) 

din (29), (31) şi (32)  rezultă 

                                             0 1
πarg(1 ) π2dG n nΔ + = + . 

Prin urmare, variaţia vectorului Gv  cu centrul în origine şi vârful mobil pe 

ramurile locului de transfer  1 ( )dG s+  este egală cu 0 1
π π2n n+ . Deoarece locul 

de transfer al funcţiei ( )dG s  se obţine din locul de transfer al funcţiei 1 ( )dG s+  
prin translatarea acestuia spre stânga cu o unitate (operaţie ce transformă 
originea 0 j0+  în punctul critic 0 1 j0s =− + ), rezultă că variaţia vectorului 0v

G  
cu centrul în punctul critic 1 j0− +   şi vârful mobil pe ramurile locului de 

transfer ( )dG s  este, de asemenea, 0 1
π π2n n+ :  

                          0 0 1
πarg arg(1 ) π2dG n nΔ Δ= + = +v

G . 

Suficienţa. Dacă 0 0 1
πarg π2n nΔ = +v

G , atunci 0 1
πarg(1 ) π2dG n nΔ + = + , iar 

din (29) şi (32) obţinem 

           
1 1

arg( ) arg(1 ) arg( )
n n

i d i
i i

s p G s sΔ Δ Δ
= =

− = + + −∑ ∑  

                                   0 1 0 1
π π π( π) ( ) π2 2 2n n n n n n= + + − − = , 

de unde rezultă că toate rădăcinile ip  ale polinomului polilor ( )P s  al 
sistemului de reglare  sunt negative, deci sistemul este stabil. 

Demonstraţia poate fi extinsă la cazul general, în care nu toate rădăcinile 
ip  şi is  sunt reale, pe baza următoarelor două observaţii: 
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a)  rădăcinile complexe ale polinoamelor cu coeficienţi reali ( )P s  şi ( )R s  
sunt conjugate două câte două; 

b)  dacă  0,1s a jb= ±  sunt două rădăcini complex conjugate, atunci 

 0 1 0 1

π , 0
arg( )( ) arg( ) arg( ) 0 , 0

π , 0

a
s s s s s s s s a

a
Δ Δ Δ

<⎧
⎪− − = − + − = =⎨
⎪− >⎩

.        (33) 

Remarcă. In particular, din primul criteriu Nyquist se obţine imediat 
următoarea variantă simplificată: In cazul în care funcţia de transfer ( )dG s  
este stabilă şi de fază minimă, sistemul închis este strict stabil dacă şi numai 
dacă la parcurgerea locului de transfer al funcţiei ( )dG s  în sensul creşterii lui 
ω , punctul critic 0 1s = −  rămâne în stânga acestuia. 

In continuare, vom considera că variabila 
complexă s  parcurge în sens orar aşa numitul 
contur Nyquist (fig. 8.2), format din axa imaginară 
şi semicercul din dreapta, cu centrul în origine şi 
de rază R →∞ . Dacă ( )dG s  are poli situaţi  pe axa  
imaginară, aceştia vor rămâne în exteriorul 
conturul închis Nyquist, care  îi  va ocoli prin 
semicercuri de rază 0r →  parcurse în sens pozitiv 
( trigonometric). Atunci când variabila s  parcurge 
conturul închis Nyquist, funcţia de transfer ( )dG s  
generează o curbă închisă, cu sens continuu, 
numită diagrama Nyquist. 

Al doilea criteriu Nyquist. Considerăm un sistem sistem liniar continuu 
de reglare după abatere, cu funcţia de transfer a sistemului deschis 

d R E P TG G G G G=  avînd  1n  poli în dreapta axei imaginare. Sistemul de reglare 

este strict stabil dacă şi numai dacă diagrama Nyquist a sistemului deschis 
înconjoară punctul critic 0 1s = −  de 1n  ori în sens trigonometric. 

Demonstraţie. Se ţine seama de principiul argumentului: Când variabila 
s  parcurge în sens orar un contur închis C care conţine în interior z  zerouri şi 
p  poli ai unei funcţii analitice ( )F s , funcţia ( )F s  va descrie o curbă închisă 

ce înconjoară originea de p z−  ori în sens trigonometric.  

Fig. 8.2. Conturul     Nyquist. 
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Necesitatea. Dacă sistemul de reglare este stabil, atunci funcţia 
( ) 1 ( )dF s G s= +  nu are zerouri în interiorul conturului Nyquist. Pe de altă 

parte, funcţia ( )F s , ca şi funcţia ( )dG s , are 1n  poli în dreapta axei imaginare, 
adică în interiorul conturului Nyquist. Din principiul argumentului, rezultă că 
diagrama Nyquist a funcţiei ( )F s  înconjoară originea de 1n  ori în sens 
trigonometric, deci diagrama Nyquist a funcţiei ( )dG s  înconjoară punctul 
critic 0 1s = −  de 1n  ori. 

Suficienţa. Dacă diagrama Nyquist a funcţiei ( )dG s  înconjoară de 1n  ori 
punctul critic 0 1s = − , atunci diagrama Nyquist a funcţiei ( ) 1 ( )dF s G s= +  
înconjoară originea de 1n  ori. Din  principiul argumentului rezultă că ( )F s  nu 
are zerouri în interiorul conturului Nyquist, deci sistemul de reglare este strict 
stabil. 

Observaţii 10. Cazul cel mai frecvent întâlnit în practică este acela în 
care sistemul deschis este stabil, adică funcţia de transfer ( )dG s  nu are poli în 
dreapta axei imaginare, deci în interiorul conturului Nyquist ( 1 0n = ). In acest 
caz, sistemul de reglare este stabil dacă şi numai dacă diagrama Nyquist a 
funcţiei ( )dG s  nu înconjoară punctul critic 0 1s = − . Dacă diagrama trece chiar 
prin punctul 0s , atunci sistemul închis este stabil la limită. 

20. Ambele criterii Nyquist sunt valabile şi în cazul sistemelor cu timp 
mort (deoarece funcţia de transfer a sistemului deschis cu timp mort poate fi 
oricât de bine aproximată printr-o funcţie raţională). 

30. Referitor la construcţia diagramei Nyquist, următoarele observaţii sunt 
utile. 

a) Dacă funcţia de transfer ( )dG s  este o raţională proprie, atunci 
semicercul de rază R→∞  al conturului Nyquist se transformă într-un punct 
de pe axa reală (chiar în origine, în cazul practic în care dG  este strict 
proprie). 

b) Polii simpli de pe axa imaginară ai funcţiei ( )dG s  sunt transformaţi în 
″semicercuri″ de rază R→∞ , parcurse în sens orar. 

c) Deoarece funcţia ( )dG jω  are partea reală pară şi partea imaginară 
impară, diagrama Nyquist este simetrică faţă de axa reală. 

d) Diagrama Nyquist este o curbă închisă, cu sensul de parcurgere 
continuu. 
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8.4.  APLICAŢII  REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 8.1. Să se studieze stabilitatea sistemului cu ecuaţia  

uuyyy 2232 −=−− ���� . 

Soluţie. Sistemul are polinomul caracteristic 

)12)(2(232)( 2 +−=−−= sssssP  
 şi funcţia de transfer 

12
1

232
2)( 2 +

=
−−

−= sss
ssG . 

Deoarece polinomul caracteristic are rădăcina 21 =s  pozitivă, sistemul este intern instabil. 
Deoarece polinomul polilor  

12)( += ssP  

are o singură rădăcină şi aceasta este negativă (egală cu 2/1− ), sistemul este extern strict 
stabil. 

♦ Aplicaţia 8.2. Să se studieze stabilitatea sistemului cu ecuaţia 

0   , )(168 2 ≥+−=−++ kuuykyy ���� . 

Soluţie. Formăm  polinomul caracteristic 

)4)(4(168)( 22 ksksksss −+++=−++=P  

 şi funcţia de transfer 

)4)(4(
1)(

k168
1)( 22 ksks

s
ss
ssG −+++

−−=
−++

+−= . 

Polinomul caracteristic are rădăcina ks −−= 41  negativă şi rădăcina ks +−= 42  negativă 

pentru 4<k , nulă pentru 4k = şi pozitivă pentru 4>k . In consecinţă, sistemul este intern 
strict stabil pentru 4<k , intern simplu stabil pentru 4=k şi intern instabil pentru 4>k . 

Sistemul are doi poli pentru 5≠k  ( 1 4 0s k= − − <  şi ks +−= 42 ) şi un singur pol 

pentru 5=k , anume 1 9s =− . Rezultă că sistemul este extern strict stabil pentru 4<k  (când 

2 0s < ) şi 5=k , extern simplu stabil pentru 4=k  (când 2 0s = ) şi extern instabil pentru 
4>k , 5≠k  (când 2 0s > ). 

♦ Aplicaţia 8.3. Să se studieze stabilitatea sistemului continuu ),,,( DCBAΣ  cu 

[ ]
0 1 1 0
0 0  1  ,     = 0  ,     = 1 0 0 ,   =0
6 5 4 1

A B C D
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 
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Soluţie.  Polinomul caracteristic al sistemului 

)3)(2)(1(64)Idet()( 23 ++−=−++=−= ssssssAssP  

are o rădăcină reală pozitivă ( 11 =s ), deci sistemul este intern instabil. 

Funcţia de transfer a sistemului 

3)2)((
1

64
1)I()( 23

1
++

=
−++

−=+−= −
sssss

sDBAsCsG , 

are polii 21 −=s  şi 32 −=s , ambii negativi; în consecinţă, sistemul este extern strict stabil. 

♦ Aplicaţia 8.4. Elementele componente ale sistemului de reglare automată de mai 
jos au următoarele modele dinamice: 
     R:          c kε= ,   r mε = − ; 
     E:        cuu 22 =+� ; 

     P:        v25,05 −=+ uyy� ; 

     T:        m m y+ =� . 

 

a) Să se studieze stabilitatea sistemului. 
b) Să se determine parametrul real k  astfel încât polii sistemului de reglare să fie 

situaţi în stânga dreptei 3,0−=s . 

Soluţie. Elementele sistemului de reglare au funcţiile de transfer 

kGR = ,     12
2
+= sGE ,    15

1
+= sGP ,    

15
25,0
+

−
=

s
GV ,    1

1
+= sGT . 

a) Deoarece funcţiile de transfer ale elementelor componente şi funcţia de transfer 
primară a sistemului deschis 

)1)(15)(12(
2

+++== sss
kGGGGG TPERd  

sunt ireductibile, studiul stabilităţii interne şi externe a sistemului conduce la acelaşi 
rezultat. Polinomul caracteristic şi polinomul polilor sistemului coincid cu numărătorul 

)(sP  al funcţiei raţionale )(1 sGd+ , unde 

kssskssssP 21817102)1)(15)(12()( 23 ++++=++++= . 
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Coeficienţii lui )(sP  sunt pozitivi pentru 2
1−>k , iar minorul Hurwitz 

)1063(2)21(1017803212 kkaaaa −=+−⋅=−=Δ  

este pozitiv pentru 10
63<k . Prin urmare, sistemul de reglare este strict stabil dacă şi numai 

dacă factorul de proporţionalitate al regulatorului aparţine intervalului )10
63,2

1(− .  

In figura 8.3 este prezentat răspunsul )(ty  al sistemului de reglare la referinţă treaptă 
unitară pentru diferite valori ale factorului de proporţionalitate k  al regulatorului. Pentru 

6,3k = , răspunsul este oscilant întreţinut, deci sistemul de reglare este simplu stabil. 
Răspunsurile au fost obţinut în MATLAB, cu următorul program: 

k=[-0.1 0.5 2 6.3]; t=0:0.1:30; 
s=tf('s'); 
sis_E=2/(2*s+1); sis_P=1/(5*s+1); 
sis_T=1/(s+1);  
for i=1:4 

          sis1=k(i)*sis_E*sis_P;  
   sis=sis1/(1+sis1*sis_T); 
   step(sis,t); hold on; grid on 
end;  

 
Fig. 8.3. Răspunsul )(ty  la referinţă treaptă unitară. 

b) Impunem condiţia ca polinomul 

                           kssssP 21)3,0(8)3,0(17)3,0(10)3,0( 23 ++−+−+−=−  

                                            14,025,0810 23 −+++= ksss  

să fie hurwitzian. Din condiţia de pozitivitate a coeficienţilor rezultă 07,0>k , iar din 
condiţia 02 >Δ , unde 

2 1 2 3 0 0,5 8 10(2 0,14) 5, 4 20a a a a k kΔ = − = ⋅ − − = − , 

rezultă 27,0<k . In concluzie, sistemul de reglare are toţi polii cu partea reală mai mică 
decât 3,0−  pentru 27,007,0 <<k . 
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♦ Aplicaţia 8.5. Să se studieze stabilitatea externă a sistemului de reglare cu funcţiile 
de transfer 

)4
11( skGR += ,  2

2 1EG s= +
, 

15
1
+= sGP ,   1

1TG s= +
. 

Soluţie. Din 

1)1)(1)(5(22
1)(4

+++
+= ssss

skGd , 

4 3 220 34 16 2(2 1)1
2 (2 1)(5 1)( 1)d

s s s k s kG
s s s s
+ + + + ++ =

+ + +
, 

rezultă polinomul polilor 

4 3 2( ) 20 34 16 2(2 1)P s s s s k s k= + + + + + . 
Avem 

2 2 3 4 1 8(63 10 )a a a a kΔ = − = − , 

2 2
3 1 2 0 3 4( 80 175 252)a a a k kΔ Δ= − = − + + . 

Coeficienţii polinomului )(sP  sunt pozitivi pentru 0k > . In plus, determinantul 3Δ  este 
pozitiv pentru 00 kk << , unde 0 3,178k ≈ . Conform criteriului Hurwitz, sistemul de 
reglare este extern strict stabil  pentru 00 kk << . In acest exemplu, ca de altfel în 

majoritatea cazurilor practice, asigurarea stabilităţii sistemului de reglare se realizează prin 
limitarea superioară a factorului de proporţionalitate al regulatorului. 

In fig. 8.4 este prezentat răspunsul )(ty  al sistemului de reglare la referinţă treaptă 
unitară pentru diferite valori ale factorului de proporţionalitate k  al regulatorului.  

 
Fig. 8.4. Răspunsul )(ty  la referinţă treaptă unitară. 
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Răspunsul a fost obţinut în MATLAB, cu următorul program: 

k=[0.2 0.4 1 3.17]; t=0:0.1:40;  
s=tf('s'); 
sis_E=2/(2*s+1); 

       sis_P=1/(5*s+1); 
sis_T=1/(s+1); 

       for i=1:4 
           sis1=k(i)*(1+1/4/s)*sis_E*sis_P;  

    sis=sis1/(1+sis1*sis_T); 
    step(sis,t); hold on; grid on 
end;  

♦ Aplicaţia 8.6. Să se studieze stabilitatea externă a sistemului de reglare cu funcţiile 
de transfer 

sTG
i

R
11+= ,  0iT > ,    13

1
+= sGE , 

16
1
+= sGP ,    1

1
+= sGT . 

Soluţie. Avem 
1/

(3 1)(6 1)( 1)
i

d
s TG

s s s s
+=

+ + +
. 

Pentru {1, 3,6}iT ∉ , polinomul polilor are expresia 

iTsssssP 12102718)( 234 ++++= . 

Avem 
2 2 3 4 1 234a a a aΔ = − =  

2
3 1 2 0 3

819(52 )
i

a a a TΔ Δ= − = − . 

Coeficienţii polinomului )(sP  şi determinantul 3Δ  sunt pozitivi pentru 52
81>iT . Conform 

criteriului Hurwitz, sistemul de reglare este extern strict stabil pentru 
81

1,55
52iT > ≈ . 

Pentru 81
52iT = , sistemul este simplu stabil, iar pentru 810 52iT< <  este instabil.  Acest 

rezultat este valabil şi în cazurile }6,3,1{∈iT , când polinomul polilor are gradul trei, 
deoarece funcţia )(sGd  se simplifică printr-un polinom hurwitzian. 

In fig. 8.5 este reprezentat răspunsul )(ty  al sistemului de reglare la referinţă treaptă 
unitară pentru diferite valori ale constantei de timp integrale a regulatorului. 
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                                  Fig. 8.5. Răspunsul )(ty  la referinţă treaptă unitară. 

♦ Aplicaţia 8.7.  Fie sistemul de reglare automată ale cărui elemente au funcţiile de 
transfer 

)11(
sT

kG
i

R += ,   0>k , 

1=EG ,     )14(
1
+
+= ss

sGP ,     1TG = . 

Să se studieze stabilitatea externă a sistemului pentru: a) 1=iT ;   b) 3=iT . 

Soluţie.  a) Avem  

)14(
)1()( 2

2

+
+=
ss

sksGd , 

iar polinomul polilor are expresia 

kksskssP ++++= 2)1(4)( 23 . 

Deoarece coeficienţii lui )(sP  sunt pozitivi, sistemul este strict stabil numai atunci când 

0)1(230212 >−=−=Δ kkaaaa , 

adică pentru 1>k . In marea majoritate a aplicaţiilor practice, sistemele de reglare sunt 
stabile pentru valori mici ale factorului de proporţionalitate al regulatorului, când comanda 
generată de regulator este relativ slabă. Sistemul de reglare studiat este însă unul de 
excepţie, în care sistemul deschis este dublu integral, iar componenta integrală a 
regulatorului (cu 1=iT ) este foarte puternică. 

In fig. 8.6 este prezentat răspunsul )(ty  al sistemului de reglare la referinţă treaptă 
unitară pentru diferite valori ale factorului de proporţionalitate k  al regulatorului. Pentru 

1k = , sistemul este stabil la limită, iar răspunsul la referinţă treaptă este oscilant întreţinut. 
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Fig. 8.6. Răspunsul la referinţă treaptă unitară pentru )11( skGR += . 

b) In cazul regulatorului cu )3
11( skGR += , având componenta integrală mai slabă, 

avem  

)14(3
)1)(13()( 2 +

++=
ss

ssksGd  

şi 
kksskssP ++++= 4)1(312)( 23 . 

Deoarece coeficienţii lui )(sP  sunt pozitivi şi  

012 2
30212 >=−=Δ kaaaa , 

sistemul este strict stabil pentru orice 0>k  (fig. 8.7). 

 
Fig. 8.7. Răspunsul la referinţă treaptă unitară pentru )3

11( skGR += . 
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♦ Aplicaţia 8.8.  Fie sistemul de reglare automată cu 

)11( sTkG
i

R += ,    1=EG  ,    )1(
1
11 +

= sTsTGP  ,    1=TG . 

Să se arate că sistemul este strict stabil pentru 1 0iT T> > , oricare ar fi 0>k . 

Soluţie. Avem 

)1(
)1(

)(
1

2
1 +

+
=

sTsTT
sTk

sG
i

i
d  

şi polinomul polilor 

kskTsTTsTTsP iii +++= 2
1

32
1)( . 

Pentru 0>k , sistemul este strict stabil deoarece coeficienţii polinomului polilor sunt 
pozitivi şi 

0)( 1130212 >−=−=Δ TTTkTaaaa ii . 

♦ Aplicaţia 8.9. Să se studieze stabilitatea sistemului discret cu ecuaţia 

3 ( ) ( 1) 2 ( 2) ( 1) 2 ( 2)y t ky t y t u t u t+ − + − = − − − ,  R∈k . 

Soluţie. Sistemul are polinomul caracteristic  

23)( 2 ++= kzzzP . 

Rădăcinile polinomului caracteristic au modulul subunitar atunci când ecuaţia   

                                                       0)1
1( =−

+
s
sP , 

 echivalentă cu   
052)5( 2 =−+++ kssk , 

are toate rădăcinile cu partea reală negativă, adică atunci când are toţi coeficienţii pozitivi 
(criteriul Hurwitz). Prin urmare, sistemul este intern strict stabil pentru )5,5(−∈k , intern 
simplu stabil pentru }5,5{−∈k  şi intern instabil pentru ),5()5,( ∞∪−−∞∈k . Pentru 

5−=k , când  
)23)(1()( −−= zzzP , 

precum şi pentru 5=k , când  

)23)(1()( ++= zzzP , 

sistemul este simplu stabil, deoarece ecuaţia caracteristică are o rădăcină cu modulul 
subunitar şi o rădăcină cu modulul unitar. 

Pentru studiul stabilităţii externe formăm funcţia de transfer 

23
2

23
2)( 221

21

++
−=

++
−= −−

−−

kzz
z

zkz
zzzG . 
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Pentru 7−≠k , funcţia de transfer este ireductibilă, iar polinomul polilor coincide cu 
polinomul caracteristic. Pentru 7−=k , rezultă  

13
1)( −= zzG , 

iar sistemul este extern strict stabil deoarece polul 3
1

1=z  are modulul subunitar. In 

concluzie, sistemul este extern strict stabil pentru { 7} ( 5,5)k∈ − ∪ − , extern simplu stabil 
pentru }5,5{−∈k  şi extern instabil pentru ),5()5,7()7,( ∞∪−−∪−−∞∈k . Pentru 7−=k , 
sistemul este intern instabil, dar extern strict stabil.  

In figurile 8.8 şi 8.9 sunt reprezentate grafic răspunsurile indiciale ale sistemului 
pentru cazurile de stabilitate externă simplă 5−=k  şi 5=k , respectiv pentru cazurile de 
stabilitate externă strictă 7−=k  şi 0=k . 

 
Fig. 8.8. Răspunsul indicial al sistemului (extern simplu stabil) pentru 5k = −  şi 5k = . 

 
Fig. 8.9. Răspunsul indicial al sistemului (extern strict stabil) pentru 7k = −  şi 0k = . 



STABILITATEA SISTEMELOR LINIARE    

  

347

♦ Aplicaţia 8.10. Să se studieze stabilitatea sistemului discret ),,,( DCBAdΣ  cu 

           [ ] 0D    , 01    , 
1
1

    , 
5,021 

1
==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−−

−
= CBA

α
α

. 

unde α  este un parametru real. 

Soluţie.  Sistemul are polinomul caracteristic 

         2( ) det( I ) (2 1,5) 0,5 ( 0,5)( 2 1)z z A z z z zα α α= − = + + + + = + + +P ,   

cu rădăcinile  1 0,5z =−  şi  122 −−= αz . Sistemul este intern strict stabil pentru )0,1(−∈α , 
intern simplu stabil pentru { 1, 0}α∈ −  şi intern instabil pentru ),0()1,( ∞∪−−∞∈α . 

Deoarece 

1
2 0,51( I ) ( 0,5)( 2 1) 1 1

z
z A z z z

α α
α

−
+ +⎡ ⎤

− = ⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦
, 

sistemul are funcţia de transfer 

1 3 0,5( ) ( I ) ( 0,5)( 2 1)
zG z C z A B D z z

α
α

− + += − + = + + +
. 

Pentru 0≠α  şi 1/ 2α ≠ , funcţia de transfer este ireductibilă, iar polinomul polilor coincide 
cu polinomul caracteristic. Pentru 0=α , avem  

1
1)( += zzG , 

iar sistemul este extern simplu stabil deoarece polul 11 −=z  are modulul egal cu 1. Pentru 

1/ 2α = , avem 
1( ) 0,5G z z= + , 

iar sistemul este extern strict stabil deoarece polul 1 1/ 2z =−  are modulul subunitar. In 
concluzie, sistemul este extern strict stabil pentru ( 1 , 0) {1/ 2 }α∈ − ∪ , extern simplu stabil 
pentru }0,1{−∈α  şi extern instabil pentru ( , 1) (0 , 1/ 2) (1/ 2 , )α∈ −∞ − ∪ ∪ ∞ . Pentru 

1/ 2α = , sistemul este intern instabil, dar extern strict stabil. 

♦ Aplicaţia 8.11. Să se studieze stabilitatea internă a sistemului discret având 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−−
=

1,70,80,1
100
00 α

A  ,   R∈α . 

Soluţie. Polinomul caracteristic al matricei A  este 

α1,08,07,1)Idet()( 23 +++=−= zzzAzzP . 

Mai departe, formăm ecuaţia   
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0)1
1( =

−
+

s
sP , 

care are forma 

01)35()339()35( 23 =−+++−++ αααα sss . 

Coeficienţii ecuaţiei sunt pozitivi pentru 13
5 <<− α . Impunând şi condiţia 2 0Δ > , unde 

2
2 (5 3 )(39 3 ) (35 )(1 ) 8 136 160Δ α α α α α α= + − − + − =− + + , 

rezultă 0 1α α< < , unde 0 1,1047α ≈− . In conformitate cu criteriul Hurwitz, sistemul discret 
este intern strict stabil atunci când 0 1α α< < .  

♦ Aplicaţia 8.12.  Să se analizeze stabilitatea conexiunii cu reacţie din figura 
alăturată, unde 

        )( 1∑  1k k kc c Kε−− = ,  0K >             

        )( 2∑  1 10,8 2k k k ky y c v− −− = + . 

Soluţie. Subsistemele au funcţiile de transfer 

1 1( ) 11
K KzG z zz−

= = −−
,    2 1

1( ) 0,81 0,8
zG z zz−

= = −−
 

Ecuaţia polilor  
                                                  0)()(1 21 =+ zGzG   
are forma   

08,0)8,1(2 =+−− zKz . 

In urma efectuării substituţiei  

1
1

−
+= s

sz , 

obţinem ecuaţia 

0)1(8,0)1)(1)(8,1()1( 22 =−+−+−−+ sssKs , 
adică 

06,34,02 =−++ KsKs . 

Conform criteriului Hurwitz, ecuaţia are ambele rădăcini cu partea reală negativă dacă şi 
numai dacă coeficienţii trinomului  

KsKs −++ 6,34,02  

sunt strict pozitivi. In consecinţă, sistemul de reglare este strict stabil pentru 6,30 <<K . In 
cazul 6,3=K , sistemul este simplu stabil (are polii 11 −=z  şi 8,02 −=z ). Pentru 6,3=K , 
răspunsul sistemului la intrare treaptă unitară are forma din fig. 8.10.  
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Fig. 8.10. Răspunsul sistemului la referinţă treaptă unitară pentru 3,6K = . 

♦ Aplicaţia 8.13. Elementele unui sistem de reglare discret au următoarele funcţii de 
transfer 

0>=KGR ,     1

1

1
)1()()()( −

−

−
−===

pz
zpzGzGzG TPE ,  )1,0(∈p . 

Să se studieze stabilitatea sistemului în raport cu parametrul K ; 

Soluţie. Ecuaţia polilor  

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 0R E P TG z G z G z G z+ = , 

are forma 
                         0)1()( 33 =−+− pKpz . 

In urma efectuării substituţiei 1
1

−
+= s

sz , obţinem ecuaţia  

      0)1()1(]1)1[( 333 =−−+++− spKpsp ,  

echivalentă cu 
3 2

3 2 1 0 0a s a s a s a+ + + = , 
unde 

3
3 )1)(1( pKa −+= ,    2

2 3(1 ) [1 (1 )]a p p K p= − + − − , 

])1()1()[1(3 22
1 ppKpa ++−−= ,    33

0 )1()1( pKpa −−+= . 

Conform criteriului Hurwitz, ecuaţia are toate rădăcinile cu partea reală negativă dacă şi 
numai dacă coeficienţii polinomului 01

2
2

3
3 asasasa +++ sunt strict pozitivi şi 

1 2 0 3 0a a a a− > . Ultima condiţie este echivalentă cu  

                                     0)1()23()1( 3223 <+−−+− pKppKp ,  

adică 
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2 2 2 2 2 3

3
(3 2 ) (3 2 ) 4(1 )0

2(1 )
p p p p pK

p
− − + − + −< <

−
 . 

Condiţia este verificată de toate punctele ),( Kp  din zona situată sub curba din fig. 8.11. 
Aceasta este chiar zona de stabilitate a sistemului, deoarece coeficienţii ia  sunt pozitivi 
pentru toate punctele zonei. Pentru demonstrarea acestei afirmaţii este suficient să arătăm 
că 02 >a , adică  

                                                         p
pK −

+<1
1 .  

Intr-adevăr, putem arăta uşor în MATLAB că funcţia 
p
p

−
+

1
1  are graficul situat deasupra 

curbei de stabilitate. Ambele grafice au fost realizate cu programul MATLAB: 

      p=0:.01:0.99; 
      a=p.*(3-2*p.^2); 

                     K=(-a+sqrt(a.^2+4*(1-p.^2).^3))/2./(1-p).^3; 
      plot(p,K);  
      hold on; 
      p=0:.01:0.77; 
      plot(p,(1+p)./(1-p), '--');  
      grid on;  

 
Fig. 8.11. Domeniul de stabilitate al sistemului de reglare. 

♦ Aplicaţia 8.14.  Se consideră sistemul de reglare cu eşantionare din fig. 6.2, în care 

KzGR =)( ,     1)()( == sGsG TE ,     14
1)( += ssGP . 

Să se studieze stabilitatea sistemului în raport cu perioada de eşantionare 0>T  şi K∈R . 

Soluţie. Sistemul are ecuaţia polilor ( ) 0P z = , unde 
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1
o o

1
(1 )1( ) 1 ( ) 1 ( ) 14 1 1

( )E P TR
p zP z G z G G K Ks pz

G
−

−
−= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅+ −

, 

cu /4e Tp −= . Sistemul de reglare are polul Kppz )1(1 −−= . Sistemul este extern strict 

stabil pentru 11 1z− < < , adică 11
1

pK
p

+− < <
−

.  

♦ Aplicaţia 8.15.  Se consideră sistemul de reglare cu eşantionare din fig. 6.2, în care 

77,2=T  ,   1( )
(1 )R

i

T
G z

T z−
=

−
,   ( ) ( ) 1E TG s G s= = ,   14

1)( += ssGP . 

Să se studieze stabilitatea sistemului pentru 0iT > . 

Soluţie.  Sistemul de reglare discretizat are ecuaţia polilor ( ) 0P z = , unde 
1

o o
1 1 1

1 (1 )( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1
4 1(1 ) (1 ) 1R T P E

i i

T T p zP z G z G G G
sT z T z pz

−

− − −
−= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅

+− − −
. 

Pentru 77,2=T , avem /4e 0,5Tp −= ≈  şi 
1

1 1
2,77( ) 1

(1 ) 2i

zP z
T z z

−

− −= + ⋅
− −

. 

 Ecuaţia polilor ( ) 0P z =  este echivalentă cu 

2 2,772 ( 3) 1 0
i

z z
T

+ − + = . 

Pentru 1
1

sz
s
+=
−

, ecuaţia devine 

22,77 2 6 2,77 0i is T s T+ + − = . 

Sistemul este extern strict stabil atunci când coeficienţii  trinomului de gradul doi în s  sunt 
strict pozitivi, adică atunci când  0, 4613iT > .  
Pentru 0, 4613iT =  şi 0,8iT = , răspunsurile sistemului la intrare treaptă unitară au forma 
din fig. 8.12. Graficele au fost realizate cu programul MATLAB: 

      Ti=[0.8 0.4613];  
                        T=2.77; 
      t=0:T:30;  
      s=tf('s'); z=tf('z');  
      for i=1:2 
                            R=T/Ti(i)/(1-1/z);  
       P=1/(4*s+1); Pd=c2d(P,T); 
           sis=R*Pd/(1+R*Pd); 
           step(sis,t);  
       hold on; grid on 
      end; 
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Fig. 8.12. Răspunsurile sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară: 

A – pentru 4.613iT = ;  B - pentru 0.8iT = . 

♦ Aplicaţia 8.16.  Fie un sistem de reglare cu eşantionare având perioada T  şi 

KzGR =)( ,   1)( =sGE ,   e( )
4P

s
G s

s
−

= ,   ( ) 1TG s = . 

Să se studieze stabilitatea sistemului: 
a)  pentru 0>K  şi 1T = ; 
b)  pentru 0>K  şi 0,5T = . 

Soluţie.   a) Sistemul discretizat are ecuaţia polilor ( ) 0P z = , unde 

                         
1

o o oe 1( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )
4 4R T P E

s KzP z G z G G G K
s s

−−
= + ⋅ = + = +  

                   
2 1 2

1 1
4 41

4(1 ) 4(1 )
KTz z Kz

z z

− − −

− −
− += + =

− −
. 

Ecuaţia 1( ) 0
1

sP
s
+ =
−

 este echivalentă cu 

                   2 2(4 ) 8 0Ks K s K+ − + + = . 

Din condiţia de pozitivitate a coeficienţilor rezultă că sistemul este strict stabil pentru 
0 4K< < . 

b) Sistemul are ecuaţia polilor ( ) 0P z = , unde 

                         
2

o o oe 1( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )
4 4R T P E

s KzP z G z G G G K
s s

− −
= + ⋅ = + = +  

                   
3 1 3

1 1
8 81

4(1 ) 8(1 )
KTz z Kz

z z

− − −

− −
− += + =

− −
. 

Ecuaţia 1( ) 0
1

sP
s
+ =
−

 este echivalentă cu 
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3 2
3 2 1 0 0a s a s a s a+ + + = , 

unde 

3a K= ,    2 16 3a K= − ,    

1 32 3a K= + ,    0 16a K= − . 

Conform criteriului Hurwitz, ecuaţia are toate rădăcinile cu partea reală negativă dacă şi 
numai dacă coeficienţii ia  sunt strict pozitivi şi 1 2 0 3 0a a a a− > . Ultima condiţie este 
echivalentă cu 2 8 64 0K K+ − < . Sistemul este strict stabil pentru 

0 4( 5 1)K< < − . 

♦  Aplicaţia 8.17.  Să se studieze stabilitatea sistemului de reglare automată având  

0, >= kkGR ,       

sGE 15
1= ,    112

1
+

= sGP ,     13
1
+

= sGT  , 

aplicând 
a) primul criteriu Nyquist; 
b) al doilea criteriu Nyquist; 
c) criteriul Hurwitz. 

Soluţie. a) Intrucât funcţia de transfer a sistemului deschis 

)13)(112(15)(
++

= sss
ksGd  

are un pol pe axa imaginară ( 10 =n ) şi zero poli în dreapta axei imaginare ( 01=n ), avem   

0 1
π ππ
2 2

n n+ = . 

Conform primului criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul închis este stabil atunci variaţia 
argumentului vectorului 0v

G  cu originea în punctul critic 1−  şi vârful pe ramurile locului de 

transfer este  

0
πarg
2

Δ =
G
v . 

Cu  

)19)(1144(
)( 22 ++

−=
ωω

ω kUd ,      

)19)(1144(15
)136()( 22

2

++
−=
ωωω

ωω kVd , 

construim tabelul de variaţie 
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şi locul de transfer (fig. 8.13).  

In cazul 250
4

k< <  (fig. 8.13,a), argumentul vectorului 0v
G  variază în total, în sens 

pozitiv (trigonometric), de la 2
π−  la 0 , deci  

0
π πarg 0
2 2

Δ = − =
G
v , 

iar din primul criteriu Nyquist rezultă că sistemul închis este strict stabil.  

In cazul 4
25>k  (fig. 8.13,b), argumentul vectorului 0v

G  variază în total, în sens 

negativ (orar), de la 3π/ 2  la 0 , deci  
0arg 0 3π/ 2 π/ 2Δ = − ≠
G
v ; 

prin urmare, sistemul închis este instabil. 

 
Fig. 8.13. Locul de transfer al funcţiei ( )

15 (12 1)(3 1)d
kG s

s s s
=

+ +
. 

b) Deoarece funcţia de transfer a sistemului deschis )(sGd  nu are poli în dreapta axei 

imaginare, sistemul închis este stabil când diagrama Nyquist nu înconjoară punctul 1− .  
La trasarea diagramei (fig. 8.14), s-a ţinut seama de faptul că polul din origine al 

funcţiei )(sGd  se transformă   într-un  “semicerc”  de rază infinită, parcurs în sens orar. Se 

observă că: 
- în cazul 0 25 / 4k< <  (fig. 8.14, a), diagrama Nyquist nu înconjoară punctul critic 

1− , deci sistemul închis este strict stabil; 
- în cazul 4/25>k  (fig. 8.14, b), diagrama Nyquist înconjoară punctul critic 1−  de 

două ori, în sens orar, deci sistemul închis este instabil; 
- în cazul 25 / 4k = , diagrama Nyquist trece prin punctul critic 1− , deci sistemul 

închis este simplu stabil (stabil la limită); 
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Fig. 8.14. Diagrama Nyquist a funcţiei ( )
15 (12 1)(3 1)d

kG s
s s s

=
+ +

. 

c) Ecuaţia polilor 0)(1 =+ sGd  are forma 

          3 236 15 0
15
ks s s+ + + = . 

In conformitate cu criteriul Hurwitz (cazul 3n = ), sistemul de reglare este strict stabil dacă 
şi numai dacă coeficienţii ecuaţiei polilor sunt pozitivi (ceea ce este adevărat) şi 02 >Δ , 
unde 

5
)425(3

15
361152

kk −
=⋅−⋅=Δ . 

Prin urmare, sistemul de reglare este strict stabil numai pentru 0 25 / 4k< < . Pentru 
25 / 4k = , sistemul este simplu stabil deoarece are polul 1 5 /12s = −  în stânga axei 

imaginare şi polii 2,3 j / 6s = ±  chiar pe axa imaginară.  

Observaţie. In acest exemplu, ca de altfel în majoritatea cazurilor practice, asigurarea 
stabilităţii sistemului de reglare se realizează prin limitarea superioară a factorului de 
proporţionalitate al regulatorului. 

♦ Aplicaţia 8.18.  Să se studieze stabilitatea sistemului cu reacţie negativă având  

                          )1(
)1()( −

+= ss
sksGd ,   0>k , 

şi aplicând 
a) primul criteriu Nyquist; 
b) al doilea criteriu Nyquist; 
c) criteriul Hurwitz. 
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Soluţie.  a) Funcţia de transfer a sistemului deschis )(sGd  are un pol pe axa imaginară 
( 1 0s = ) şi un pol în dreapta axei imaginare ( 12 =s ); prin urmare, 10 =n  şi 11=n , deci  

0 1
π 3ππ
2 2

n n+ = . 

Conform primului criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul închis este stabil atunci cînd 
variaţia argumentului vectorului 0v

G  cu originea în punctul critic 1−  şi vârful pe ramurile 

locului de transfer este  

0
3πarg
2

Δ =
G
v . 

Cu  

21
2)(Re)(
ω

ωω
+
−== kjGU dd ,       

)1(
)1()(Im)( 2

2

ωω
ωωω

+
−== kjGV dd , 

realizăm tabelul de variaţie de mai jos: 

                   

şi, pe baza lui, trasăm locul de transfer din fig. 8.15. 
Pentru 0 1k< <  (fig. 8.15, a), argumentul vectorului 0v

G  variază în total, în sens 

negativ (orar), de la 2π/  la 0, deci 0
π 3πarg 0
2 2

Δ = − ≠
G
v . In conformitate cu primul criteriu 

Nyquist, sistemul închis este instabil; 
Pentru 1>k  (fig. 8.15, b), argumentul vectorului 0v

G variază în total, în sens pozitiv 

(trigonometric),de la 2π/  la π2 , deci 0
π 3πarg 2π
2 2

Δ = − =
G
v ; prin urmare, sistemul închis 

este  strict stabil. 

 

Fig. 8.15. Locul de transfer al funcţiei ( 1)( )
( 1)d

k sG s
s s

+=
−

. 
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b) Deoarece funcţia de transfer a sistemului deschis )(sGd  are un singur pol ( 2 1s = ) 
în dreapta axei imaginare, avem 1 1n = , iar din al doilea criteriu Nyquist rezultă că sistemul 
închis este stabil atunci când diagrama Nyquist înconjoară o singura dată, în sens 
trigonometric,  punctul critic 1− .  

Pentru trasarea diagramei Nyquist (fig.8.16), s-a ţinut seama că polul din origine al 
funcţiei )(sGd  se transformă   într-un  “semicerc”  de rază infinită, parcurs în sens orar, iar 

sensul de parcurgere a diagramei Nyquist este continuu.  

 

Fig. 8.16. Diagrama Nyquist a funcţiei )1(
)1()( −

+= ss
sksGd . 

In cazul 1<k  (fig.8.16, a), diagrama Nyquist înconjoară punctul critic 01 j+−  o 
singură dată, în sens orar, deci sistemul închis este instabil, iar în cazul 1>k  (fig.8.16, b), 
diagrama înconjoară punctul critic o singură dată, în sens trigonometric, deci sistemul este 
strict stabil. Pentru 1=k , diagrama Nyquist trece prin punctul critic 1− , deci sistemul 
închis este simplu stabil. 

c) Ecuaţia polilor 0)(1 =+ sGd  are forma 0)1(2 ≥+−+ ksks . In conformitate cu 

criteriul Hurwitz (cazul 2=n ), sistemul de reglare este strict stabil dacă şi numai dacă 
coeficienţii ecuaţiei polilor sunt pozitivi, adică 1>k . Pentru 1=k , sistemul este stabil la 
limită deoarece are polii 1,2 js = ±  situaţi pe axa imaginară.  

♦ Aplicaţia 8.19.  Să se studieze stabilitatea sistemului cu reacţie negativă având  

                             2
2( )
1d

sG s
s
−=
+

 , 
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a) cu primul criteriu Nyquist; 
b) cu al doilea criteriu Nyquist; 
c) cu criteriul Hurwitz. 

Soluţie.  a) Funcţia de transfer )(sGd  are doi poli pe axa imaginară ( 1,2 js = ± ) şi niciun pol 

în dreapta axei imaginare, deci  

                                                0 1
π ππ 2 0 π π
2 2

n n+ = + ⋅ = . 

In conformitate cu primul criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul închis este stabil atunci 
când variaţia totală a argumentului vectorului 0v

G  cu originea în punctul critic 1−  şi vârful 

pe ramurile locului de transfer este  

0arg πΔ =
G
v . 

Din  

1
2)( 2 −

=
ω

ωdU ,       

1
)( 2 −

−=
ω

ωωdV , 

realizăm tabelul de variaţie de mai jos 

 

şi trasăm locul de transfer corespunzător (fig. 8.17). Din relaţia 1
22
+
−=+ ωdd VU , care 

devine 12 −=+ dd VU  pentru 1→ω , rezultă că locul de transfer este asimptotic la dreapta 
12 −=+ dd VU . 

 

Fig. 8.17. Locul de transfer al funcţiei 
1
2)( 2 +

−=
s
ssGd . 
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Pentru [0 ,1)ω∈ , argumentul vectorului 0v
G  variază în sens negativ (orar), de la π  la 

2
1arctgπ− , deci are variaţia 1

1 1(π arctg ) π arctg
2 2

Δ = − − = − , iar pentru ),1( ∞∈ω , 

argumentul vectorului 0v
G  variază în sens pozitiv (trigonometric) de la 2

1arctg−  la 0 , deci 

are variaţia 2
1 10 ( arctg ) arctg
2 2

Δ = − − = . Aşadar, variaţia totală a argumentului vectorului 

0v
G  este  0 1 2arg 0 πΔ Δ Δ= + = ≠

G
v , iar din primul criteriu Nyquist rezultă că sistemul închis 

este instabil. 

b) Deoarece funcţia de transfer a sistemului deschis )(sGd  nu are poli în dreapta axei 

imaginare, sistemul închis este stabil atunci când diagrama Nyquist nu înconjoară punctul 
01 j+− . Pentru trasarea diagramei Nyquist (fig. 8.18), s-a ţinut seama că polii 1,2 js = ±  ai 

funcţiei )(sGd  situaţi pe axa imaginară se transformă în  “semicercuri”  de rază infinită, 

parcurse în sens orar, iar sensul de parcurgere a diagramei Nyquist este continuu. Se 
observă că diagrama Nyquist înconjoară punctul critic 1 j0− +  o singură dată, în sens orar; 
în consecinţă, sistemul închis este instabil. 

 

c) Ecuaţia polilor 0)(1 =+ sGd , echivalentă cu 2 1 0s s+ − = , are rădăcina 1
1 5

2
s − +=  

pozitivă, deci sistemul este instabil Acest rezultat reiese imediat  şi din criteriul Hurwitz 
(cazul 2=n ), deoarece coeficienţii ecuaţiei polilor nu au toţi acelaşi semn.  

♦ Aplicaţia 8.20. Să se studieze stabilitatea sistemului cu reacţie negativă având 

                               e( )d
i

τs
G s

T s

−
= ,    0>τ , 0>iT .  

Soluţie. Utilizăm primul criteriu de stabilitate Nyquist. Avem 10 =n , 01=n , deci  

Fig. 8.18. Diagrama Nyquist a 

      funcţiei 2
2( )
1d

sG s
s
−=
+

. 
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                                                     0 1
π ππ
2 2

n n+ = .  

In conformitate  cu primul criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul închis este stabil dacă 
variaţia argumentului vectorului 0v

G  cu originea în punctul critic 1−  şi vârful pe ramurile 
locului de transfer este  

0
πarg
2

Δ =
G
v . 

Locul de transfer este reprezentat în fig. 8.19 (după modelul din fig. 7.12) în variantele de 

poziţionare a punctului critic 1−  la stânga punctului 
iTU π

2
0

τ−=  ( 2
π<

iT
τ ) şi, respectiv, între  

punctele 0U  şi 
iTU π5

2
1

τ−=  ( 2
π5

2
π <<

iT
τ ).  

Aplicând primul criteriu Nyquist şi ţinând seama că  
i

k TkU π)14(
2
+
−= τ , avem: 

- pentru π0
2iT

τ< <  (fig. 8.19, a), argumentul vectorului 0v
G  variază în total, în sens 

pozitiv, de la 2
π−  la 0, deci 0

π πarg 0 ( )
2 2

Δ = − − =
G
v , iar sistemul închis este strict stabil; 

- pentru 2
π5

2
π <<

iT
τ  (fig. 8.19, b), argumentul vectorului 0v

G  variază în total, în sens 

negativ, de la 2
π3  la 0 , deci 0

3π 3π πarg 0
2 2 2

Δ −= − = ≠
G
v , iar sistemul închis este instabil; 

- pentru 2
π)54(

2
π)14( +<<+ k

T
k

i

τ , ",2,1=k  , argumentul vectorului 0v
G  variază de 

la π22
π3 k+  la 0 , deci  0

3π πarg 2 π
2 2

kΔ −= − ≠
G
v , iar sistemul închis este instabil. 

In concluzie, sistemul cu reacţie este strict stabil pentru π0
2iT

τ< < , stabil la limită 

pentru 2
π=

iT
τ  şi instabil pentru π

2iT
τ > . 

 
Fig. 8.19. Locul de transfer al funcţiei  

  e( )d
i

τs
G s

T s

−
= . 
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Observaţie. Funcţia step1(tau,Ti,n,t) introdusă în mediul MATLAB sub forma 
fişierului step1.m realizează reprezentarea grafică a răspunsului indicial al sistemului de 
reglare, în condiţiile înlocuirii timpului mort τ  cu aproximaţia Padé de ordinul n : 

function step1(tau,Ti,n,t1) 
s=tf('s');  
sis=1/Ti/s;  
sis.iodelay=tau;  
sis1=pade(sis,n);  
sra=sis1/(1+sis1);  
t=0:0.1:t1;  
step(sra,t);  
grid on 

Graficele din fig. 8.20 şi fig. 8.21, obţinute respectiv cu comenzile step1(pi/2,1,2,30) şi 
step1(pi/2,1,4,30), prezintă răspunsurile indiciale aproximative (datorită utilizării aproxima-
ţiei Padé ) ale sistemului de reglare aflat la limita de stabilitate. Se observă că în cazul 
aproximaţiei Padé de ordinul 4 , graficul redă cu suficientă precizie caracterul oscilant 
întreţinut al răspunsului indicial. 

 
Fig. 8.20. Răspunsul indicial al sistemului de reglare la limita de stabilitate, 

în cazul utilizării aproximaţiei Padé de ordinul 2 . 

 
Fig. 8.21. Răspunsul indicial al sistemului de reglare la limita de stabilitate, 

în cazul utilizării aproximaţiei Padé de ordinul 4 . 
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♦ Aplicaţia 4.21. Să se studieze stabilitatea sistemului de reglare cu  

                             
1

 e( )
1d

τs
G s

T s

−
=

+
,    0>τ , 0>iT .  

Soluţie. Utilizăm primul criteriu de stabilitate Nyquist. Locul de transfer al funcţiei )(sGd  
este reprezentat grafic în fig. 7.13. Avem 00 =n  şi 01=n , deci  

0 1
π π 0
2

n n+ = . 

Conform primului criteriu de stabilitate Nyquist, sistemul închis este stabil atunci când 
variaţia argumentului vectorului 0v

G  cu originea în punctul critic 1−  şi vârful pe ramurile 
locului de transfer este 0arg 0Δ =

G
v , adică atunci când punctul 1−  se află la stânga 

punctului cu abcisa 0 0cosU τω= , unde pulsaţia 0ω  este dată de ecuaţia  

                      1 0 0tg 0T τωω + =  ,    0
π

π
2

τω< <  .                      

Deoarece 0 01 cos Uτω− < = , sistemul este stabil. 

 

  
8.4.  APLICAŢII  DE AUTOCONTROL 

♦ C8.1.  Să se studieze stabilitatea internă şi externă a sistemului cu ecuaţia  

                                               uuukyyyy −−=+++ ��������� 2 , 

unde k  este un parametru real. 

♦ C8.2.  Să se studieze stabilitatea internă şi externă a sistemului cu ecuaţia  

                                            uuyykykyk +−=+++++ ������� 3)13()1( , 

unde k  este un parametru real. 

♦ C8.3. Să se studieze stabilitatea internă şi externă a sistemului continuu 
),,,( DCBAΣ  cu 

0 0 1 0
1 0  1  ,     = 0  , 
5 6 4 1

A B
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

[ ]= 1 0  ,    =0 ,C k D  

unde k  este un parametru real. 
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♦ C8.4. Să se studieze stabilitatea internă a sistemului  

                              
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

−−=

−+=

3213

312

311

22

32

xxxx
uxxx

ukxxx

�
�
�

  ,         
⎩
⎨
⎧

−=

−=

212

11 2
xxy
uxy

 , 

unde k  este un parametru real. 

♦ C8.5. Să se studieze stabilitatea internă şi externă a sistemului  

                                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−+=

+=

−=

uxxxx

ukxx

xxx

3213

22

321

52�

�

�

,      

       321 22 xxxy ++−= , 

unde k  este un parametru real. 

♦ C8.6. Să se studieze stabilitatea internă şi externă a sistemului  

                                   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−−=
+=

=

uxxkxx
uxx

xx

322 3213

32

21

�
�
�

,       

                                             1xy= , 

unde k  este un parametru real. 

♦ C8.7. Să se studieze stabilitatea externă a sistemului de reglare cu 

                               kGR = ,    12
2
+= sGE ,     

                                        
1815

2
2 ++
+

=
ss

sGP ,    1=TG , 

unde k  este un parametru real. 

♦ C8.8. Să se studieze stabilitatea externă a sistemului de reglare cu 

                         )4
11( skGR += ,    12

1
+== sGG TE ,     

                     14
2
+

= sGP , 

pentru 0>k . 
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♦ C8.9. Să se studieze stabilitatea externă a sistemului de reglare cu 

                                  sTG
i

R
11+= ,    1== TE GG ,   

                                                     )18)(12(
1

++= ssGP , 

pentru 0>iT . 

♦ C8.10.  Fie sistemul de reglare automată caracterizat prin 

                    KGR = , 0>K ,   1
4(2s 1)EG =

+
,    1s4

1
+=PG ,    1=TG . 

Să se determine K  astfel încât polii sistemului să fie situaţi în stânga dreptei 1
3

s −= . 

♦ C8.11. Pentru ce valori ale parametrului real k , sistemul discret cu ecuaţia 

               10 ( ) 17 ( 1) 8 ( 2) ( 3) ( 1) ( 2)y t y t y t ky t u t u t+ − + − + − = − + −    

este strict intern stabil? 

♦ C8.12. Pentru ce valori ale parametrului real k , sistemul discret cu ecuaţia 

                    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=+

+−=+

)()()()1(2

)()()1(2

211

211

tutxtxtx

tkxtxtx
 ,     )()()( 21 txtxty −= .  

este strict intern stabil? 

♦ C8.13.  Să se studieze stabilitatea sistemului de reglare automată având  

             0, >= kkGR ,    15
1
+= sGE ,    110

1
+= sGP ,    12

1
+= sGT , 

utilizând primul criteriu Nyquist. 

♦ C8.14.  Să se studieze stabilitatea sistemului de reglare automată având  

            0,)4
11( >+= kskGR ,   15

1
+= sGE ,   110

1
+= sGP ,   14

1
+= sGT , 

utilizând al doilea criteriu Nyquist. 

♦ C8.15. Să se studieze stabilitatea sistemului de reglare cu eşantionare, în care 

77,2=T  ,   ( )RG z k= ,    

ssGE
1)( = ,   14

1)( += ssGP ,    1)( =sGT . 
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CALITATEA  

REGLĂRII 

 

In aplicaţiile practice, sistemele de reglare automată trebuie să fie 
robuste, stabile şi să satisfacă unele performanţe de regim staţionar şi 
dinamic, astfel încât abaterea mărimii reglată faţă de mărimea de referinţă, 
produsă ca urmare a variaţiei în timp a referinţei, a unor perturbaţii externe 
sau a unor factori perturbatori interni, să aibă o valoare cât mai redusă în 
timpul regimului tranzitoriu şi, mai ales, la sfârşitul acestuia; în plus, acţiunea 
de reglare să se realizeze cu consum mic de energie şi grad redus de uzură, iar 
forma şi intensitatea semnalului de comandă să nu afecteze securitatea 
instalaţiei reglate sau calitatea produsului finit. Deoarece procesele reale nu 
sunt perfect liniare şi nici perfect invariante (cu caracteristici dinamice 
constante în timp), robusteţea algoritmului de reglare (care exprimă gradul de 
insensibilitate a performanţelor de reglare la modificarea caracteristicilor 
dinamice ale procesului şi a parametrilor regulatorului) reprezintă un factor 
major al calităţii reglării. 

Compararea directă a mărimii fizice reglate (presiune, temperatură, debit, 
nivel etc.) cu semnalul de referinţă unificat 4…20 mA c.c. are sens în 
condiţiile exprimării procentuale a ambelor mărimi. Exprimarea în procente a 
mărimii reglate se face prin raportare la domeniul de măsurare al 
traductorului, care generează semnalul de măsurare unificat 4…20 mA.  

9.1.  CALITATEA REGLĂRII IN REGIM STAŢIONAR 

In regim staţionar, calitatea reglării unui sistem de reglare stabil este dată 
de valoarea erorii (abaterii) staţionare la referinţă sau perturbaţie tip treaptă 
unitară sau rampă unitară: 

                               lim ( )st
t

tε ε
→∞

=  .                                      (1) 
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Un sistem de reglare este cu atât mai precis în regim staţionar cu cât 
eroarea staţionară (numită uneori offset) are valoarea mai apropiată de zero. In 
majoritatea aplicaţiilor practice se impune condiţia de a avea eroare staţionară 
nulă la referinţă sau perturbaţie treaptă. Interpretarea grafică a erorii staţionare 
la intrare treaptă este ilustrată în fig. 9.1. 

 
Fig. 9.1. Interpretarea erorii staţionare pentru referinţă şi perturbaţie treaptă. 

Lema care urmează pune în evidenţă relaţiile de calcul al erorii staţionare 
atunci când se cunosc funcţiile de transfer ale elementelor sistemului automat 
de reglare (fig. 9.2). 

Lema erorii staţionare. Considerăm un sistem continuu de reglare 
automată strict stabil, cu funcţia de transfer a sistemului deschis 

TPERd GGGGG = . Atunci 

a)  
0 0

1
lim ( ) lim 1st ERs s d

G s Gε
→ →

= =
+

,  pentru ( ) 1( )r t t= ; 

b)  
0 0

lim ( ) lim 1
V T

st EVs s d

G GG s Gε
→ →

−= = + ,  pentru ( ) 1( )t t=v ; 

c)  
00

1 1lim ( ) lim (1 )st ER s ds
G s s Gsε

→→
= = + ,  pentru ( ) 1( )r t t t= ⋅ ; 

d)  
0 0

1
lim ( ) lim (1 )

V T
st EVs s d

G GG s s Gsε
→ →

−= =
+

,  pentru ( ) 1( )t t t= ⋅v . 

 
Fig. 9.2. Sistem de reglare automată. 
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Formulele de calcul al erorii staţionare se obţin imediat pe baza proprietăţii 
valorii finale a transformării Laplace: 

0
lim ( ) lim ( )st t s

t sE sε ε
→∞ →

= =  

şi a relaţiilor 

( ) ( ) ( )ERE s G s R s= ,  ( ) ( ) ( )EVE s G s V s= , 
1

[1( )]t s=L ,   2
1

[ 1( )]t t
s

⋅ =L . 

Toate relaţiile de calcul al erorii staţionare sunt valabile numai dacă 
sistemul de reglare este strict stabil, relaţia 

0
lim ( )
s

st sE sε
→

=  fiind validă numai 

atunci când produsul ( )sE s  are toţi polii cu partea reală negativă. Prin urmare, 
obţinerea cu formulele lemei a unei valori finite sau chiar nule a erorii 
staţionare nu implică stabilitatea sistemului de reglare. 

Un sistem de reglare automată se consideră a fi precis în raport cu un 
semnal treaptă sau rampă aplicat la intrare (referinţă sau perturbaţie) atunci 
când eroarea staţionară este zero.  

In conformitate cu relaţiile de calcul al erorii staţionare, eroarea 
staţionară a unui sistem liniar strict stabil la intrare rampă este de infinit ori 
mai mare în modul decât eroarea staţionară la intrare treaptă. Prin urmare, 
dacă eroarea staţionară la intrare treaptă este nenulă, atunci ea este infinită la 
intrare rampă. In cazurile practice, acest rezultat trebuie adaptat convenabil, 
ţinând seama că domeniul de liniaritate al unui sistem fizic este mărginit.  

Teorema preciziei reglării – pentru procese de tip proporţional. 
Considerăm un sistem de reglare automată liniar şi strict stabil, cu ambele 
canale (de execuţie şi de perturbaţie) ale părţii fixate de tip proporţional (cu 
factor static de proporţionalitate finit şi nenul). 

a) Dacă regulatorul este de tip proporţional, atunci eroarea staţionară 
este nenulă şi finită la intrare treaptă, cu atât mai mică în modul cu cât 
factorul de proporţionalitate al regulatorului este mai mare. 

b) Dacă regulatorul conţine o componentă integrală simplă, atunci 
eroarea staţionară este nulă la intrare treaptă, respectiv finită şi nenulă la 
intrare rampă. 

c) Dacă regulatorul conţine o componentă integrală dublă, atunci 
eroarea staţionară este nulă la intrare rampă, deci şi la intrare treaptă. 
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Teorema preciziei reglării, cunoscută şi sub numele teorema erorii 
staţionare, poate fi uşor demonstrată pe baza relaţiilor de calcul al erorii 
staţionare. In schema din  fig. 9.3, funcţia de transfer a sistemului deschis 

( )dG s  este egală cu produsul dintre funcţia de transfer a regulatorului ( )RG s  
şi funcţia de transfer a părţii fixate ( )FG s :  

( ) ( ) ( )d R FG s G s G s= ,     ( ) ( ) ( ) ( )F E P TG s G s G s G s= . 

 
Fig. 9.3. Sistem de reglare automată – schemă simplificată. 

In cazul a), pentru 1( )r t= , avem  

                 
0

1 1
lim 1 ( ) ( ) 1st s R F R FG s G s K Kε
→

= =
+ +

,                     (2)      

unde RK  şi FK  sunt factorii statici de proporţionalitate ai regulatorului şi 
părţii fixate. Prin urmare, eroarea staţionară este nenulă şi cu atât mai mică cu 
cât factorul de proporţionalitate RK  al regulatorului este mai mare.  

In cazul b), considerând un regulator de tip PI cu funcţia de transfer 
1

( ) (1 )R R
i

G s K T s= + , 

pentru 1( )r t= , avem  

0

1 1
lim 01 1 (1 )

1 (1 ) ( )
st s R F

R F
i

K K
K G sT s

ε
→

= = =
+ +∞

+ +
 ,                                          

iar pentru ( ) 1( )r t t t= ⋅ , avem 

0 0

1 1 1
lim lim1 1

1 (1 ) ( ) ( ) ( )

i
st s s R F

R F R F
i i

T
s K K

K G s s K s G sT s T

ε
→ →

= ⋅ = =
+ + + +

. 

Prin urmare, eroarea staţionară la referinţă treaptă este nulă, iar la referinţă 
rampă este finită şi nenulă, cu atât mai mică cu cât factorul de 
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proporţionalitate RK  al regulatorului este mai mare şi constanta de timp 
integrală iT  mai mică. 

In cazul c), în care  
*

2
1

( ) ( )R RG s G s
s

= ,   * (0) 0RG ≠ , 

pentru )(1)( tttr ⋅= , avem 

2 * 2 *0 0
0

1 01lim lim
1 ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (0)st

R F R F R Fs s

s
s G s G s s G s G s G K

ε
→ →

⋅= = = =
+ + +

. 

Prin urmare, eroarea staţionară este nulă la referinţă rampă, deci şi la referinţă 
treaptă.  

Observaţii.  1°. Dintre cele trei cazuri ale teoremei preciziei reglării, 
cazul b) − cu regulator cu componentă integrală simplă, este cel mai întâlnit în 
aplicaţiile practice industriale, deoarece este relativ simplă şi anulează eroarea 
staţionară la referinţă şi perturbaţie treaptă.   

2°. In cazul unui proces de tip proporţional, elementul de execuţie este 
ales dimensional astfel încât factorul de proporţionalitate FK  al părţii fixate 
să aibă o valoare uşor supraunitară, pentru a permite modificarea mărimii 
reglate pe întregul domeniu de măsurare (adică de la 0 la 100%). Prin urmare, 
dacă regulatorul este de tip proporţional şi 1FK ≈ , atunci 

                                        
1 1

1 1st R F RK K Kε = ≈+ + .                                      (3) 

La sistemele de reglare a proceselor de ordinul doi sau mai mare, la care 
partea fixată este de ordinul trei sau mai mare (ca în cazul reglării debitului, 
presiunii, temperaturii etc.), factorul de proporţionalitate al regulatorului (de 
tip P, PI sau PID) nu poate fi mărit prea mult, deoarece sistemul de reglare 
devine oscilant sau chiar instabil. Totuşi, în domeniul echipamentelor de 
automatizare, există dispozitive electronice cu reacţie negativă, deci având 
structura unui sistem de reglare automată după abatere, în care “regulatorul” 
este un amplificator de  tensiune cu factorul de amplificare de ordinul sutelor 
sau miilor. Aceste dispozitive electronice de automatizare sunt totuşi stabile 
deoarece “procesul” are un grad de inerţie neglijabil şi o dinamică rapidă. 
Datorită valorii ridicate a factorului de proporţionalitate al regulatorului, 
eroarea staţionară este practic nulă pentru orice variaţie treaptă a mărimii de 
intrare (cu rol de “referinţă”) şi a factorilor perturturbatori. De exemplu, orice 
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aparat electronic generator de semnal unificat 4…20 mA c.c. (sursă, traductor, 
adaptor etc.) este un sistem de reglare după abatere, deoarece numai o 
structură închisă cu reacţie negativă poate menţine semnalul de ieşire la o 
valoare independentă de rezistenţa de sarcină - principala perturbaţie a 
sistemului. Adaptorul din componenţa unui traductor de semnal unificat are ca 
referinţă semnalul primit de la senzor (detector, element sensibil), iar ca 
mărime reglată – semnalul unificat de ieşire. Deoarece amplificatorul de 
tensiune de pe calea directă are factorul de amplificare de ordinul miilor, 
semnalul de ieşire urmăreşte rapid şi fără abatere variaţiile mărimii de intrare, 
nefiind afectat de valoarea rezistenţei electrice a elementelor receptoare 
înseriate (250 Ω pentru un receptor, 500 Ω pentru două receptoare, 750 Ω, 
pentru trei receptoare).  

3°. Teorema preciziei reglării aplicată la procesele de tip integral are 
următorul enunţ:. 

Teorema preciziei reglării - pentru procese de tip integral. Considerăm 
un sistem de reglare automată liniar şi strict stabil, cu ambele canale ale 
părţii fixate de tip simplu integral. 

a) Dacă funcţia de transfer a regulatorului este de tip proporţional, 
atunci eroarea staţionară este nulă la referinţă treaptă, respectiv finită şi 
nenulă la perturbaţie treaptă. 

b) Dacă funcţia de transfer a regulatorului conţine o componentă 
integrală simplă, atunci eroarea staţionară este nulă la referinţă rampă şi la 
perturbaţie treaptă. 

Ţinând seama că bucla deschisă a sistemului de reglare are caracter 
simplu integral în cazul a) şi dublu integral în cazul b), demonstraţia teoremei 
este similară demonstraţiei punctelor b) şi c) ale teoremei precedente.  

Varianta b), cu regulator cu componentă integrală simplă, este frecvent 
întâlnită în aplicaţiile industrale la care ambele canale ale procesului sunt de 
tip integral, deoarece asigură eroare staţionară nulă la perturbaţie treaptă,  cu 
efect rampă asupra ieşirii procesului (cazul proceselor de acumulare, unde 
nivelul de lichid din rezervor este mărime de ieşire, iar debitul admis şi cel 
evacuat sunt mărimi de intrare). Regulatorul de tip PI trebuie să aibă însă o 
componentă integrală de intensitate redusă (cu constanta de timp integrală iT  
de circa 3…5 ori mai mare decât durata regimului tranzitoriu al sistemului de 
reglare cu iT ≈ ∞ ) pentru evitarea regimului oscilant, favorizat de caracterul 
dublu integral al elementelor de pe calea directă.   
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4°. Teoremele preciziei reglării pentru procesele de tip proporţional şi 
integral sunt valabile şi pentru sistemele de reglare discrete şi cu eşantionare. 
In ultimul caz, eroarea staţionară la intrare treaptă unitară şi rampă unitară se 
calculează cu relaţiile (74)-(76) de la cap. 6. 

9.2.  CALITATEA REGLĂRII IN REGIM DINAMIC 

In regim dinamic, calitatea sistemelor de reglare este descrisă de regulă 
cu ajutorul unor indici de performanţă asociaţi răspunsului sistemului la 
referinţă sau perturbaţie tip treaptă. Unele aspecte ale calităţii regimului 
dinamic pot fi evidenţiate şi cu ajutorul caracteristicilor de frecvenţă, care 
permit aprecirea comportării sistemului la semnale de intrare sinusoidale de 
diferite frecvenţe.  

9.2.1.  Indici direcţi de calitate 

Dintre indicii direcţi de calitate mai frecvent utilizaţi în analiza si sinteza 
sistemelor de reglare automată menţionăm: timpul de stabilizare, suprare-
glajul, gradul de amortizare a oscilaţiilor (indicele de oscilaţie) şi indicii de tip 
integral. Aceşti indicatori de calitate sunt asociaţi răspunsurilor indiciale ale 
sistemului de reglare la o variaţie de tip treaptă a mărimii de referinţă sau a 
mărimii perturbatoare. 

Timpul de stabilizare sT  reprezintă intervalul de timp cuprins între 
momentul iniţial 0t=  la care referinţa s-a modificat sub formă de treaptă şi 
momentul st T=  la care mărimea reglată y  atinge pentru ultima dată una 
dintre limitele sty Δ±  fără a mai ieşi din zona cuprinsă între cele două limite, 
unde sty  este valoarea staţionară a ieşirii, iar Δ  este 0,05 sty  sau 0,02 sty        
( fig. 9.4). 

 
Fig. 9.4. Indicatori de calitate asociaţi răspunsului indicial. 
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Matematic, timpul de stabilizare este egal cu cea mai mică valoare a 
parametrului T  astfel încât 

                                 ( ) sty t y− ≤Δ   t T∀ ≥ .                               (4) 

Reamintim că la sistemele de întârziere de ordinul unu fără timp mort  şi cu 
constanta de timp de întârziere 1T , timpul de stabilizare este 95 13sT T≈  pentru 

0,05 styΔ= , respectiv 98 13.91sT T≈  pentru 0,02 styΔ= . De asemenea, la 
sistemele de întârziere de ordinul doi cu constantele de timp pozitive 1T  şi 2T , 
timpul de stabilizare este  

95 1 23( )sT T T≈ + ,     98 1 23.91( )sT T T≈ + . 

In proiectare, se impune limitarea timpului de stabilizare printr-o condiţie de 
forma 

impus( )s sT T≤ . 

Prin definiţie, durata regimului tranzitoriu este diferenţa dintre timpul de 
stabilizare şi timpul mort, adică  

95 95tr sT T= −τ ,     98 98tr sT T= −τ . 

La sistemele fără timp mort, durata regimului tranzitoriu este egală cu timpul 
de stabilizare. 

Suprareglajul relativ σ  se defineşte ca fiind depăşirea procentuală 
maximă a valorii staţionare a mărimii reglate la modificarea treaptă a 
referinţei ( fig. 9.4), adică 

                                   1 100 %
sty
σ

σ = ⋅ .                                      (5) 

Sistemele cu răspuns crescător şi mărginit la referinţă treaptă au suprareglajul 
nul. In proiectarea sistemelor de reglare se impune limitarea superioară a 
suprareglajului σ  la o valoare cuprinsă între 0 şi 15%, în funcţie de specificul 
procesului reglat. In majoritatea aplicaţiilor, cele mai bune răspunsuri ale 
sistemului de reglare în raport cu factorul de proporţionalitate RK  al 
regulatorului PID corespund unui suprareglaj în gama 2 … 10%.  

De regulă, în proiectarea unui sistem de reglare automată, se impun 
condiţiile de calitate:  

impus( )s sT T≤  ,    impusσ σ≤ . 
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Gradul de amortizare δ  este asociat sistemelor de reglare cu răspuns 
indicial oscilant amortizat, fiind o măsură a raportului subunitar al primelor 
două depăşiri pozitive ale valorii staţionare ( fig. 9.4):  

                                   3

1
1

σ
δ

σ
= −  .                                 (6) 

Gradul de amortizare al sistemelor cu răspuns oscilant amortizat ia valori 
cuprinse între 0 si 1. Pentru limitarea duratei regimului tranzitoriu, gradul de 
amortizare trebuie să aibă valoarea apropiată de 1. 

Indici de calitate integrali. Atunci când sunt aleşi convenabil, indicii 
integrali pot asigura o caracterizare mai completă a calităţii regimului dinamic 
şi o proiectare optimală a regulatorului, prin minimizarea valorii indicelui 
integral ales în raport cu structura şi parametrii regulatorului.  

La sistemele de reglare cu eroare staţionară nulă la referinţă şi perturbaţie 
treaptă, printre cei mai utilizaţi indici de tip integral menţionăm următorii: 

                1 0 ( )ε t dt∞= ∫I ,                                 (7) 

                                2
2 0 ( )ε t dt∞=∫I ,                                      (8) 

                        2 2 2 2
3 0 [ ( ) ( )]ε t τ ε t dt∞= +∫I � ,                               (9) 

                     2 2
4 0 [ ( ) ( ( ) ) ]stε t k c t c dt∞= + −∫I ,                       (10) 

unde ε  este eroarea (abaterea), c - mărimea de comandă, stc - valoarea 
staţionară a mărimii de comandă, iar τ  şi k - constante pozitive de ponderare. 

Indicele 1I  este rar utilizat în analiza şi sinteza analitică a sistemelor de 
reglare din cauza operatorului de tip modul, care face imposibil calculul 
analitic al integralei. Ceilalţi indici integrali pătratici pot fi calculaţi analitic. 
Sinteza regulatorului prin minimizarea indicelui integral pătratic 2I  asigură 
performanţe dinamice de bună calitate, fără a garanta însă obţinerea unui 
suprareglaj suficient de mic şi un consum energetic redus. Minimizarea 
indicelui 3I  asigură, prin comparaţie cu 2I , o reducere a vitezei de variaţie a 
erorii ε  (cu atât mai mult cu cât constanta de ponderare τ  este mai mare) şi, 
prin aceasta, o reducere a suprareglajului, în timp ce minimizarea indicelui 4I  
asigură o reducere a consumului de energie în timpul operaţiei de stabilizare a 
mărimii reglate.  
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Se observă că indicii 2I , 3I  şi 4I  pot fi scrişi sub forma unei sume de 
integrale de forma 

                                2
0 ( )z t dt∞=∫I ,                                (11) 

în care  lim ( ) 0
t

z t
→∞

= . 

In cazul modificării treaptă unitară a referinţei unui sistem de reglare 
strict stabil cu structura din fig. 9.3, transformata Laplace a funcţiei   

( ) ( )z t ε t=  

este 

               
1

( ) ( ) ( ) [1 ( ) ( )]ER
R F

Z s G s R s s G s G s= =
+

,                 (12) 

iar transformata Laplace a funcţiei  

( ) ( ) stz t c t c= −  

este 

                            
( ) (0)

( ) CR CRG s G
Z s s

−
= ,                              (13) 

unde  

                          
( )

( ) 1 ( ) ( )
R

CR
R F

G s
G s G s G s=

+
.                  (14) 

Intr-adevăr, ţinând seama de proprietatea valorii finale, avem 

0 0
lim ( ) lim ( ) ( ) (0)st CR CRs s

c sC s sG s R s G
→ →

= = = , 

deci 
( ) (0)

( ) ( ) st CR CRc G s G
Z s C s s s s= − = − . 

Teorema indicelui integral-pătratic. Dacă transformata Laplace 

1
1 1 0

1 0
( )

n
n

n n
n

b s b s b
Z s

a s a s a

−
− + + +

=
+ + +

"
"

 

are numitorul hurwitzian, atunci integrala 2
0 ( )z t dt∞=∫I ,  are valoarea 
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                                2
n

na
Δ
Δ=I  ,                     (15) 

în care 

                         

0 2 4

1 3

0 2

1

0
0 *
0 *

0 * * n

a a a
a a
a a

a

Δ

−

−
−

= −
%

 ,     

iar nΔ  se obţine din Δ  prin înlocuirea ultimei linii cu [ ]0 1 2 1nB B B B −" , 

unde 
           2

0 0B b=   ,   

             2
1 1 0 22B b b b= −  , 

            2
2 2 1 3 0 42 2B b b b b b= − +  , 

        #       
          2

2 2 3 12n n n nB b b b− − − −= −  ,  

          2
1 1n nB b− −=  . 

Principalele forme particulare ale formulei de calcul al indicelui integral 
I  sunt prezentate mai jos. 

1.  Pentru 4n= , funcţiei 

                     
3 2

3 2 1 0
4 4 3 2

4 3 2 1 0
( )

b s b s b s b
Z s

a s a s a s a s a
+ + +

=
+ + + +

                       (16) 

îi corespunde integrala  4

42a
Δ
Δ

=I , unde 

                         2 2
0 1 2 3 1 4 0 3( )a a a a a a a aΔ = − −                         (17) 

şi 
                          2 2

4 4 2 3 1 4 0 0 3 4 1 0 2( ) ( 2 )a a a a a b a a a b b bΔ = − + −  

                                   2 2
0 1 4 2 1 3 0 1 2 0 3 3( 2 ) ( )a a a b b b a a a a a b+ − + − .                    (18) 

2.  Pentru 3n= , funcţiei 

                        
2

2 1 0
3 3 2

3 2 1 0
( )

b s b s b
Z s

a s a s a z a
+ +

=
+ + +

                             (19) 
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îi corespunde integrala   

                      
2 2 2

2 3 0 0 3 1 0 2 0 1 2

0 3 1 2 0 3

( 2 )
2 ( )

a a b a a b b b a a b
a a a a a a

+ − +
=

−
I .                      (20) 

Formula (20) a indicelui I  pentru 3( )Z s  se obţine din formula pentru 4( )Z s  
efectuând 3 0b = , simplificând apoi prin 4a  şi efectuând în final 4 0a = . 

3.  Pentru 2n= , funcţiei 

                        1 0
2 2

2 1 0
( )

b s b
Z s

a s a z a
+

=
+ +

                              (21) 

îi corespunde integrala   

                                   
2 2

2 0 0 1

0 1 22
ba b a

a a a
+

=I .                              (22) 

Formula (21) a indicelui I  pentru 2( )Z s  se obţine din formula (20) pentru 
3( )Z s  efectuând 2 0b = , simplificând apoi prin 3a  şi efectuând în final 3 0a = . 

Observaţii.  1°. In cazul unui sistem de reglare cu regulator PID şi funcţia 
de transfer a părţii fixate cunoscută (fără timp mort), indicii integrali de 
performanţă 2I , 3I  şi 4I  pot fi calculaţi analitic în raport de parametrii de 
acordare ai regulatorului (factorul de proporţionalitate RK , constanta de timp 
integrală iT  şi constanta de timp derivativă dT ). De regulă, în proiectarea 
regulatorului PID pe baza indicilor de calitate nu se utilizează condiţii de 
forma impus≤I I , ci se urmăreşte minimizarea indicelui de calitate ales I  în 
raport cu parametrii de acordare ai regulatorului. Astfel, după determinarea 
expresiei analitice a indicelui de calitate  

( , , )R i df K T T=I , 

problema optimizării sistemului de reglare se reduce la problema minimizării 
algebrice a funcţiei f  în raport cu cei trei parametri. Metoda este însă rar 
utilizată în aplicaţii practice, deoarece necesită cunoaşterea foarte exactă a 
funcţiei de transfer a părţii fixate. 

2°. Performanţele dinamice ale unui sistem de reglare cu regulator PID 
sunt determinate de valorile parametrilor de acordare ai regulatorului. In cazul 
aplicaţiilor practice de reglare a proceselor cu funcţia de transfer necunoscută, 
acordarea regulatorului PID se face  experimental, pe baza răspunsului 
procesului (aflat iniţial în regim staţionar) la un semnal de intrare de tip treaptă 
(generat cu regulatorul în regim MANUAL). Astfel, la procesele cu răspuns 
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indicial ( )h t  mărginit şi monoton (fără supradepăşire), din graficul 
răspunsului putem determina uşor trei parametri: factorul de proporţionalitate 

pK , timpul de stabilizare 95sT  (dat de momentul la care răspunsul atinge 95 % 
din valoarea finală) şi timpul mort τ . In cazul acestui tip de proces, se 
recomandă fixarea următoarelor valori ale parametrilor regulatorului (vezi 
capitolul 11):      

                    

95

1
5(1 )

R
P

s

K
K

T
τ=

+
,    95

3...4i
sT

T = ,    0dT = .                    (23) 

Metoda poate fi aplicată şi la procesele cu supradepăşire (la momentul 1t ), 
prin înlocuirea procesului P cu procesul P  având răspunsul indicial ( )h t  astfel 
încât ( ) ( )h t h t=  pentru 1t t≤  şi 1( ) ( )h t h t=  pentru 1t t≥ . De asemenea, metoda 
de acordare poate fi aplicată la procesele de fază neminimă, având răspunsul 
indicial ( )h t  pe intervalul 0[0, ]t  de semn opus semnului valorii finale. In acest 
scop, se înlocuieşte procesul P cu procesul P  având răspunsul indicial ( )h t  
astfel încât ( ) 0h t =  pentru 0t t≤  şi ( ) ( )h t h t=  pentru 0t t≥ . In cazul 
proceselor cu supradepăşire şi de fază neminimă, se aplică relaţiile (23) 
procesului P  având răspunsul indicial ( )h t  astfel încât ( ) 0h t =  pentru 0t t≤ , 

( ) ( )h t h t=  pentru 0 1[ , ]t t t∈  şi 1( ) ( )h t h t=  pentru 1t t≥ . 
Parametrii regulatorului, inclusiv constanta de timp derivativă dT , pot fi 

ulterior ajustaţi în timpul desfăşurării operaţiei de reglare automată, în scopul 
îmbunătăţirii performanţelor de reglare. 

3°. Teorema indicelui integral-pătratic permite reducerea formei şi 
ordinului unui sistem liniar prin minimizarea parametrică a indicelui integral-
pătratic 

                                            2
0 [ ( ) ( )]rh t h t dt∞= −∫I ,                                  (24) 

unde  ( )h t  este funcţia indicială a sistemului, iar ( )rh t  funcţia indicială a 
sistemului redus. Condiţia ( ) ( )rh h∞ = ∞ , echivalentă cu (0) (0)rG G= ,  este 
necesară pentru ca integrala I  să fie convergentă.  

Cu notaţia ( ) ( ) ( )rz t h t h t= − , avem 

         1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]r rZ s H s H s G s G ss= − = − ,                       (25) 
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iar calculul indicelui I  se poate face cu ajutorul relaţiei (15) a teoremei 
indicelui integral-pătratic.  

Metoda este mai greoaie decât metoda Padé, dar mai precisă şi mai 
sigură, deoarece conservă stabilitatea sistemului. 

9.2.2.  Indici indirecţi de calitate 

Indicii indirecţi de calitate mai frecvent utilizaţi în analiza si sinteza 
sistemelor de reglare automată sunt: banda de trecere, banda de alocare a 
polilor şi alocarea explicită a fiecărui pol în planul complex.  

Banda de frecvenţă (banda de trecere sau lărgimea de bandă) este un 
indicator ce caracterizează proprietatea de filtru trece-jos a sistemului de 
reglare, reprezentând intervalul (0 , )bω  în care factorul de amplificare în 

regim sinusoidal permanent al canalului intrare-ieşire analizat nu scade sub 
1/ 2  din valoarea maximă, adică 

                              max
1

( )
2

M Mω ≥ ,                                  (26)           

unde ( )M ω  este modulul funcţiei de frecvenţă. 
Pentru ca mărimea reglată y  să urmărească referinţa r  cu bune 

performanţe dinamice, modulul funcţiei de frecvenţă ( j )YRG ω  trebuie să aibă 
valoarea apropiată de  1 pe un domeniu cât mai larg de frecvenţe. Aşadar, în 
proiectare se impune limitarea inferioară a pulsaţiei  de bandă bω  a canalului 
mărime reglată-referinţă, adică 

                                                  b impusω ω≥ .                                          (27) 

Pe de altă parte, pentru reducerea efectului perturbaţiei v asupra mărimii 
reglate y , banda de frecvenţă asociată funcţiei de frecvenţă ( j )YVG ω , trebuie 
să fie cât mai mică. In proiectare se impune limitarea superioară a pulsaţiei de 
bandă bω  a canalului mărime reglată-perturbaţie al sistemului de reglare, 

adică  
                                                  b impusω ω≤ .                                          (28) 

Alocarea polilor. Performanţele dinamice ale unui sistem de reglare 
liniar sunt determinate, în mod dominant, de poziţia în planul complex a 
polilor funcţiei de transfer a sistemului. Astfel, în cazul unui  sistem de reglare 
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de ordinul n  care are numai poli simpli de forma i i is a jb= +  cu 0ia < , 
1,2, ,i n= " , variabila timp t  apare în componenta tranzitorie a răspunsului 

indicial la referinţă sau perturbaţie treaptă numai prin intermediul exponen-
ţialelor 

e e (cos j sin )i ip t a t
i ib t b t= + . 

In mod evident, dacă părţile reale ia  ale polilor au valori negative mai mici, 
componenta tranzitorie este atenuată şi eliminată mai rapid, iar durata 
regimului tranzitoriu este mai mică.  

Problema alocării polilor în planul complex al variabilei s  poate fi 
abordată în două moduri: prin alocarea polilor la stânga dreaptei s α=  
( 0α < ) paralelă cu axa ordonatelor şi prin alocarea explicită a fiecărui pol în 
semiplanul stâng al planului complex.  

Prima variantă are la bază conceptul de bandă de alocare a polilor, 
definită ca fiind cel mai mic interval negativ ( , ]α−∞  care conţine toate 
părţile reale ale polilor sistemului de reglare. Dacă ( )P s  este polinomul 
polilor sistemului de reglare, condiţia ca toţi polii să aibă partea reală mai 
mică sau egală cu α  este echivalentă cu condiţia ca ecuaţia polinomială  

                                                       ( ) 0P s α+ =                                              (29)                      

să aibă toate rădăcinile is  cu partea reală negativă, ceea ce poate fi analizat cu 
criteriul de stabilitate Hurwitz. In proiectare se impune fie minimizarea 
indicelui de calitate α  în raport cu parametrii de acordare ai regulatorului, fie 
restricţionarea acestui indice printr-o condiţie de forma 

                                                  impusα α≤ ,                                            (30) 

unde 0impusα < . Minimizarea indicelui de calitate α  asigură, de regulă, un 

răspuns indicial rapid de tip oscilant amortizat. Ambele metode de proiectare a 
calităţii dinamice a unui sistem de reglare, ca şi celelalte metode prezentate 
anterior, sunt de tip parametric, în sensul că permit determinarea parametrilor 
unui regulator cu structura dinamică dată (de exemplu, de tip PID) astfel încăt 
să fie satifăcute cerinţele impuse prin proiectare.  

A doua variantă, aceea a alocării explicite a polilor sistemului de 
reglare, permite sinteza structurii şi parametrilor regulatorului.  
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Teorema alocării polilor la sistemele fără timp mort. Considerăm un 
sistem de reglare cu funcţia de transfer a părţii fixate ( )FG s  sub forma unei 
raţionale ireductibile având numitorul de gradul n  şi numărătorul hurwitzian 
de gradul k . Dacă 

                           1
1 1( ) 1n k n k

n k n k n kP s c s c s c s− − −
− − − −= + + + +"                    (31) 

este un polinom hurwitzian arbitrar, atunci există un regulator simplu 
propriu, de ordinul n  sau mai mic, astfel încât sistemul de reglare să aibă 
funcţia de transfer 

                                           0
1

( )
( )n k

G s
P s−

= ,                                  (32) 

iar sistemul deschis să fie simplu integral. 

Demonstraţie. Deoarece polinomul ( )n kP s−  este hurwitzian, toţi coefici-
enţii acestuia sunt pozitivi. Din formula funcţiei de transfer 0( )G s  a sistemului 
de reglare reprezentat în fig. 9.3, 

      0
( ) ( )

( )
1 ( ) ( )

R F

R F

G s G s
G s

G s G s
=

+
, 

obţinem funcţia de transfer simplu proprie a regulatorului 

                           
0

1
1 1

( )
( )[ ( ) 1]( )[ ( ) 1]R

F n kF
G s

G s P sG s G s−
−

= =
−−

              (33)              

şi funcţia de transfer a sistemului deschis 

                              
1

( ) ( ) ( )
( ) 1d R F

n k
G s G s G s

P s−
= =

−
,                       (34) 

care este de tip simplu integral, indiferent dacă partea fixată este de tip 
proporţional  sau integral. Regulatorul este simplu propriu deoarece 

1
lim ( ) lim 0

( ) ( )R
s s F n k

G s
G s P s→∞ →∞ −

= ≠ . 

Observaţii. 1°. Funcţia de transfer (33) a regulatorului are numărătorul şi 
numitorul de acelaşi grad (n  sau mai mic). Dacă partea fixată este de tip 
proporţional, atunci regulatorul este de tip simplu integral. Dacă partea fixată 
este de tip simplu integral, atunci regulatorul este de tip proporţional, având 
numărătorul şi numitorul de gradul 1n −  sau mai mic. In general, dacă ecuaţia 
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( ) 1n kP s− =  are ca rădăcină un pol al fumcţiei de transfer a părţii fixate ( )FG s , 
atunci ordinul funcţia de transfer a regulatorului este mai mic decât n .  

2°. Prin alegerea convenabilă a polinomului polilor sistemului de reglare 
( )n kP s− , răspunsul sistemului de reglare la referinţă sau perturbaţie treaptă 

poate fi teoretic oricât de rapid. In cazul aplicaţiilor practice, unde modelul 
părţii fixate este cunoscut cu un anumit grad de incertitudine, polinomul 
polilor sistemului de reglare trebuie ales astfel încât constantele de timp ale 
acestuia să fie comparabile cu cele ale părţii fixate. De exemplu, în cazul în 
care partea fixată este de tip proporţional, regulatorul trebuie proiectat astfel 
încât durata răspunsului indicial al sistemului de reglare să fie cel mult de       
2 ... 5 ori mai mică decât durata răspunsului indicial al părţii fixate. Un 
asemenea mod practic de abordare a sintezei regulatorului asigură o corelaţie 
mai bună între rezultatele teoretice şi cele practice, precum şi o limitare a 
magnitudinii semnalului de comandă generat de regulator la o variaţie treaptă 
a referinţei. 

3°. Dacă polinomul polilor sistemului de reglare are forma 

                               1 2( ) ( 1)( 1) ( 1)n k n kP s T s T s T s− −= + + +" ,                       (35) 

unde toate constantele de timp sunt reale şi pozitive, atunci regulatorul este 
stabil. In continuare, vom demonstra această afirmaţie. Din forma (33) a 
funcţiei de transfer a regulatorului rezultă că acesta este stabil atunci când 
toate rădăcinile nenule ale ecuaţiei ( ) 1n kP s− =  au partea reală negativă. 
Presupunând că j 0s x y= + ≠  este o rădăcină nenulă a ecuaţiei ( ) 1n kP s− = , 
trebuie să arătăm că 0x < . Din ( j ) 1n kP x y− + =  rezultă ( j ) 1n kP x y− + = , deci  

2 2 2

1
[( 1) ] 1

n k

i i
i

T x T y
−

=
+ + =∏ . 

Din această relaţie rezultă 0x < , deoarece 0x ≥  ar implica 
2 2 2( 1) 1i iT x T y+ + > , deci 

2 2 2

1
[( 1) ] 1

n k

i i
i

T x T y
−

=
+ + >∏ . 

In plus, utilizând criteriul de stabilitate Hurwitz, este relativ uşor de arătat 
că dacă ordinul relativ al părţii fixate este mai mic sau egal cu patru, adică 

4n k− ≤ , atunci regulatorul este stabil pentru orice polinom hurwitzian 
( )n kP s−  ales. De exemplu, dacă 3n k− = , ecuaţia ( ) 1n kP s− =  are o rădăcină 

nulă şi două rădăcini (reale sau complex-conjugate) cu partea reală negativă 
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(întrucât sunt rădăcinile  trinomului de gradul doi 2
3 2 1c s c s c+ +  cu coeficienţi 

pozitivi).  

4°.  La reglarea proceselor de tip proporţional, factorul de magnitudine al 
semnalului de comandă la referinţă treaptă, egal cu raportul dintre valoarea 
iniţială (0 )c +  şi cea finală ( )c ∞ , este dat de relaţia 

                                            
(0)

lim ( ) ( )
F

F n k
s

G
M

G s P s−
→∞

=  .                                    (36) 

Intr-adevăr, avem 

                                      0( ) 1
( )

( ) ( ) ( )CR
F F n k

G s
G s

G s G s P s−
= = ,                              (37) 

1
(0 ) lim ( )

lim ( ) ( )CR
F n ks

s

c G s
G s P s+

→∞ −
→∞

= =  ,      

1
( ) (0)

(0)CR
F

c G
G

∞ = = , 

deci 
(0 ) (0)
( ) lim ( ) ( )

F

F n k
s

c G
M

c G s P s
+

−
→∞

= =
∞

.  

Dacă polinomul ( )n kP s−  al polilor sistemului de reglare are toate 
constantele de timp pozitive, din (36) rezultă 

                                       
1 2

(0)
lim

( )

n k
F

n k Fs

G s
M

TT T G s

−

→∞−
= ⋅

"
,                                (38) 

deci 

1 2
(0)

lim
( )

n k
F

n k
Fs

G s
TT T

M G s

−

−
→∞

= ⋅" ,                     

iar din inegalitatea mediilor, avem: 

1 2
1 2

(0)
lim

( )

n k n k
n k F

n k
Fs

T T T G s
TT T

n k M G s

− −
−

−
→∞

+ + +⎛ ⎞ ≥ = ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠

"
" , 

cu egalitate pentru 
1 2 n kT T T −= = =" . 
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Aşadar, pentru M  dat, suma  

1 2 n kT T T TΣ −= + + +"  

este minimă atunci când  1 2 n kT T T −= = =" . Pe de altă parte,  binomul 1T sΣ +  
este cea mai bună aproximaţie Padé de ordinul unu a lui ( )n kP s− , adică 

( ) 1n kP s T sΣ− ≈ + ; 
deci 

0
1 1

( )
( ) 1n k

G s
P s T sΣ−

= ≈
+

. 

Prin urmare, pentru M  dat, timpul de răspuns al sistemului de reglare la 
referinţă treaptă este (aproximativ) minim atunci când constanta de timp TΣ  
este minimă, deci atunci când  

                                      1 2 n kT T T −= = =" .                                         (39) 

In aplicaţiile practice la care partea fixată este de tip proporţional şi de 
ordin superior ( 2n ≥ ), factorul de magnitudine M  al semnalului de comandă 
la referinţă treaptă trebuie limitat la o valoare mai mică decât 20 pentru 
evitarea amplificării excesive a zgomotului, a consumului energetic sporit, a 
uzurii şi a regimurilor de funcţionare periculoase. 

Teorema alocării polilor la sistemele cu timp mort. Considerăm un 
sistem de reglare cu funcţia de transfer a părţii fixate 

( ) ( ) eF
sG s G s τ−= , 

unde ( )G s  este o funcţie raţională ireductibilă, cu numitorul de gradul n  şi 
numărătorul hurwitzian de gradul k . Pentru 

1 2( ) ( 1)( 1) ( 1)n k n kP s T s T s T s− −= + + +" ,      1 2, , , 0n kT T T − >… , 

există un regulator stabil şi simplu propriu astfel încât sistemul de reglare să 
aibă funcţia de transfer 

                                         0
e

( )
( )n k

s
G s

P s

τ−

−
= ,                                  (40) 

iar sistemul deschis să fie simplu integral. 

Demonstraţie.  Din (40) şi relaţia 
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      0
( ) ( )

( )
1 ( ) ( )

R F

R F

G s G s
G s

G s G s
=

+
, 

rezultă funcţia de transfer a regulatorului 

                      
0

1
1 1

( )
( )[ ( ) 1] ( )[ ( ) e ]R

F n k
sG s

G s G s G s P s τ− −
−

= =
− −

.                   (41) 

Regulatorul este simplu propriu deoarece 
1 1

lim ( ) lim lim 0
( )[ ( ) 0] ( ) ( )R

s s sn k n k
G s

G s P s G s P s→∞ →∞ →∞− −
= = ≠

−
. 

Funcţia de transfer a sistemului deschis, cu expresia 

                            
e

( ) ( ) ( )
( ) ed R F

n k

s

sG s G s G s
P s

τ

τ

−

−
−

= =
−

,                 (42) 

este de tip simplu integral, deoarece 

0(0) e 1 1 0n kP τ− ⋅
− − = − = ,   

                                  
0 0

lim ( ) lim
e ( ) 1d

s s n k
s

s
sG s

P sτ→ → −

=
−

 

                            '0

1
lim

e ( ) e ( )s n k n k
s sP s P sτ ττ→ − −

=
+

 

                          
1 2

1
0

+ + n kT T Tτ −
= ≠

+ +"
, 

indiferent dacă partea fixată este de tip proporţional sau integral. Dacă partea 
fixată este de tip proporţional, atunci regulatorul este de tip simplu integral, 
iar dacă partea fixată este de tip integral, atunci regulatorul este de tip 
proporţional. 

Deoarece ( )G s  are numărătorul hurwitzian, regulatorul este stabil atunci 

când eacuaţia ( ) e 0n k
sP s τ−

− − =  are toate rădăcinile nenule situate în 
semiplanul stâng. Dacă  j 0s x y= + ≠  este o rădăcină a acestei ecuaţii, atunci 

( j )

1
( 1 j ) e

n k x y
i i

i
T x T y τ− − +

=
+ + =∏ , 

iar prin egalarea modulelor, obţinem 
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2 2 2 2

1
[( 1) ] e

n k
i i

i

xT x T y τ− −

=
+ + =∏ . 

Această relaţie nu este adevărată pentru 0x ≥ , deoarece 

2 2 2 2

1
[( 1) ] 1 e

n k
i i

i

xT x T y τ− −

=
+ + > ≥∏ . 

Prin urmare, avem 0x < , deci regulatorul este stabil. 

Observaţii. 5°. Deoarece funcţia de transfer 

0( ) 1
( )

( ) ( ) ( )CR
F n k

G s
G s

G s G s P s−
= =  

nu depinde de timpul mort τ  al părţii fixate, răspunsul ( )c t  al sistemului de 
reglare la referinţă treaptă este identic cu cel din cazul în care partea fixată 
este fără timp mort. Prin urmare, la reglarea proceselor de tip proporţional, 
factorul de magnitudine al semnalului de comandă la referinţă treaptă (egal cu 
raportul dintre valoarea iniţială şi cea finală a semnalului de comandă), este 
dat de relaţiile (36) şi (38), în care s-a înlocuit ( )FG s  cu ( )G s :  

                        
1 2

(0) (0)
lim

lim ( ) ( ) ( )

n k

n k n k s
s

G G s
M

G s P s TT T G s

−

→∞− −
→∞

= = ⋅
"

 .                 (43) 

Ca şi în cazul reglării proceselor proporţionale fără timp mort,  timpul de 
răspuns al sistemului de reglare la referinţă treaptă pentru M  dat este 
aproximativ minim atunci când  

1 2 n kT T T −= = =" . 

6°. Funcţia de transfer a regulatorului (41) poate fi scrisă sub forma 

1

1 2

( )1 1
( ) 1( ) ( ) 1 ( ) ( )1 ( ) e

( ) ( )

R
n k

n k

s

R s
G s

G s P s R s R sG s
G s P s

τ−−

−

= ⋅ =
−− ⋅

 

unde 

                                               1
1

( )
( ) ( )n k

R s
G s P s−

=                                     (44) 

este funcţia de transfer simplu proprie a regulatorului intern, iar  

                                              
2
( )= ( )= ( ) e

F
sR s G s G s τ−                                 (45) 
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este funcţia de transfer a modelului părţii fixate. Prin urmare, regulatorul 
poate fi reprezentat şi implementat sub forma schemei bloc din fig. 9.5, care 
conţine modelul părţii fixate.  

 
Fig. 9.5. Schema bloc a regulatorului cu modelul părţii fixate. 

Scriind funcţia de transfer a regulatorului sub forma 

1

3

( )1 1
( )

( ) ( ) 1 ( )1 e / ( )R
n k n k

s
R s

G s
G s P s R sP sτ−

− −
= ⋅ =

−−
 , 

unde 

                                              3 0
e

( ) ( )
( )n k

s
R s G s

P s

τ−

−
= =                                 (46) 

este funcţia de transfer a modelului sistemului de reglare, regulatorul poate fi 
reprezentat sub forma schemei bloc din fig. 9.6, care conţine modelul dorit al 
sistemului de reglare. 

 
Fig. 9.6. Schema bloc a regulatorului cu modelul dorit al sistemului de reglare. 

9.3.  APLICAŢII REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 9.1. Elementele unui sistem de reglare automată (fig. 9.2) au următoarele 
ecuaţii: 
     R:             εkc = ,   mr −=ε ,   0>k , 
     E:    cuu 22 =+� ; 

     P:    5 0, 25y y u+ = −� v ; 
     T:    ymm =+� . 
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Să se calculeze eroarea staţionară la referinţă şi perturbaţie treaptă unitară, respectiv rampă 
unitară. Care este valoarea minimă a erorii staţionare la referinţă treaptă unitară? 

Soluţie. Avem 

kGR = ,    
15

1
+

=
s

GP ,   
1)s5(4

1
+

−
=VG ,    

1s2
2
+

=EG ,    
1s

1
+

=TG , 

)1)(15)(12(
2

+++
==

sss
kGGGGG TPERd . 

Aşadar, 

  pentru ( ) 1( )r t t= :   
00

1 1
lim ( ) lim

1 1 2st ER
s ds

G s
G k

ε
→→

= = =
+ +

; 

  pentru v( ) 1( )t t= :   
0 0

1
4(1 2 )

lim ( ) lim 1
V T

st EV
ds s k

G GG s Gε
→ →

−
=

+
−

= = +
. 

Eroarea staţionară la intrare rampă este de infinit ori mai mare (în modul) decât la intrare 
treaptă. Prin urmare, eroarea staţionară  la referinţă rampă şi perturbaţie rampă este ∞ , 
respectiv −∞ . 

Scriind ecuaţia polilor 01 =+ dG  sub forma 

02181710 23 =++++ ksss , 

din criteriul de stabilitate Hurwitz rezultă că sistemul de reglare este strict stabil atunci 
când 2 0Δ > , unde   

2 1 2 0 3 8 17 10(1 2 ) 2(63 10 )a a a a k kΔ = − = ⋅ − + = − . 

Aşadar, valorile erorii staţionare calculate sunt valabile numai atunci când sistemul de 
reglare este strict stabil, adică pentru 3,60 << k . Prin urmare, eroarea staţionară la treaptă 
unitară satisface condiţia  

1
0, 0735 7, 35 %

1 2 6,3stε > ≈ =
+ ⋅

. 

♦ Aplicaţia 9.2.  Fie sistemul de reglare automată caracterizat prin 

)s4
11( +=KGR , 0>K ,   1s2

4
+

=EG ,   1s4
1
+=PG ,   1s

1
+

=TG . 

Să se determine K  astfel încât 

a) polii sistemului să fie situaţi în stânga dreptei 0, 2s = − ; 
b) banda de alocare a polilor sistemului să fie cât mai la stânga posibil. 

Soluţie. Sistemul de reglare are 
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1)1)(sss(2 ++
=

KGd  

şi polinomul polilor  
3 2( ) 2 3P s s s s K= + + + . 

Din criteriul Hurwitz rezultă că sistemul este stabil pentru 1 2 0 3 0a a a a− > , adică 

                                                        2
30 <<K .  

a) Polii sistemului de reglare sunt situaţi în stânga dreptei 0, 2s = −  dacă polinomul  

3 2( 0, 2) 2( 0, 2) 3( 0, 2) ( 0, 2)P s s s s K− = − + − + − +  

      3 22 1,8 0, 04 0, 096s s s K= + + − +  

are toate rădăcinile cu partea reală negativă. Conform criteriului Hurwitz, este necesar şi 
suficient ca toţi coeficienţii ia  ai polinomului ( )P s  şi minorul principal   

)132,0(230212 Kaaaa −=−=Δ  

 să fie pozitivi. In concluzie, sistemul de reglare are toţi polii situaţi în stânga dreptei 
2,0−=s  pentru  

132,0096,0 <<K . 

In fig. 9.7 sunt prezentate răspunsurile indiciale )(ty  ale sistemului de reglare la refe-
rinţă treaptă unitară pentru cele două valori extreme ale factorului de proporţionalitate K . 

 
Fig. 9.7. Răspunsuri ale sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară. 

 b) Trebuie să găsim cea mai mică valoare a lui α  astfel încât polinomul 

                3 2( ) 2( ) 3( ) ( )P s s s s Kα α α α+ = + + + + + +  

                                         3 2 2 3 22 (3 6 ) (6 6 1) 2 3s s s Kα α α α α α= + + + + + + + + +  

să fie hurwitzian. Coeficienţii  
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166 2
1 +α+α=a ,  )21(32 α+=a ,  3 2a =  

sunt pozitivi pentru 0α α> , unde  

0
3 3

0, 2113
6

α
− +

= ≈ − . 

In continuare, vom arăta că există o singură valoare reală a lui K  astfel încât toţi polii 
sistemului de reglare să fie situaţi la stânga sau pe dreapta 0s α= . Acest lucru este posibil 

dacă 3 2
0 2 3 0a Kα α α= + + + ≥  şi 2 1 2 0 3 0a a a aΔ = − ≥  pentru 0α α= . Intr-adevăr, pentru 

0α α= , avem 2 0 3 02a a aΔ = − = − , iar din condiţiile 0 0a ≥  şi 2 0Δ ≥ , rezultă 0 0a = , deci 

3 2
0 0 0

3
2 3 0, 0962

18
K α α α= − − − = ≈ . 

Valoare 3 /18K =  nu asigură totuşi cel mai rapid răspuns indicial al sistemului de reglare 
(fig. 9.7), răspunsul pentru 0,132K =  fiind mai rapid, deci mai convenabil sub aspect 
dinamic.   

♦ Aplicaţia 9.3. Pentru nω  pozitiv dat, să se afle valoarea factorului de amortizare 
0ξ >  al sistemului de întârziere de ordinul doi, cu funcţia de transfer 

22

2

2
)(

nn

n

ωsωs
ω

sG
+ξ+

= , 

astfel încât indicele integral pătratic dtyty st
2

02 ))((∫
∞

−=I  să aibă valoarea minimă, unde 

)(ty  este răspunsul indicial al sistemului. 

Soluţie. Cu notaţia  
stytytz −= )()( , 

avem 

2 2
( ) (0) ( 2 )

( )
2

n

n n

G s G s ω
Z s

s s ω s ω
ξ

ξ
− − +

= =
+ +

, 

iar din (22) rezultă 

)
ξ2

1ξ(2
2

1
2 +=

nω
I  . 

Deoarece  
21 (2ξ 1)

2ξ 2 2
2ξ 2ξ

−
+ = + ≥ , 

cu egalitate pentru 2
1=ξ , rezultă că indicele de calitate 2I  are valoarea minimă 

nω
1)( min2 =I  pentru 2

1
opt =ξ . Pentru această valoare a lui ξ , răspunsul indicial are o 

supradepăşire de 3,16 % (fig. 9.8). 
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Fig. 9.8. Răspunsuri indiciale ale sistemului cu 22

2

2
)(

nn

n
ss

sG
ωξω

ω
++

=  . 

♦ Aplicaţia 9.4.  Pentru sistemul de întârziere de ordinul doi din aplicaţia precedentă, 
să se determine valoarea factorului de amortizare ξ  astfel încât indicele de calitate  

2 2 2
3 0

[( ( ) ) ( )]sty t y τ y t dt∞
= − +∫I �  

să fie minim. 

Soluţie. Se observă că   
2

3 2 τ= +I I I , 
unde  

2
1 1

(2 ξ )
2 2 ξnω

= +I  

şi    

 2
0

( )z t dt∞
= ∫I ,     

cu 
)()( tytz �= . 

Ţinând seama că  

22

2

2
)()()()()(

nn

n

ωsωs
ω

sGsUssGssYsZ
+ξ+

==== , 

cu relaţia (22) obţinem 

ξ
ωn
4

=I ; 

prin urmare, 

)
ξ2

1
ξ(2

2
1 22

3
n

n

ωτ
ω

+
+=I . 

Pentru nω  dat şi ξ  variabil, 3I  are valoarea minimă   
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2
3 min 2

1( )
n
τ

ω
= +I , 

obţinută pentru  

2
opt

21
2
1

nωτ+=ξ . 

Pentru 0=τ , avem 5,0opt =ξ  (cazul problemei precedente); pentru 
1
n

τ
ω

= , avem  

71,02
2

opt ≈=ξ ; pentru 
nω

τ 3=  avem 1opt =ξ . In conformitate cu relaţia (5.80) şi fig. 

5.11, lui 5,0=ξ  îi corespunde suprareglajul 1 16,3 %σ ≈ , lui 2
2=ξ  îi corespunde 

suprareglajul 1 4,3 %σ ≈ , iar lui 1=ξ  îi corespunde suprareglajul 01 =σ . 

♦ Aplicaţia 9.5.  Pentru sistemul de reglare automată caracterizat prin 

KGR = ,    
)15)(12(5

1
++

=
sss

GF  ,   0>K ,    

să se calculeze şi să se minimizeze indicele de calitate  
2

2 0
( )ε t dt∞= ∫I  

 în raport cu factorul de proporţionalitate K , unde ( )tε  este funcţia de variaţie a erorii la 
referinţă treaptă unitară. 

Soluţie.  Avem: 

Ksss
sss

GG
sG

FR
ER +++

++
=

+
=

53550
)15)(12(5

1
1)( 23 , 

3 2
( ) 5(2 1)(5 1)

( ) ( )
50 35 5

ERG s s s
Z s E s

s s s s K
+ +

= = =
+ + +

, 

iar din (20) obţinem 

)27(2
3539)(2 KK

KK
−
+

=I  . 

Indicele de calitate 2I  este minim atunci când derivata sa în raport cu K  este nulă. Rezultă  

024514078 2 =−+ KK , 

de unde obţinem opt 1,09K ≈ . Din reprezentarea grafică a indicelui 2I  (fig. 9.9), se observă 

că indicele de calitate 2I  are o variaţie foarte mică atunci când factorul de proporţionalitate 
K  ia valori între 0,7 şi 1,6. 
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Fig. 9.9. Caracteristica )(2 KI . 

♦ Aplicaţia 9.6. Pentru sistemul de reglare automată cu 

                                      
s
KGR = , 0>K ,     

)18(4
1
+

=
s

GF ,     

să se afle K astfel încât, la modificarea treaptă unitară a referinţei, consumul de energie 
pentru comanda procesului să fie minim. 

Soluţie. Vom calcula şi minimiza indicele integral  

2
0

( )z t dt∞
= ∫I , 

unde ( ) ( ) stz t c t c= − .  Avem 

                            
Kss

sK
GG

GsG
FR

R
CR ++

+
=

+
=

432
)18(4

1
)( 2 , 

             
Kss

Ks
s

GsG
sZ CRCR

++
−+−

=
−

=
432

)128(16)0()(
)( 2 , 

iar din (22) obţinem 

                                   )214(32 −+=
K

KI . 

Indicele de calitate I  este minim pentru 5,0=K . 

♦ Aplicaţia 9.7. Utilizând metoda indicelui integral-pătratic, să se reducă sistemul cu 
funcţia de transfer 

)6)(2( 11
1)( ++= sssG  , 

la sistemul cu funcţia de transfer  

1
1)(
+

=
Ts

sGr . 



CALITATEA REGLĂRII    

  

393

Soluţie. Vom minimiza indicele integral-pătratic 

2
0

( ) [ ( ) ( )] drT h t h t t∞
= −∫I , 

unde ( )h t  este funcţia indicială a sistemului cu funcţia de transfer ( )G s , iar ( )rh t  funcţia 
indicială a sistemului redus. Pentru ( ) ( ) ( )rz t h t h t= − , avem 

1 0
3 2

3 2 1 0

1
( ) [ ( ) ( )]r

b s b
Z s G s G s

s a s a s a s a
+

= − =
+ + +

, 

unde  
10 =a ,    61 +=Ta ,   1282 += Ta ,   Ta 123 = , 

80 −=Tb ,   121 −=b . 

Ţinând seama de relaţia (20) particularizată la cazul 2 0b = , rezultă 

2

22

30210

2
10

2
02

)3(2
36)8)(32(

3)32)(6(
36)8)(32(

)(2 +
+−+=

−++
+−+=

−
+

=
T
TT

TTT
TT

aaaaa
baba

I . 

Indicele integral-pătratic I  are valoarea minimă pentru 8,17optT ≈  (fig. 9.10).  

 
Fig. 9.10. Dependenţa )(TI  

Valoarea optimă a constantei de timp optT  este apropiată de valoarea 8T =  care rezultă din 

metoda de reducere Padé: 

2(2 )(6 )
1 1 1

( )
1 1 8 112 8 1

G s
s s ss s

= = ≈
+ + ++ +

. 

♦ Aplicaţia 9.8. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 

1
( )

( 1)( 1)
F

F
K

G s
T s T sΣ

=
+ +

 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi aplicaţii 

 

394

unde 1T  este constanta de timp dominantă, iar TΣ  este suma constantelor de timp parazite 
( 1 0T TΣ >� ), să se determine )(sGR  de tip simplu integral astfel încât sistemul de reglare 

să aibă polinomul polilor  
2

2( ) ( 1)P s xT sΣ= + ,   0x > . 

Particularizare pentru    

a) 
2

( )
(10 1)(2 1)FG s

s s
=

+ +
, 2x = ;   

b) 
2

( )
(10 1)(2 1)FG s

s s
=

+ +
, 1x = .  

Soluţie. Partea fixată are numitorul de gradul 2n =  şi numărătorul de gradul 0k = . 
Deoarece polinomul polilor impus sistemului de reglare are gradul doi, adică egal cu n k− , 
putem utiliza teorema alocării polilor la sistemele fără timp mort. Astfel, în conformitate cu 
(33),  (32) şi (36), funcţia de transfer a regulatorului, funcţia de transfer a sistemului de 
reglare şi factorul de magnitudine al semnalului de comandă la referinţă treaptă au 
expresiile: 

                            1

2

1 ( 1)( 1)
( )

( )[ ( ) 1] ( 2)R
F F

T s T s
G s

G s P s xK T s xT s
Σ

Σ Σ

+ +
= =

− +
,                           (47) 

                                             0 2
2

1 1
( )

( ) ( 1)
G s

P s xT sΣ

= =
+

,                                        (48) 

                                             1
2

3

(0 ) (0)
( ) lim ( ) ( )

F

F
s

c G T
M

c G s P s x TΣ
+

→∞

= = =
∞

.                                  (49) 

 
Fig. 9.11. Răspunsuri ( )y t  la referinţă treaptă unitară ale sistemului de reglare cu funcţia de 

transfer  (48). 

a) Pentru 2x = , regulatorul este de tip PI, cu funcţia de transfer 

1 1
( )

4R
F

T s
G s

K T sΣ

+
= , 
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adică  
1

( ) (1 )R R
i

G s K
T s

= + , 

unde 
1

4R
F

T
K

K TΣ
= ,   1TTi = . 

Sistemul de reglare are funcţia de transfer 

0 2
1

( )
(2 1)

G s
T sΣ

=
+

, 

iar comanda regulatorului la referinţă treaptă are factorul de magnitudine 

1
4
T

M
TΣ

= . 

Pentru 1 10T =  şi 2TΣ = , adică 
2

( )
(10 1)(2 1)FG s

s s
=

+ +
, 

avem 
1

( ) (1 )R R
i

G s K
T s

= + ,    
5
8RK =  ,   10=iT , 

0 2
1

( )
(4 1)

G s
s

=
+

,   
5
4

M = . 

Răspunsul indicial al părţii fixate ( )Fy t  şi răspunsurile la referinţă treaptă )(tc  şi ( )y t  ale 
sistemului de reglare sunt reprezentate în fig. 9.12. 

 
Fig. 9.12. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate ( Fy ) şi sistemului de reglare ( y  şi c ) 

pentru )12)(110(
2

++
= ssGF  şi )10

11(8
5

sGR += . 

b) Pentru 1x = , regulatorul este de tip PI, cu funcţia de transfer 
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1( 1)( 1)
( )

( 2)R
F

T s T s
G s

K T s T s
Σ

Σ Σ

+ +
=

+
, 

adică  

1
( ) (1 )

1
d

R R
i d

T s
G s K

T s sτ
= + +

+
, 

unde 
11 2

(1 )
4R

F

T
K

k TΣ
= + ,     1 2i

T
T T Σ= + ,    

 
2d

TΣτ = ,     1

1

(2 )
2(2 )d

T T T
T

T T
Σ Σ

Σ

−
=

+
. 

Aceste relaţii pot fi obţinute alegând 
2d

TΣτ =  , scriind apoi identitatea 

11 ( 1)( 1)
[(1 )( 2) 2 ]R d

i F

T s T s
K T s T s

T s K T s
Σ

Σ
Σ

+ +
+ + + =  

sub forma 

1
1

2

2 1
[( 2 ) ( 2) ] ( 1)F R d

i i

T T
K K T T s T s

T T s T T s
Σ

Σ
Σ

+ + + + = + + + , 

determinând RK  şi iT  prin egalarea coeficienţilor termenilor liberi şi în s
1 , iar apoi dT  - 

prin egalarea coeficienţilor termenilor în s . 
Sistemul de reglare are funcţia de transfer 

0 2
1

( )
( 1)

G s
T sΣ

=
+

, 

iar comanda regulatorului are factorul de magnitudine 

1T
M

TΣ
= . 

Pentru 1 10T =  şi 2TΣ = , adică 
2

( )
(10 1)(2 1)FG s

s s
=

+ +
, avem 

0 2
1

( )
(2 1)

G s
s

=
+

,   5M = , 

(10 1)(2 1) 1
( ) (1 )

8 ( 1) 1
d

R R
i d

s s T s
G s K

s s T s τ s
+ +

= = + +
+ +

, 

unde 
11
8RK = ,    11=iT ,   1=dτ ,   11

9=dT , 

Răspunsul indicial al părţii fixate ( )Fy t  şi răspunsurile la referinţă treaptă )(tc  şi ( )y t  
ale sistemului de reglare sunt reprezentate în fig. 9.13. 
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Fig. 9.13. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate ( Fy ) şi sistemului de reglare ( y  şi c ) 

pentru )12)(110(
2

++= ssGF  şi )1(8
)12)(110(

+
++= ss

ssGR . 

♦ Aplicaţia 9.9. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 

1

e
( )

( 1)( 1)
F

F

sK
G s

T s T sΣ

τ−
=

+ +
 

unde 1T  este constanta de timp dominantă, iar TΣ  este suma constantelor de timp parazite 
( 1 0T TΣ >� ), să se determine )(sGR  de tip simplu integral astfel încât sistemul de reglare 

să aibă funcţia de transfer  

0 2
e

( )
( 1)

s
G s

xT sΣ

τ−
=

+
,  0x > . 

Particularizare pentru 
42e

( )
(10 1)(2 1)F

s
G s

s s

−

=
+ +

 şi 1x = .  

Soluţie. Partea fixată are partea raţională a funcţiei de transfer 

1
( )

( 1)( 1)
FK

G s
T s T sΣ

=
+ +

, 

cu numitorul de gradul 2n =  şi numărătorul de gradul 0k = . Deoarece polinomul polilor 
impus sistemului de reglare,  

2
2( ) ( 1)P s xT sΣ= + , 

are gradul doi, adică n k− , putem utiliza teorema alocării polilor la sistemele cu timp mort. 
In conformitate cu (44) şi (45), regulatorul cu structura din fig. 9.5 are funcţiile de transfer 

                              1
1 2

2

1 ( 1)( 1)
( )

( ) ( ) ( 1)F

T s T s
R s

G s P s K xT s
Σ

Σ

+ +
= =

+
,     2(s)= (s)FR G .                      (50) 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi aplicaţii 

 

398

In conformitate cu (43), factorul de magnitudine al semnalului de comandă la referinţă 
treaptă este 

                                                  
2

1
2 2 2
(0)

lim
( )s

G s T
M

G sx T x TΣ Σ→∞
= ⋅ =  .                                        (51) 

In cazul particular 1x = , avem: 

                                             1
1

1
( )

( 1)F

T s
R s

K T sΣ

+
=

+
,    2(s)= (s)FR G ,                                  (52) 

                                                  1T
M

TΣ
= ,    0 2

e
( )

( 1)

s
G s

T sΣ

τ−
=

+
 .                                       (53) 

In plus, pentru 
42e

( )
(10 1)(2 1)F

s
G s

s s

−
=

+ +
, rezultă: 

1
10 1

( )
2(2 1)

s
R s

s
+

=
+

,    2(s)= (s)FR G ,   0 2
e

( )
(2 1)

s
G s

s

τ−
=

+
,   5M = . 

Graficele răspunsurilor din fig. 9.14 au fost obţinute cu programul Matlab::  

     s=tf('s'); t=0:0.01:40;  
 F=2/(10*s+1)/(2*s+1); F.iodelay=4; F=pade(F,5);  
 R1=(10*s+1)/2/(2*s+1); R2=F; R=R1/(1-R1*R2);  

     C=R/(1+R*F); Y=R*F/(1+R*F);  
     step(F,C,Y,t); grid on 

 
Fig. 9.14. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate ( Fy ) şi sistemului de reglare ( y  şi c ) 

pentru 
42e

(10 1)(2 1)

s
FG

s s

−
=

+ +
 şi 1

10 1
( )

2(2 1)
s

R s
s
+

=
+

. 

♦ Aplicaţia 9.10. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 

1 2

e
( )

( 1)( 1)( 1)
F

F

sK
G s

T s T s T sΣ

τ−
=

+ + +
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unde 1T  şi 2T  sunt constante de timp dominante, iar TΣ  este suma constantelor de timp 
parazite ( 1 2 0T T TΣ≥ >� ), să se determine )(sGR  de tip simplu integral astfel încât 

sistemul de reglare să aibă să aibă funcţia de transfer  

a)  0 2
1 2

e
( )

( 1) ( 1)

s
G s

s s

τ

τ τ

−
=

+ +
,    1 0τ > , 2 0τ > . 

b)  0 2 2
e

( )
(2 2 1)( 1)

s
G s

s T s xT sTΣ Σ Σ

τ−
=

+ + +
,  0x > . 

Soluţie. Partea fixată are partea raţională a funcţiei de transfer 

1 2
( )

( 1)( 1)( 1)
FK

G s
T s T s T sΣ

=
+ + +

, 

cu numitorul de gradul 3n =  şi numărătorul de gradul 0k = . Deoarece polinomul polilor 
impus sistemului de reglare are gradul trei, adică n k− , putem utiliza teorema alocării 
polilor la sistemele cu timp mort.  

a) Pentru 
2

3 1 2( ) ( 1) ( 1)P s s sτ τ= + + , 

în conformitate cu (44) şi (45), regulatorul cu model intern cu structura din fig. 9.5 are 
funcţiile de transfer 

                       1 2
1 2

3 1 2

1 ( 1)( 1)( 1)
( )

( ) ( ) ( 1) ( 1)F

T s T s T s
R s

G s P s K s s
Σ

τ τ
+ + +

= =
+ +

,    2( ) ( )FR s G s=                   (54) 

In conformitate cu (43), factorul de magnitudine al semnalului de comandă la referinţă 
treaptă este 

                                                 
3

1 2
2 2
1 2 1 2

(0)
lim

( )s

G s TT T
M

G s
Σ

τ τ τ τ→∞
= ⋅ =  .                                       (55) 

Pentru 2 TΣτ = , rezultă: 

                                        1 2
1 2

1

( 1)( 1)
( )

( 1)F

T s T s
R s

K sτ
+ +

=
+

,     2( ) ( )FR s G s= ,                               (56) 

                                           1 2
2
1

TT
M

τ
=  ,   0 2

1

e
( )

( 1) ( 1)

s
G s

s T sΣ

τ

τ

−
=

+ +
.                                 (57) 

In plus, pentru 
4e

( )
(6 1)(4 1)(2 1)F

s
G s

s s s

−

=
+ + +

, avem: 

1 2
(6 1)(4 1)

( )
(2 1)

s s
R s

s
+ +

=
+

,    
4

2
e

( )
(6 1)(4 1)(2 1)

s
R s

s s s

−
=

+ + +
,    6M = . 
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Fig. 9.15. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate ( Fy ) şi sistemului de reglare ( y  şi c ) 

pentru 
4e

( )
(6 1)(4 1)(2 1)F

s
G s

s s s

−
=

+ + +
 şi 1 2

(6 1)(4 1)
( )

(2 1)
s s

R s
s
+ +

=
+

. 

Pentru 1 TΣτ = , rezultă: 

                                     1 2
1

2

( 1)( 1)
( )

( 1)( 1)F

T s T s
R s

K T s sΣ τ
+ +

=
+ +

,  2( ) ( )FR s G s= ,                               (58) 

                                         1 2

2

TT
M

TΣτ
=  ,   0 2

2

e
( )

( 1) ( 1)

s
G s

T s sΣ

τ

τ

−
=

+ +
.                                 (59) 

In plus, pentru 2 0τ → , avem: 

                                         1 2
1

( 1)( 1)
( )

( 1)F

T s T s
R s

K T sΣ

+ +
=

+
,  2( ) ( )FR s G s= ,                                 (60) 

                                                 M →∞  ,   0 2
e

( )
( 1)

s
G s

T sΣ

τ−
=

+
.                                          (61) 

b)  Pentru 
2 2

3( ) (2 2 1)( 1)P s s T s xT sTΣ Σ Σ= + + + , 

răspunsul sistemului la referinţă treaptă va fi de tip oscilant amortizat (fig. 9.16). In 
conformitate cu (44) şi (45), regulatorul cu model intern cu structura din fig. 9.5 are 
funcţiile de transfer 

               1 2
1 2 2

3

1 ( 1)( 1)( 1)
( )

( ) ( ) (2 2 1)( 1)F

T s T s T s
R s

G s P s K s T s xT sT
Σ

Σ Σ Σ

+ + +
= =

+ + +
,    2( ) ( )FR s G s= .          (62) 

In conformitate cu (43), factorul de magnitudine al semnalului de comandă la referinţă 
treaptă este 

                                                
3

1 2
3 2

(0)
lim

( )2 2s
G s TT

M
G sxT xTΣ Σ→∞

= ⋅ =  .                                        (63) 
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Fig. 9.16. Răspunsuri ( )y t  la referinţă treaptă unitară ale sistemului de reglare cu funcţia de 

transfer 0 2 2
e

( )
(2 2 1)( 1)

s
G s

s T s xT sTΣ Σ Σ

τ−
=

+ + +
 pentru 1TΣ =  şi 2τ =  . 

Pentru 1x = , rezultă: 

                                   1 2
1 2 2

( 1)( 1)
( )

(2 2 1)F

T s T s
R s

K s T sTΣ Σ

+ +
=

+ +
,    2( ) ( )FR s G s= ,                          (64) 

                                  1 2
22

T T
M

TΣ
=  ,    0 2 2

e
( )

(2 2 1)( 1)

Ts
G s

s T s T sTΣ Σ Σ

−

=
+ + +

,                       (65) 

iar pentru 0x → , avem: 

                                   1 2
1 2 2

( 1)( 1)( 1)
( )

(2 2 1)F

T s T s T s
R s

K s T sT
Σ

Σ Σ

+ + +
=

+ +
,    2( ) ( )FR s G s= ,                        (66) 

                                             M →∞ ,    0 2 2
e

( )
2 2 1

Ts
G s

s T sTΣ Σ

−

=
+ +

.                                 (67) 

Am regăsit varianta Kessler a criteriului modulului pentru acordarea optimală a 

regulatorului. Dacă partea fixată este fără timp mort, regulatorul este de tip PID impropriu: 

1 1 2

1 2

( ) ( 1)( 1)
( )

1 ( ) ( ) 2R
F

R s T s T s
G s

R s R s K T sΣ

+ +
= =

−
. 

♦ Aplicaţia 9.11. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 
10

2
2(2 1)e

( )
(3 1) (6 1)(8 1)F

ss
G s

s s s

−+
=

+ + +
 , 

să se determine )(sGR  de tip simplu integral astfel încât sistemul de reglare să aibă funcţia 
de transfer  
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10

0 3
1

e
( )

( 1)

s
G s

T s

−
=

+
 

şi factorul de magnitudine 
a) 1M = ;      
b) 8M = .  

Soluţie. Partea raţională a funcţiei de transfer ( )FG s  are expresia 

2
2(2 1)

( )
(3 1) (6 1)(8 1)

s
G s

s s s
+

=
+ + +

, 

cu numitorul de gradul 4n =  şi numărătorul de gradul 1k = . Deoarece polinomul polilor 
3

1( 1)T s +  impus sistemului de reglare are gradul n k− , putem utiliza teorema alocării 

polilor la sistemele cu timp mort. In conformitate cu relaţia (43), avem 

3 31 2 1 1

(0) 2 216
lim 108

( )

n k

n s

G s
M

T T T G s T T

−

→∞
= ⋅ = ⋅ =

"
, 

deci 

31
216T
M

= . 

a) Pentru 1M = , rezultă     

31
216 6T
M

= = , 

iar cu relaţiile (40), (44) şi (45), obţinem funcţiile de transfer ale regulatorului 

1
( )

( )[ ( ) e ]R
n k

sG s
G s P s τ−

−
=

−
 

                                                             
2

3 10
(3 1) (6 1)(8 1)

2(2 1)[(6 1) e ]s
s s s
s s −
+ + +

=
+ + −

 

respectiv 
2

1 2
1 (3 1) (8 1)

( )
( ) ( ) 2(2 1)(6 1)n k

s s
R s

G s P s s s−

+ +
= =

+ +
,   

  
10

2 0 3
e

(s)= ( )
(6 1)

s
R G s

s

−
=

+
. 

Răspunsul indicial al părţii fixate ( )Fy t  şi răspunsurile )(tc  şi ( )y t  ale sistemului de reglare 

la referinţă treaptă sunt reprezentate în fig. 9.17.  
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    Fig. 9.17. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate ( Fy ) şi ale sistemului de reglare ( y  şi c ). 

b) Pentru 8M = , rezultă     

31
216 3T
M

= = , 

iar cu relaţiile (40), (44) şi (45), obţinem funcţiile de transfer ale regulatorului 
2

3 12
1 (3 1) (6 1)(8 1)

( )
( )[ ( ) e ] 2(2 1)[(3 1) e ]R

n k
s s

s s s
G s

G s P s s sτ− −
−

+ + +
= =

− + + −
, 

respectiv 

1
1 (6 1)(8 1)

( )
( ) ( ) 2(2 1)(3 1)n k

s s
R s

G s P s s s−

+ +
= =

+ +
,    

 
10

2 0 3
e

(s)= ( )
(3 1)

s
R G s

s

−
=

+
. 

Răspunsul indicial al părţii fixate ( )Fy t  şi răspunsurile la referinţă treaptă )(tc  şi ( )y t  ale 

sistemului de reglare sunt reprezentate în fig. 9.18 

 
Fig. 9.18. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate ( Fy ) şi ale sistemului de reglare ( y  şi c ). 
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9.4. APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C9.1. Să se calculeze eroarea staţionară la perturbaţie treaptă unitară a sistemului de 
reglare automată caracterizat prin: 

0RG K= > ,    1s3
1
+=EG ,    1=TG , 

1920
2

2 ++
=

ss
GP ,    

11220
1

2 ++
−

=
ss

GV . 

Care este valoarea minimă posibil a erorii staţionare ? 

♦ C9.2. Să se calculeze eroarea staţionară la referinţă rampă unitară a sistemului de reglare 
automată caracterizat prin: 

)11(2 sTG
i

R += ,    1s2
1
+=EG ,    

19
1
+= sGP ,    1=TG . 

♦ C 9.3.  Pentru sistemul de reglare automată caracterizat prin 

)s4
11( +=KGR ,     1s2

1
+=EG , 

1s8
1
+=PG ,     1s4

1
+=TG , 

să se determine K  astfel încât polii sistemului să fie situaţi în stânga dreptei 
20

1−
=s . 

♦ C9.4. Se consideră sistemul cu funcţia de transfer 

)1)(1(
1)(
21 ++

+
=

sTsT
sτsG , 

având constantele de timp 1T  şi 2T  pozitive şi fixate. Pentru intrare treaptă unitară, să se 
arate că indicele integral pătratic 

dtyty st
2

02 ))((∫
∞

−=I  

este minim atunci când  
21 TTτ += . 

♦ C9.5. Elementele unui sistem de reglare automată au funcţiile de transfer 

s
kGR = , 0>k ,    1=EG ,    

13
2
+

=
s

GP , 
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)14(2
1
+

=
s

GV ,    
12

1
+

=
s

GT . 

a) Să se afle eroarea staţionară la referinţă treaptă unitară şi la perturbaţie rampă 
unitară. 

b) Pentru referinţă treaptă unitară, să se afle valoarea optimă a parametrului k  în 

raport cu indicele integral pătratic tt d)(
0

2
2 ∫

∞
= εI .  

♦ C9.6. Elementele unui sistem de reglare automată au funcţiile de transfer 

                             s
sT

G
i

R 311 ++= ,     
1

1
2 +

=
s

GF ,     

Pentru referinţă treaptă unitară, să se afle valoarea optimă a constantei de timp integrale iT  

în raport cu indicele integral pătratic tt d)(
0

2
2 ∫

∞
= εI .  

♦ C9.7.  Fie sistemul cu funcţia de transfer 

14
1)(
+
+=

s
ssG . 

Utilizând metoda minimizării indicelui integral pătratic, să se reducă sistemul la forma 

1
1)(

1 += sTsGr . 

♦ C9.8. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 

                                
)14)(13(

2)(
++

=
ss

sGF , 

să se determine funcţia de transfer )(sGR  a regulatorului de tip simplu integral, astfel încât 

semnalul de comandă generat de regulator la referinţă treaptă unitară să fie de tip treaptă. 

♦ C9.9. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 

                         )110)(34)(1(
3)(

+++
= ssssGF , 

să se determine )(sGR  de tip simplu integral astfel încât sistemul de reglare să aibă 
polinomul polilor  

a) 2
3( ) (4 1) ( 1)P s s s= + + ; 

b) 2
3( ) (2 1) ( 1)P s s s= + + .  

In ambele cazuri, să se determine factorul de magnitudine al comenzii regulatorului.   
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♦ C9.10. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 

                         )110)(14)(1(
15)(

+++
+= sss

ssGF , 

să se determine )(sGR  de tip simplu integral astfel încât sistemul de reglare să aibă 
polinomul polilor  

a) 2
3

( ) (3 1)( 1)
2

P s s s= + + ; 

b) 2
2( ) (2 1)P s s= + ;    

c) 2( ) (2 1)( 1)P s s s= + + .   

In toate cazurile, să se determine factorul de magnitudine al comenzii regulatorului.   

♦ C9.11. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 

                            )110)(1(3
13)(

++
+= sss

ssGF , 

să se determine )(sGR  de tip proporţional astfel încât sistemul de reglare să aibă polinomul 
polilor  

a) 2
2( ) (2 1)P s s= + ;    

b) 2( ) (2 1)( 1)P s s s= + + .    
 

♦ C9.12. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată 
5(2s+1)e( )

( 1)(4 1)(8 1)F

s
G s

s s s

−
=

+ + +
, 

să se determine )(sGR  de tip simplu integral astfel încât sistemul de reglare să aibă funcţia 
de transfer  

5

0 2
1

e
( )

( 1)

s
G s

T s

−
=

+
 

şi factorul de magnitudine 
a) 1M = ;      
b) 16M = .  

♦ C9.13. Pentru sistemul de reglare cu partea fixată de tip integral 
6e( )

10 (2 1)(8 1)F

s
G s

s s s

−
=

+ +
, 

să se determine )(sGR  de tip proporţional astfel încât sistemul de reglare să aibă funcţia de 
transfer  

6

0 3
e

( )
(2 1)

s
G s

s

−
=

+
. 



 

 

10 
   SISTEME DE REGLARE 

 MULTIVARIABILE 
 

Sistemele de reglare automată multivariabile (multi input-multi output) 
sunt acelea la care partea fixată, formată din elementul de execuţie, procesul 
propriu-zis şi elementul traductor, reprezintă un sistem continuu 
multivariabil (fig. 10.1). In continuare, pentru simplitate, partea fixată va fi 
denumită proces. 

In cazul în care procesul P este liniar şi are două mărimi de intrare 
( 1U şi 2U ) şi două mărimi de ieşire ( 1Y  şi 2Y ), dependenţa în complex 
intrare-ieşire se exprimă astfel: 

        1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Y s G s U s G s U s

Y s G s U s G s U s

= +⎧
⎨

= +⎩
 

sau, sub formă matriceal-vectorială, 

1 11 12 1

2 21 22 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Y s G s G s U s

Y s G s G s U s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

( ) ( ) ( )Y s s U s=G . 

            
         Fig. 10.1. Reprezentarea procesului multivariabil. 
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In cazul proceselor fizice de tip proporţional, mărimile de intrare 1U  şi 

2U  sunt alese astfel încât transferul pe canalele directe intrare-ieşire să fie 
mai puternic decât pe canalele indirecte. Astfel, presupunând că mărimile de 
comandă şi de ieşire ale procesului P sunt exprimate în procente, între 
factorii statici de proporţionalitate ai canalelor directe şi indirecte există 
inegalităţile  

                                             11 12K K>  ,    22 21K K> .                          (1) 

Dacă aceste condiţii nu sunt îndeplinite, proiectarea unui sistem performant 
de reglare a mărimilor de ieşire 1Y  şi 2Y   este o operaţie relativ dificilă. 

In fig. 10.2 este reprezentată schema unui SRA multivariabil cu 
regulatoare monovariabile (R1 şi R2), iar în fig. 10.3 - schema unui SRA 
multivariabil cu regulator multivariabil (RM).   

 
Fig. 10.2.  Sistem de reglare multivariabil cu regulatoare monovariabile. 

 
Fig. 10.3.  Sistem de reglare multivariabil cu regulator multivariabil. 

Regulatorul multivariabil cu patru canale (două directe şi două 
indirecte) are matricea de transfer 
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                11 12

21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )
R s R s

s
R s R s
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

R .                        (2) 

In lipsa canalelor indirecte (cazul schemei din fig. 10.2, cu regulatoare 
monovariabile), matricea de  transfer ( )sR  a regulatorului este de tip 
diagonal 

                      1

2

( ) 0
( )

0 ( )

G s
s

G s
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

R .                  (3) 

10.1. STABILITATEA SISTEMELOR DE REGLARE  
                 MULTIVARIABILE 

Se cunoaşte faptul că un sistem multivariabil este extern strict stabil 
atunci când polinomul polilor matricei de transfer a sistemului este 
hurwitzian, adică are toate rădăcinile cu partea reală negativă. In cazul 
sistemelor de reglare multivariabile din fig. 10.2 şi fig. 10.3, din  

( ) ( )Y s U s=G ,     

( ) ( )U s E s=R ,     

( ) ( ) ( )E s R s Y s= − , 

rezultă  
( ) ( ) ( )YRY s s R s=G ,     

( ) ( ) ( )ERE s s R s=G , 
unde 
             ( ) 1[ ( ) ( )] ( ) ( )YR s s s s s−= +G G R G RI  ,                 (4) 

                     1( ) [ ( ) ( )]ER s s s −= +G G RI .                  (5) 

Pe baza acestor relaţii se poate formula  
 Teorema de stabilitate externă a SRA multivariabile. In cazul practic 
în care toate elementele componente ale unui sistem de reglare 
multivariabil sunt extern stabile, sistemul de reglare este extern strict stabil 
dacă şi numai dacă toate rădăcinile ecuaţiei polilor 

                  det[ ( ) ( ) ] 0s s+ =G RI                               (6) 

au partea reală negativă. 
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10.2. SISTEME DE REGLARE  MULTIVARIABILE 
                CU REGULATOARE MONOVARIABILE 

Un sistem de reglare multivariabil cu p  mărimi de referinţă, p  mărimi 
reglate şi p  regulatoare monovariabile, câte unul pentru fiecare mărime 
reglată, nu echivalează cu p  sisteme de reglare monovariabile autonome, 
deoarece între cele p  bucle de reglare există interaţiune reciprocă, care nu 
poate fi echivalată cu acţiunea unor perturbaţii independente (de exemplu, 
interacţiunea poate genera instabilitate, dar perturbaţiile sistemelor liniare 
nu). Astfel, în cazul sistemului de reglare multivariabil din fig. 10.2, 
modificarea referinţei 1R  implică variaţia mărimii de comandă 1U , care 
modifică mărimea reglată 2Y  (prin canalul 21G ), deci eroarea 2E , apoi 
mărimea de comandă 2U , mărimea reglată 1Y  (prin canalul 12G ) ş.a.m.d. De 
aceea, reglarea proceselor multivariabile cu regulatoare monovariabile este 
eficientă numai la procesele cu interacţiuni incrucişate relativ slabe. Dacă 
aceste interacţiuni sunt puternice, sistemul de reglare devine oscilant (cu 
oscilaţii greu amortizabile) sau chiar instabil. 
 Pentru sistemul de reglare din fig. 10.2, din relaţiile (3), (4) şi (5), 
rezultă 

      
1 11 2 1 2 12

1 21 2 22 1 1

( )1
( )YR

G G G G G

G G G G G

Δ
Δ Δ

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

G                 (7) 

şi 

          2 22 2 12

1 21 1 11

11
1ER

G G G G
G G G GΔ
+ −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− +⎣ ⎦
G ,            (8) 

unde  
                      1 11 2 22 1 2 11 G G G G G GΔ Δ= + + + ,             (9) 

                       1 11 22 12 21det G G G GΔ = = −G .                     (10) 

Din (7) şi (8) se observă că oricum am alege funcţiile de transfer nenule 
1( )G s  şi 2( )G s  ale celor două regulatoare monovariabile, matricele de 

transfer ( )YR sG  şi ( )ER sG  nu pot fi aduse la forma diagonală. Prin urmare, 
sistemul de reglare nu permite decuplarea dinamică a mărimilor reglate sau 
a mărimilor de eroare în raport cu mărimile de referinţă (astfel încât 
mărimea reglată 1Y  şi eroarea 1E  să nu depindă de referinţa 2R , iar mărimea 
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reglată 2Y  şi eroarea 2E  să nu depindă de referinţa 1R ). In schimb, prin 
alegerea convenabilă a funcţiilor de transfer 1( )G s  şi 2( )G s , este posibil (şi 
de dorit) ca matricele (0)YRG  şi (0)ERG  să aibă forma diagonală, adică 
sistemul de reglare să fie decuplat staţionar. De exemplu, dacă procesul este 
strict stabil şi are toate cele patru canale intrare-ieşire de tip proporţional, 
adică 

(0) 0ij ijG K= ≠ , 
 şi, în plus,  

11 22 12 21 0K K K K− ≠ , 

alegând cele două regulatoare de tip simplu integral, cu funcţiile de transfer 
*

1 1
1

( ) ( )G s G s
s

=  şi *
2 2

1
( ) ( )G s G s

s
= , unde *

1 (0) 0G ≠  şi *
2(0) 0G ≠ , rezultă 

                                 
1 0

(0)
0 1YR
⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦

G ,                                       (11) 

           
0 0

(0)
0 0ER
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

G .                            (12) 

Deoarece matricea (0)YRG  este de tip diagonal, sistemul de reglare 
(presupus strict stabil) este decuplat staţionar. In plus, la modificarea treaptă 
a mărimilor de referinţă şi a perturbaţiilor (însumate la ieşirea procesului), 
sistemul aduce mărimile reglate 1y  şi 2y  respectiv la valorile referinţelor 1r  
şi 2r . 

In cazul în care regulatorul R1 este de tip integral, iar regulatorul R2 
este de tip static, adică 2 2(0) 0G K= ≠ , rezultă 

                 21 11

0 0

1 0
(0)

1YR K K
Δ Δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

G  ,           (13) 

cu  
                                       0 11 2 11 22 12 21( )K K K K K KΔ = + − .                          (14) 

Dacă procesul are 21 0K ≠ , atunci mărimea reglată 2Y  nu este decuplată 
staţionar în raport cu mărimea de referinţă 1R . 
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In fig. 10.4 sunt prezentate, calitativ, răspunsurile  la referinţă treaptă 
unitară ale unui sistem de reglare multivariabil stabil, echipat cu regulatoare 
monovariabile, decuplat staţionar pe canalul 1 2R Y−  şi decuplat dinamic pe 
canalul 2 1R Y− . 

 

Fig. 10.4. Exemplu de decuplare staţionară pe canalul 1 2R Y−  

şi decuplare dinamică pe canalul 2 1R Y− . 

10.3. SISTEME DE REGLARE  MULTIVARIABILE 
                CU REGULATOR MULTIVARIABIL 

Prin utilizarea unui regulator multivariabil (fig. 10.3), interacţiunile 
procesului pot fi compensate, astfel încât fiecare mărime reglată să fie 
influenţată numai de mărimea de referinţă asociată. In acest caz, sistemul de 
reglare multivariabil se numeşte decuplat sau autonom. 

Prin decuplare, un sistem de reglare multivariabil cu p  mărimi de 
referinţă şi p  mărimi reglate se descompune în p  sisteme de reglare 
monovariabile independente (autonome), ale căror regulatoare monovari-
abile pot fi proiectate prin metode şi proceduri specifice sistemelor de 
reglare monovariabile. In fig. 10.5 este prezentată schema unui sistem de 
reglare multivariabil cu 2p= , la care regulatorul multivariabil R este 
compus din blocul regulatoarelor monovariabile Rm şi blocul decuplor DC. 
Sistemul de reglare este decuplat dinamic dacă subsistemul serie DC-P 
format din decuplorul DC şi procesul P este decuplat, adică nu conţine 
canale încrucişate (ieşrea 2Y  nu depinde de intrarea 1C , iar ieşirea 1Y  nu 
depinde de intrarea 2C ). 

Relaţiile aferente canalelor încrucişate 2 1C Y−  şi 1 2C Y−  ale subsiste-
mului DC-P au forma 

1 11 12 12 22 2( ) ( ) ( )Y s G D G D C s= + , 
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2 21 11 22 21 1( ) ( ) ( )Y s G D G D C s= + , 

din care rezultă relaţiile de decuplare 

                     11 12 12 22 0G D G D+ = ,           (15) 

              21 11 22 21 0G D G D+ = .                 (16) 

Aceste relaţii pot fi obţinute şi din condiţia ca matricea de transfer ( )sM  a 
procesului decuplat (a conexiunii serie DC-P), anume 

        11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

( ) ( ) ( )
G D G D G D G D

s s s
G D G D G D G D

+ +⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

+ +⎣ ⎦
M G D ,        (17) 

să fie de tip diagonal (cu 12 21 0M M= = ).  Elementele diagonale au expresiile 

                                        11 11 11 12 21M G D G D= + ,                (18) 

                   22 21 12 22 22M G D G D= + .                          (19) 

 
Fig. 10.5. SRA multivariabil cu regulator multivariabil cu decuplor. 

In cele ce urmează, sunt prezentate două variante de proiectare a 
decuplorului dinamic DC, caracterizat prin matricea de transfer D(s), în 
ipoteza că procesul şi decuplorul au fiecare câte două mărimi de intrare şi 
două mărimi de ieşire.  

O primă variantă de decuplare este aceea în care elementele diagonale 
11( )D s  şi 22( )D s  ale matricei de transfer ( )sD  a decuplorului sunt apriori 

fixate. Din relaţiile de decuplare (15) şi (16) rezultă celelalte funcţii de 
transfer ale decuplorului, sub forma 
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    12
12 22

11

( )
( ) ( )

( )
G s

D s D s
G s
−

= ⋅ ,   21
21 11

22

( )
( ) ( )

( )
G s

D s D s
G s
−

= ⋅ ,                (20) 

iar din relaţiile (18) , (19)  şi (20), obţinem funcţiile de transfer diagonale ale 
procesului decuplat: 

    12 21
11 11 11

22
( ) ( ) ( )

G G
M s G D s

G
= − ,   12 21

22 22 22
11

( ) ( ) ( )
G G

M s G D s
G

= − .      (21) 

Alegând decuplorul cu funcţiile de transfer  

                                     11 22( ) ( )D s G s= ,  22 11( ) ( )D s G s= ,                             (22) 

rezultă 
                                  12 12( ) ( )D s G s=− ,  21 21( ) ( )D s G s=− ,                          (23) 

şi funcţiile de transfer diagonale ale procesului decuplat  

                        11 22 11 22 12 21M M G G G G= = − .                  (24) 

Aşadar, matricele de transfer ale decuplorului şi procesului decuplat au 
formele fizic realizabile: 

                              22 12

21 11

G G

G G

−⎡ ⎤
=⎢ ⎥

−⎣ ⎦
D ,                          (25) 

                       11 22 12 21

1 0
( )

0 1
G G G G

⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
M .                     (26) 

Ţinând seama de relaţia ( ) ( ) ( )s s s=M G D , dacă decuplorul (25) şi procesul 
decuplat (26) sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul   

                          1( ) ( 1) ( )s Ts s= +D D ,                                    (27) 

pentru a obţine procesul decuplat mai rapid (propriu sau simplu propriu), cu 
matricea de transfer 

                          1( ) ( 1) ( )s T s s= +M M ,                                  (28) 

unde 1T  este o constantă de timp pozitivă convenabil aleasă. 
Un neajuns al metodei îl constituie forma relativ greoaie a funcţiilor de 

transfer (26)  şi (28) ale procesului decuplat, mai ales în cazul proceselor cu 
timp mort. 
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A doua variantă de decuplare este aceea în care funcţiile de transfer 
nenule 11M  şi 22M  ale matricei diagonale ( )sM  sunt apriori fixate, astfel 
încât procesul decuplat să aibă caracteristici dinamice dorite. Din relaţiile 
(15), (16), (18)  şi (19) rezultă matricea de transfer a decuplorului 

        
11 12 22 11 12 22

121 22 21 11 11 22

1
( )

D D G M G M
s

D D G M G MΔ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

D ,         (29) 

unde  

1 11 22 12 21det G G G GΔ = = −G .                                (30) 

In majoritatea aplicaţiilor practice, zerourile funcţiei )(1 sΔ  au partea reală 
negativă, deci decuplorul  este stabil. Prin alegerea adecvată a funcţiilor de 
transfer 11( )M s  şi 22( )M s , decuplorul cu matricea de transfer (29) este 
propriu, deci fizic realizabil.  

Alegând 

11 22 11 22 12 21M M G G G G= = − , 

obţinem decuplorul cu   matricea de transfer (25).  

Alegând   

                                            
11

22

0

0

G

G

⎡ ⎤
=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  ,                                         (31)  

obţinem decuplorul cu matricea de transfer 

                                   

12

11

12 21 21

11 22 22

1
1

1 1

G
G

G G G
G G G

⎡ ⎤−⎢ ⎥
= ⋅ ⎢ ⎥

⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

D .                            (32)  

Ţinând seama de relaţia ( ) ( ) ( )s s s=M G D , dacă decuplorul (32) este simplu 
impropriu, putem utiliza decuplorul simplu propriu  

                          
1

1( ) ( )
1

s s
Ts

=
+

D D ,                                    (33) 
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pentru a obţine procesul decuplat 

                          
1

1( ) ( )
1

s s
Ts

=
+

M M ,                                     (34) 

unde 1T  este o constantă de timp pozitivă convenabil aleasă. 
Un neajuns al metodei îl constituie forma relativ greoaie a funcţiilor de 

transfer (32) şi (33) ale decuplorului, mai ales în cazul proceselor cu timp 
mort. 

Observaţii. 10. Decuplorul static asociat unui proces de tip proporţional 
cu două mărimi de intrare şi două mărimi de ieşire se proiectează pe baza 
relaţiei  

                                      (0) (0) (0)=G D M ,                                       (35) 

echivalentă cu 

                                11 12 11 12 11

21 22 21 22 22

0

0

K K d d m

K K d d m
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,                          (36) 

unde i jd  sunt factorii de proporţionalitate ai decuplorului, iar 11m  şi 22m  
sunt factorii statici de proporţionalitate ai procesului decuplat. Din (36), 
rezultă relaţiile de decuplare 

                           11 12 12 22 0K d K d+ = ,     21 11 22 21 0K d K d+ =                      (37) 

şi expresiile factorilor statici de proporţionalitate ai procesului decuplat 

                         11 11 11 12 21m K d K d= + ,    22 21 12 22 22m K d K d= + .                 (38) 

Pe de altă parte, matricea factorilor de proporţionalitate ai decuplorului 
static poate fi obţinută din matricea de transfer a decuplorului dinamic ( )sD  
prin înlocuirea variabilei s  cu 0 . Astfel, ţinând seama de (25), putem alege 
decuplorul static  

         
22 12 22 12

21 11 21 11

(0) (0)

(0) (0)

G G K K

G G K K

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

D .                    (39) 

Din (26) rezultă matricea de proporţionalitate a părţii fixate decuplate 
staţionar 
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                                     11 22 12 21

1 0
( )

0 1
K K K K

⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
M .                            (40) 

20. In conformitate cu (25), putem realiza decuplarea dinamică a unui 
proces de tip proporţional cu ajutorul unui decuplor tipizat, cu matricea de 
transfer de forma 

                           

22 12

21 11

22 12

22 12

21 11

21 11

e e
1 1

e e
1 1

s s

s s

K K
T s T s

K K
T s T s

τ τ

τ τ

− −

− −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥=
⎢ ⎥−⎢ ⎥

+ +⎣ ⎦

D ,                                 (41) 

în care factorii statici de proporţionalitate ijK , constantele de timp de 
întârziere ijT  şi timpii morţi ijτ sunt asociaţi canalelor ij  ale procesului.  

Toţi parametrii decuplorului dinamic tipizat pot fi determinaţi 
experimental pe baza răspunsurilor procesului la intrare treaptă, din regim 
staţionar (fig. 10.6). 

 
Fig. 10.6. Răspunsul procesului la intrare treaptă. 
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Factorii statici de proporţionalitate 11K  şi 21K  ai procesului pot fi 
determinaţi cu relaţiile 

                         1
11

1

y
K

u
Δ
Δ

= ,                                              (42) 

              2
21

1

y
K

u
Δ
Δ

= ,                       (43) 

unde 1yΔ  şi 2yΔ  sunt variaţiile totale (finale) ale ieşirilor 1y  şi 2y  la o 
variaţie treaptă 1uΔ  a intrării 1u , aplicată în regim staţionar (fig. 10.6, a). In 
mod similar, 12K  şi 22K  se determină cu relaţiile (fig. 10.6, b): 

                           1
12

2

y
K

u
Δ
Δ

= ,                                           (44) 

                2
22

2

y
K

u
Δ
Δ

= .                      (45) 

Fiecare constantă de timp ijT  se alege aproximativ egală cu o treime din 
durata regimului tranzitoriu 95( )ijtrT  a răspunsului indicial al canalului 
respectiv al procesului:  

         95 95( ) ( )
3 3

ij ij ij
ij

tr sT T
T

τ−
≈ = ,                          (46) 

unde 95( )ijsT  este timpul de stabilizare a răspunsului indicial.  

Dacă  
                                            ij ijm Tτ ≈ ,    ijm ∈Z ,                                    (47) 

atunci echivalentul discret (discretizatul) cu perioada T  al decuplorului are 
matricea de transfer 

        

22 12

21 11

1 1
22 22 12 12

1 1
22 12o

1 1
21 21 11 11

1 1
21 11

(1 ) (1 )
1 1

( )
(1 ) (1 )
1 1

m m

m m

K p z K p z
p z p z

z
K p z K p z

p z p z

− − − −

− −

− − − −

− −

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

D  ,             (48)        

unde  

                                                     /e i jT T
ijp −= .                                       (49) 
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10.4.  APLICAŢII  REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 10.1. Să se analizeze stabilitatea sistemului de reglare multivariabil cu 
regulatoare monovariabile din fig. 10.2, caracterizat prin 

1 2
1( ) ( )
i

G s G s T s= = ,  

2 1
1 1( )

1 1
1 1

s ss

s s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦+ +

G . 

Soluţie. Deoarece regulatoarele monovariabile şi canalele intrare-ieşire ale părţii fixate 
sunt extern stabile, putem aplica teorema de stabilitate externă a SRA multivariabile.  
Avem 

1 2 12 1 0 1 (s 1) (s 1)1 0 s 1 s 1
0 1 1 1 1 1 10 1s 1 s 1 (s 1) (s 1)

i i i

i i i

T s T s T s

T s T s T s

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎡ ⎤ + +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = + =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦+ + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

GRI , 

deci 

2 2 2
3 3det ( ) 1 (s 1) (s 1)i iT s T s

+ = + ++ +
GRI , 

iar ecuaţia det ( ) 0+ =GRI  are forma 

033)3(2 23242 =+++++ sTsTTsTsT iiiii . 

Coeficienţii ecuaţiei sunt pozitivi pentru 0iT > , iar minorii 

3
2 2 3 1 4 (2 3)i ia a a a T T= − = +Δ ,       2 4

3 1 2 0 3 3 (2 1)i ia a a T T= − = −Δ Δ , 

sunt pozitivi pentru 2
1>iT . Prin urmare, în conformitate cu criteriul de stabilitate 

Hurwitz, sistemul de reglare este strict stabil dacă şi numai dacă 2
1>iT .    

♦ Aplicaţia 10.2. Să se analizeze stabilitatea sistemului de reglare multivariabil cu 
regulatoare monovariabile din fig. 10.2, caracterizat prin 

1)(1 =sG ,   2)(2 =sG , 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−
−

=
10

11
2

)( ssG . 

Soluţie. Avem 
2 31 0 1 01 2
1 1

0 1 0 20 1 0 3

s
s s
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = + =− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

GRI , 
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1
3( 1) 2( 1)

1 s 3 3( ) ( )
3

0 1
ER

s s
ss −

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −= + =
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G GRI . 

Deoarece matricea de transfer )(sERG  are polul 3=s  situat în dreapta axei imaginare, 
sistemul de reglare este instabil. 

♦ Aplicaţia 10.3. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 

            

2 1
2 1 4 1( )

1 2
1 1

s ss

s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ += ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦+ +

G . 

Să se efectueze: 

a) decuplarea staţionară;  

b) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă  

11 22( ) ( )M s M s= ; 

c) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă matricea de transfer 

2 01
10 2 1

s

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦+

M . 

Soluţie. a) In conformitate cu (39) şi (40), decuplorul static are matricea factorilor de 
proporţionalitate 

22 12

21 11

(0) (0) 2 1

(0) (0) 1 2

G G

G G

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦⎣ ⎦
D , 

iar procesul decuplat staţionar are matricea factorilor de proporţionalitate 

11 22 12 21
1 0 3 0

( )
0 1 0 3

K K K K
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M . 

b)  In conformitate cu (25) şi (26), avem 

22 12

21 11

2 1
1 4 1
1 2
1 2 1

G G s s
G G

s s

−⎡ ⎤
− ⎢ ⎥⎡ ⎤ + +

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
− −⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦+ +

D , 

11 22 12 21
1 0 1 014 3( )

( 1)(2 1)(4 1)0 1 0 1
sG G G G

s s s
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M . 



SISTEME DE REGLARE MULTIVARIABILE    

  

421

Deoarece decuplorul şi procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul 
simplu propriu  

12
4 1( 1)

2( 1)1
2 1

s
ss

s
s

+⎡ ⎤−⎢ ⎥+
= + = ⎢ ⎥

+⎢ ⎥−
⎣ ⎦+

D D , 

pentru a obţine procesul decuplat 

1 014 3( 1)
(2 1)(4 1) 0 1

ss
s s

⎡ ⎤+= + = ⎢ ⎥+ + ⎣ ⎦
M M . 

c)  In conformitate cu (29) şi (30), avem 

1 11 22 12 21
14 3

( 1)(2 1)(4 1)
s

G G G G
s s s

Δ
+

= − =
+ + +

, 

        
22 11 12 22

1 21 11 11 22

4(2 1) ( 1)
1 4 1 1 4 1( )

14 3 2(2 1) 2( 1)
1 2 1

s s
G M G M s s ss

s s sG M G M
s s

Δ

+ − +⎡ ⎤
−⎡ ⎤ ⎢ ⎥+ + += =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − + +⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦+ +

D . 

♦ Aplicaţia 10.4. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

++

++=

12
2

1
1

1
1

12
2

)(

ss

sssG . 

Să se efectueze: 

a) decuplarea staţionară;  

b) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă  

11 22( ) ( )M s M s= ; 

c) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă matricea de transfer 

2 0
2 1

20
2 1

s

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦+

M . 

Soluţie. a) In conformitate cu (39) şi (40),  decuplorul static are matricea factorilor de 
proporţionalitate 

22 12

21 11

(0) (0) 2 1

(0) (0) 1 2

G G

G G

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦⎣ ⎦
D , 
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iar procesul decuplat staţionar are matricea factorilor de proporţionalitate 

11 22 12 21
1 0 3 0

( )
0 1 0 3

K K K K
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M . 

b)  In conformitate cu (25) şi (26), avem 

22 12

21 11

2 1
2 1 1

1 2
1 2 1

G G s s

G G
s s

−⎡ ⎤
− ⎢ ⎥⎡ ⎤ + +

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
−⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦+ +

D , 

11 22 12 21 2 2

1 0 1 04 3
( )

( 1) (2 1)0 1 0 1
s

G G G G
s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+
= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M . 

Deoarece decuplorul şi procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul 
simplu propriu  

2 12
1(2 1)

2 1 2
1

s
ss

s
s

+⎡ ⎤−⎢ ⎥+
= + = ⎢ ⎥

+⎢ ⎥−
⎣ ⎦+

D D , 

pentru a obţine procesul decuplat 

2

1 04 3(2 1)
( 1) (2 1) 0 1

ss
s s

⎡ ⎤+= + = ⎢ ⎥+ + ⎣ ⎦
M M . 

c)  In conformitate cu (31) şi (32), avem 

11

22

2 00 2 1
0 20

2 1

G s
G

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ +

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦+

M , 

12
211

12 21 21
11 22 22

2 11 1
2( 1)1 4( 1)

4 3 2 11 1 1
2( 1)

G s
G ss

G G sG s
G G G s

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥++⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ = ⋅
+⎢ ⎥ ⎢ ⎥+− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦⎣ ⎦

D . 

Deoarece decuplorul este impropriu, problema nu are soluţie implementabilă. Se poate 
însă utiliza decuplorul simplu propriu 
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2 1 2( 1) 2 111 2( 1) 2( 1) 4 3 4 3
2 1 2 1 2( 1)2( 1) 4 3 1

2( 1) 4 3 4 3

s s s
s s s s

s s ss s
s s s

+⎡ ⎤ + +⎡ ⎤− −⎢ ⎥+ ⎢ ⎥+ + += = ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + ++ + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎣ ⎦⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

D D , 

pentru a obţine procesul decuplat 

1 0
( 1)(2 1)1

2( 1) 10
( 1)(2 1)

s s
s

s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +

= = ⎢ ⎥+ ⎢ ⎥
+ +⎣ ⎦

M M . 

♦ Aplicaţia 10.5. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 

       

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++++
−

++++= −

−

)12)(1(
4

)15)(13(
e

)14)(12(
e

)13)(1(
2

)( 4

2

ssss

sssss s

s

G . 

Să se proiecteze: 
a) decuplorul static cu elementele diagonale  11 22 1d d= = ; 
b) decuplorul dinamic cu funcţiile de transfer diagonale  

11 22( ) ( ) 1D s D s= = ; 

c) decuplorul dinamic tipizat, pe baza graficelor răspunsurilor procesului la intrare 
treaptă unitară din figura de mai jos. 

d) regulatorul multivariabil cu decuplor tipizat: 
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Soluţie.  a) Determinăm matricea factorilor de proporţionalitate ai procesului: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

==
41
12

)0(GK . 

Din (37), rezultă 

12
12 22

11
0,5

K
d d

K
−

= = − ,    21
21 11

22
0,25

K
d d

K
−

= = , 

deci decuplorul static are matricea factorilor de proporţionalitate 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

125,0
5,01

1
1

21

12

d
d

D . 

b) In conformitate cu relaţiile (20), rezultă     
2

12
12

11

( ) ( 1)(3 1)e
( )

( ) 2(2 1)(4 1)

sG s s s
D s

G s s s

−− − + +
= =

+ +
,       

4
21

21
22

( ) ( 1)(2 1)e
( )

( ) 4(3 1)(5 1)

sG s s s
D s

G s s s

−− + +
= =

+ +
, 

deci 

      

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
++

++
++−

= −

−

1
)15)(13(4

e)12)(1(
)14)(12(2

e)13)(1(1
)( 4

2

ss
ss

ss
ss

s s

s

D . 

Aplicând relaţiile (21), determinăm elementele diagonale ale matricei de transfer a 
procesului decuplat: 

)15)(14)(13(4
e)1(

)13)(1(
2 6

22

2112
1111 +++

++
++

=−=
−

sss
s

ssG
GG

GM
s

, 

)15)(14)(12(2
e)1(

13)12)(1(
4 6

11

2112
2222 +++

++
+++

=−=
−

sss
s

sssG
GG

GM
s

. 

c)  Din reprezentările grafice ale răspunsurilor indiciale ale procesului (presupus a fi 
determinate experimental), rezultă:  

1
11

1
2

y
K

u
Δ
Δ

= = ,   2
21

1
1

y
K

u
Δ
Δ

= =− ,  

 1
12

2
1

y
K

u
Δ
Δ

= = ,   2
22

2
4

y
K

u
Δ
Δ

= = , 

011=τ ,  421=τ ,  212 =τ ,  022 =τ , 

11 11, 4sT ≈ ,   21 27sT ≈ ,   12 18sT ≈ ,   22 8sT ≈ , 
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11 11
11 3,83

sTT τ−
= = ,    1 21

21
2 7,73

sTT τ−
= ≈ , 

12 12
12 5,33

sTT τ−= ≈ ,    22
22

22 2.73
sTT τ−= ≈ . 

In conformitate cu (41), decuplorul tipizat are matricea de transfer  

2

4

4 e
2,7 1 5,3 1

( )
e 2

7,7 1 3,8 1

s

s

s s
s

s s

−

−

⎡ − ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

D  . 

In fig. 10.7 este reprezentat răspunsul procesului decuplat cu decuplorul tipizat  
pentru o variaţie treaptă unitară a fiecărei mărimi de intrare. Graficele au fost obţinute în 
MATLAB, prin înlocuirea funcţiilor exponenţiale cu aproximaţii Padé de ordinul 5:  

s=tf('s'); t=0:0.1:30;  
       g11=2/(s+1)/(3*s+1); 
    g12=1/(2*s+1)/(4*s+1); g12.iodelay=2; g12=pade(g12,5); 
    g21= -1/(3*s+1)/(5*s+1); g21.iodelay=4; g21=pade(g21,5); 
    g22=4/(s+1)/(2*s+1); 
    proc=[g11 g12; g21 g22]; 

    d11= 4/(2.7*s+1);   d22=2/(3.8*s+1); 
    d12= -1/(5.3*s+1); d12.iodelay=2; d12=pade(d12,5); 
    d21=1/(7.7*s+1); d21.iodelay=4; d21=pade(d21,5); 
    dec=[d11 d12; d21 d22]; 

sis=proc*dec; step(sis,t);  
grid on; 

 
Fig. 10.7. Răspunsurile indiciale ale canalelor procesului decuplat cu decuplor tipizat. 
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d) Canalele 11 şi 22 ale procesului decuplat (fig. 10.7) au răspunsuri indiciale 
cvasiidentice, caracterizate prin factorul static de proporţionalitate, timpul de stabilizare 
şi timpul mort 

9PK = ,   21sT = ,  2τ = . 

Prin urmare, regulatoarele monovariabile din fig. 10.5 vor avea aceeaşi funcţie de 
transfer. Le alegem de tip PI, cu funcţiile de transfer 

1 2
1( ) ( ) (1 )R
i

G s G s K
T s

= = + . 

 Cu formulele (23) de la capitolul 9, determinăm parametrii de acordare 

95

1 1 0.0755 109(1 )(1 ) 21
R

P
s

K
K

T
τ= = ≈

++
,      95 21

7
3...4 3i

sT
T = = = . 

In fig. 10.8 este reprezentat răspunsul sistemului de reglare pentru o variaţie treaptă 
unitară a fiecărei mărimi de referinţă.  

 
Fig. 10.8. Răspunsurile indiciale ale canalelor procesului decuplat cu decuplor tipizat. 

Graficele au fost obţinute în MATLAB, cu programul: 

     T=2; s=tf('s'); t=0:T:30;  
        g11=2/(s+1)/(3*s+1); 
     g12=1/(2*s+1)/(4*s+1); g12.iodelay=2;  
     g21= -1/(3*s+1)/(5*s+1); g21.iodelay=4;  
     g22=4/(s+1)/(2*s+1); 
     proc=[g11 g12; g21 g22]; procd=c2d(proc,T); 
     d11= 4/(2.7*s+1);    
     d22=2/(3.8*s+1); 
     d12= -1/(5.3*s+1); d12.iodelay=2;  
     d21=1/(7.7*s+1); d21.iodelay=4;  
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     dec=[d11 d12; d21 d22]; decd=c2d(dec,T);  
     sisd=procd*decd;  
     Kp=9; Ts=21; tau=2;  
     K=1/Kp/(1+5*tau/Ts);  
                                     Ti=Ts/3;  
     R=[K*(1+1/Ti/s) 0; 0 K*(1+1/Ti/s)]; Rd=c2d(R,T);  
     sis1=inv(eye(2)+sisd*Rd)*sisd*Rd;  
     step(sis1,t);  
                                      grid on 

♦ Aplicaţia 10.6. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 
2

2 3

2 e
( 1)(3 1) 4 1

( )
e 3e

(3 1)(4 1) ( 1)(2 1)

s

s s

s s s
s

s s s s

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

G . 

Să se efectueze: 

a) decuplarea staţionară cu un decuplor având elementele diagonale  

11 22 1d d= = ; 

b) decuplarea dinamică cu un decuplor având funcţiile de transfer diagonale  

11 22( ) ( ) 1D s D s= = . 

Soluţie.  a) Determinăm matricea factorilor de proporţionalitate ai procesului: 

2 1
(0)

1 3

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

−⎣ ⎦
K G . 

Deoarece  

12
12 22

11
1/ 2Kd dK

−= =− ,    21
21 11

22
1/3Kd dK

−= = , 

decuplorul static are matricea factorilor de proporţionalitate 

12

21

1 1 1/ 2

1 1/3 1

d
D

d

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
. 

b) In conformitate cu relaţiile (22), rezultă     

2
12

12
11

( ) ( 1)(3 1)e( ) ( ) 2(4 1)
sG s s sD s G s s

−− − + += = + ,   

21
21

22

( ) ( 1)(2 1)e( ) ( ) 3(3 1)(4 1)
sG s s sD s G s s s

− + += = + +
, 
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deci alegem decuplorul implementabil 

2( 1)(3 1)e1 2( 1)(4 1)
( )

( 1)(2 1) 13(3 1)(4 1)

ss s
Ts s

s
s s
s s

−⎡ − + + ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥=
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

D , 

unde 0 0,2T< < . 

10.5.  APLICAŢII  DE AUTOCONTROL 

♦ C10.1. Să se analizeze stabilitatea sistemului de reglare multivariabil cu 
regulatoare monovariabile din figura 10.2, caracterizat prin 

    2)(1 =sG ,  ksG =)(2 ,  

2 1
1 2 1( )

1 2
2 1 1

s ss

s s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦+ +

G . 

♦ C10.2. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 

2

2

3 1
(4 1)(2 1)(2 1)

( )
1 2

( 1)(4 1) ( 1)

s ss
s

s s s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ ++

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

G . 

Să se efectueze: 

a) decuplarea staţionară cu un decuplor având elementele diagonale 

11 22 1d d= = ; 

b) decuplarea dinamică cu un decuplor având funcţiile de transfer diagonale  

11 22( ) ( ) 1D s D s= = ; 

c) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă matricea de transfer 

1 02 1
10 1

s

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦+

M . 

♦ C10.3. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 

2 1
(2 1)(3 1) 3 1

( )
1 2

2 1 3 1

s s s
s

s s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + +

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦+ +

G . 
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Să se efectueze: 
a) decuplarea staţionară; 

b) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă matricea de transfer 

2 0(2 1)(3 1)
( )

20 3 1

s s
M s

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦+

; 

c) decuplarea dinamică cu un decuplor având funcţiile de transfer diagonale  

11 22( ) ( ) 1D s D s= = . 

♦ C10.4. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 

         

2 4

4

2e e
6 1 (6 1)(3 1)

( )
e 2e

(2 1)(3 1) 2 1

s s

s s

s s s
s

s s s

− −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + +

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

G . 

Să se efectueze: 
a) decuplarea staţionară cu un decuplor având elementele diagonale 11 22 1d d= = ; 

b) decuplarea dinamică cu un decuplor având funcţiile de transfer diagonale  

11 22( ) ( ) 1D s D s= = ; 

c) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă 

11 22( ) ( )M s M s= . 

♦ C10.5. Se dă procesul liniar multivariabil cu matricea de transfer 

         

3 2

3

3e e
6 1 (6 1)(3 1)

( )
e e

2 1 (4 1)(2 1)

s s

s s

s s s
s

s s s

− −

− −

⎡ − ⎤
⎢ ⎥+ + +

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

G . 

Să se efectueze: 
a) decuplarea staţionară cu un decuplor având elementele diagonale 11 22 1d d= = ; 

b) decuplarea dinamică cu un decuplor având funcţiile de transfer diagonale  

11 22( ) ( ) 1D s D s= = . 

c) decuplarea dinamică astfel încât procesul decuplat să aibă 

11 22( ) ( )M s M s= . 

 

 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi aplicaţii 

 

430

 
 
 
 
 
 



11 
    SISTEME ŞI ALGORITMI DE REGLARE 

 DUPĂ PERTURBAŢIE  
         

Conform principiului reglării după perturbaţie (cauză), sistemul de 
reglare sesizează cauza perturbatoare (perturbaţia) şi, anticipând efectul 
acesteia asupra mărimii reglate, intervine asupra procesului, în paralel cu 
acţiunea perturbatoare, pentru a genera un efect opus (egal şi de semn 
contrar în cazul ideal) asupra mărimii reglate. In raport cu perturbaţia 
considerată, sistemul de reglare urmăreşte realizarea la ieşirea procesului a 
unui efect de compensare pe toată durata regimului tranzitoriu (în cazul 
regulatorului de tip dinamic) sau numai la finalul acestuia (în cazul 
regulatorului de tip static).   

11.1. CARACTERISTICI ALE REGLĂRII DUPĂ 
         PERTURBAŢIE 

In schema bloc a sistemului de reglare după perturbaţie din fig. 11.1, 
unde canalul de execuţie P0 al procesului include elementul de execuţie, 
canalul procesului propriu-zis şi traductorul mărimii reglate, operaţia de 
reglare se efectuează în raport cu valorile curente ale mărimii de intrare 
perturbatoare 1V  şi ale mărimii de referinţă R . Deoarece acţiunea compen-
satoare are loc în paralel, deci simultan cu acţiunea directă a perturbaţiei, 
sistemul de reglare poate preveni, într-o măsură mai mare sau mai mică, 
modificarea mărimii reglate de către perturbaţia considerată. Pe de altă parte, 
efectul perturbaţiilor nemăsurate asupra procesului reglat rămâne în totalitate 
necompensat.  

Sistemele de reglare după perturbaţie sunt sisteme cu structură 
deschisă, deoarece elementul de comandă (compensator sau regulator) nu 
primeşte informaţie despre valoarea mărimii reglate, deci despre efectul 
acţiunii sale asupra procesului reglat. In consecinţă, la sistemele de reglare 
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după perturbaţie lipsesc operaţiile de autocorecţie necesare unei reglări 
sigure şi precise, operaţia de reglare bazându-se numai pe acurateţea 
modelului celor două canale ale procesului reglat. Teoretic, în cazul 
proceselor liniare la care timpul mort al canalului de execuţie este mai mic 
sau egal cu cel al canalului perturbator, sistemele de reglare după perturbaţie 
pot realiza compensarea perfectă a efectului perturbaţiei măsurate, prin 
utilizarea unui regulator ideal (uneori impropriu), proiectat pe baza 
cunoaşterii perfecte a modelului dinamic al procesului.  

In practică, efectul perturbaţiei măsurate asupra mărimii reglate poate fi 
redus substanţial, atât în regim staţionar, cât şi în regim dinamic, prin 
utilizarea unui algoritm de compensare adecvat. Reglarea după perturbaţie 
(tip feedforward) însoţeşte, de regulă, reglarea mai sigură după abatere (tip 
feedback), deoarece numai la ultimul tip de reglare, datorită operaţiei de 
autocorecţie, se pot reduce şi elimina efectele tuturor perturbaţiilor asupra 
mărimii reglate. Prin adăugarea, în paralel, a unui subsistem de reglare după 
perturbaţia cea mai importantă, sistemul de reglare după abatere realizează o 
reglare mai bună, cu abateri mai mici ale mărimii reglate faţă de mărimea de 
referinţă, ca urmare a compensării efectului perturbaţiei respective asupra 
mărimii reglate.  

 
       Fig. 11.1.  Sistem de reglare după perturbaţie. 

Presupunând că toate elementele din componenţa sistemului de reglare 
sunt liniare, relaţia operaţională care exprimă dependenţa în regim dinamic a 
mărimii reglate în raport cu mărimile de intrare R  şi 1V  are forma 

            
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )YR YVY s G s R s G s V s= + ,                  (1) 

unde 
                      

00( ) ( ) ( )YR PG s G s G s= ,                     (2) 

                                     
1 0 11( ) ( ) ( ) ( )YV P PG s G s G s G s= + .                            (3) 
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Condiţiile de reglare perfectă 

             ( ) 1YRG s = ,  
1
( ) 0YVG s = ,                                 (4) 

se îndeplinesc atunci când compensatorul are funcţiile de transfer ideale 

                    
0

0
1

( ) ( )
id

P
G s G s= ,      1

0
1

( )
( ) ( )

Pid

P
G

G s
s G s

−
= .                      (5) 

De regulă, funcţia de transfer 0 ( )idG s  este improprie (cu ordinul relativ 
negativ), uneori chiar necauzală (cu timp mort negativ, când canalul de 
execuţie P0 al procesului are timp mort), deci imposibil de implementat fizic 
în forma (5). De asemenea, funcţia de transfer 1 ( )idG s  poate fi improprie sau 
chiar necauzală (cu timp mort negativ, când canalul de execuţie P0 al 
procesului are timpul mort mai mare decât cel al canalului perturbator P1). In 
plus, ambele funcţii de transfer pot fi instabile (când canalul de execuţie P0 
al procesului este de fază neminimă, adică are zerouri în dreapta axei 
imaginare), iar implementarea lor în această formă nu este acceptabilă. In 
faza de implementare fizică, ambele canale ale compensatorului trebuie să 
fie proprii, cauzale şi stabile. In consecinţă, chiar în condiţiile unui proces 
liniar cu modelul perfect, există cazuri în care efectul perturbator nu poate fi 
perfect compensat în regim dinamic oricum am alege structura şi parametrii 
compensatorului. Un exemplu în acest sens este procesul cu timp mort, la 
care timpul mort al canalului de execuţie este mai mare decât timpul mort al 
canalului perturbator. 

11.2. REGLAREA CU COMPENSATOR DE TIP STATIC 

Reglarea după perturbaţie cu compensator (regulator) de tip static (pur 
proporţional) reprezintă o soluţie de reglare simplă şi robustă, cu 
performanţe acceptabile în multe cazuri practice şi efort de implementare 
minim. La procesele stabile, prin utilizarea unui compensator de tip static, cu 
ecuaţia  

                                     0 1 1( ) ( ) ( )c t K r t K t= + v ,             (6) 

se poate asigura compensarea finală (în regim staţionar) a mărimii reglate 
( )y t  la perturbaţie tip treaptă, precum şi aducerea mărimii reglate la valoarea 

de referinţă. La perturbaţie sau referinţă treaptă, mărimea de comandă ( )c t  
are, de asemenea, formă de treaptă. Performanţele de reglare în regim 
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tranzitoriu sunt relativ slabe, dependente de caracteristicile dinamice ale 
procesului (părţii fixate).  

La sistemele liniare de tip proporţional, factorul de proporţionalitate  se 
obţine din funcţia de transfer prin înlocuirea variabilei complexe s  cu 0. 
Aşadar,  prin înlocuirea variabilei s  cu 0 în relaţiile de compensare dinamică 
(5), obţinem următoarele expresii ale parametrilor regulatorului static: 

                    
0

0
1
P

K K=  ,   1

0
1

P

P

K
K K

−
= .                                 (7) 

Experimental, factorii de proporţionalitate ai procesului sunt 
determinaţi cu relaţiile 

 
0

0( ) f inal
P

y
K

c
Δ

Δ
= ,      

1
1

1

( ) f inal
P

y
K

Δ
Δ

=
v

,                        (8) 

unde 0( )y t  este răspunsul procesului la intrarea treaptă ( ) ( ) 1( )c t c tΔ= ⋅ , iar  
1( )y t  este răspunsul procesului la intrarea treaptă 1 1( ) ( ) 1( )t tΔ= ⋅v v . 

Pentru procesul cu răspunsurile indiciale 0( )y t  şi 1( )y t  din fig. 11.2,  

avem 

0
0( ) 1 1

1
final

P
y

K
c

Δ
Δ

= = = ,      
1

1

1

( ) 0,5 1
1 2

f inal
P

y
K

Δ
Δ

= = =
v

. 

Prin urmare, compensatorul are factorii de proporţionalitate 

0
0

1
1

P
K K= =  ,   1

0
1

1
2

P

P

K
K K

− −
= = . 

 
Fig. 11.2. Răspunsurile indiciale al părţii fixate: 

0y  – pentru 1( )c t= ; 1y  – pentru )(11 t=v . 
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In ipoteza că procesul cu răspunsurile indiciale din fig. 11.2 are funcţiile de 
transfer 

                
0

7e( ) (5 1)(10 1)P

s
G s s s

−
= + + ,     

1

5e( ) 2(2 1)(3 1)(4 1)
s

PG s s s s
−

= + + + ,            (9)   

în fig. 11.3 sunt reprezentate grafic răspunsurile la referinţă şi perturbaţie 
treaptă unitară ale sistemului de reglare. In lipsa reglării, răspunsul 1( )y t  al 
procesului la perturbaţie treaptă unitară s-ar fi stabilizat la valoarea 0,5. 

 
Fig. 11.3. Răspunsurile sistemului de reglare cu compensator static: 

0y  – pentru )(1 tr = ;  1y  – pentru )(11 t=v . 

11.3. REGLAREA CU COMPENSATOR DINAMIC DEDICAT 

Prin utilizarea unui compensator de tip dinamic se urmăreşte 
compensarea mărimii reglate în regim dinamic (deci în regim tranzitoriu şi 
în regim staţionar), cu performanţe de reglare superioare celor obţinute cu 
compensatorul de tip static, atât în raport cu perturbaţia măsurată )(1 tv , cât 
şi cu referinţa ( )r t . La reglarea cu compensator dinamic dedicat, efortul şi 
costul de implementare sunt relativ mari, deoarece structura compensatorului 
este dependentă de cea a modelului dinamic al procesului, care trebuie 
identificat cu un grad ridicat de precizie.  

In cazul aplicaţiilor practice, performanţele de reglare depind de 
acurateţea modelului procesului şi de valoarea factorului de magnitudine al 
compensatorului (în cazul în care, din proiectarea compensatorului, rezultă 
iniţial o funcţie de transfer improprie). Reamintim că factorul de 
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magnitudine al unui sistem simplu propriu şi fără timp mort) cu funcţia de 
transfer raţională ( )G s  este definit ca fiind raportul dintre valoarea iniţială şi 
valoarea finală a semnalului de comandă ( )c t  la intrare treaptă, adică 

             (0 ) ( )
( ) (0)

c GM c G
+ ∞= =∞ .                  (10) 

Considerăm că partea fixată este liniară, stabilă şi de tip proporţional, 
cu funcţiile de transfer de forma 

         0
0

( ) ( )( ) e( )P
sP s P sG s D s

τ−− += ,    1
1

1

1

( )( ) e( )P
sP sG s D s

τ−= .                   (11) 

unde polinomul ( )P s−  are numai rădăcini cu partea reală negativă, iar 
polinomul ( )P s+  are numai rădăcini cu partea reală pozitivă şi satisface 
proprietatea (0) 1P+ = . Compensatorul “ideal” (5) are funcţiile de transfer 

                                  0

0

0
1 ( )

( ) e
( ) ( ) ( )

id s

P

D s
G s

G s P s P s
τ

− +

= = ,                          (12)  

                       01 1

0

1 ( )
1

1

( ) ( ) ( )
( ) e( ) ( ) ( ) ( )

P sid

P
G

G s D s P s
s G s P s P s D s

τ τ− −

− +

− −
= = .                 (13) 

Deoarece forma implementabilă a algoritmului de reglare presupune ca 
ambele funcţii de transfer ale compensatorului să fie proprii, strict stabile 
(fără poli cu partea reală nulă sau pozitivă) şi cauzale (fără timp mort 
negativ), în locul compensatorului “ideal” se poate utiliza compensatorul 
fizic implementabil cu funcţiile de transfer: 

                                         
0

0
0

( )
( )

( )( 1)k
f

D s
G s

P s T s−

=
+

,                          (14)  

                                              1 1( ) ( )e sG s G s τ−= ,                                (15) 

unde 

  
1

1
1

1 1

( ) ( )
( )

( ) ( )( 1)k
f

D s P s
G s

P s D s T s−

−
=

+
,                              (16)                       

      1 0 1 0

1 0

,

0 ,

τ τ τ τ
τ

τ τ

− >⎧
=⎨

≤⎩
 ,                     (17) 
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0fT  şi 1fT  sunt constante de timp de filtrare, iar puterile 0k  şi 1k  sunt numere 

naturale, alese astfel încât funcţiile raţionale 0( )G s  şi 1( )G s  să fie proprii (de 
regulă, simplu proprii). Teoretic, cu cât valoarea constantelor de timp 0fT  şi 

1fT  este mai mică, cu atât este mai bună aproximarea funcţiilor de transfer 
improprii prin funcţiile de transfer proprii. In aplicaţiile practice cu 0( )G s  şi 

1( )G s  simplu proprii, cele două constante de timp se aleg astfel încât factorii 
de magnitudine 0M  şi 1M   ai compensatorului,  

                                    
)0(
)(

0

0
0 G

G
M

∞
= ,    

)0(~
)(~

1

1
1 G

G
M

∞
= ,                           (18) 

să aibă valori apriori impuse (nu mai mari de 20, pentru a se evita 
amplificarea excesivă a zgomotului, a reduce uzura instalaţiei, a diminua 
consumul de combustibil şi energie).  

Dacă se doreşte eliminarea creşterii bruşte a semnalului de comandă la 
referinţă treaptă, atunci se alege puterea 0k  astfel încât funcţia de transfer 

0( )G s  să fie strict proprie, cu ordinul relativ 1. In acest caz, răspunsul 
compensatorului la referinţă treaptă atinge cu întârziere valoarea maximă, 
care este mai mică (în modul) decât valoarea iniţială a răspunsului 
compensatorului simplu propriu. Această procedură poate fi aplicată şi în 
proiectarea compensatorului de perturbaţie. 

In cazul procesului cu funcţiile de transfer (9), compensatorul dedicat 
are funcţiile de transfer „ideale” 

7
0 ( ) (5 1)(10 1)eid sG s s s= + + , 

2

1
(5 1)(10 1)e

( ) 2(2 1)(3 1)(4 1)

s
id s s

G s s s s
− + +

=
+ + +

, 

deci funcţiile de transfer implementabile                        

0 2
0

(5 1)(10 1)
( )

( 1)f

s s
G s

T s
+ +

=
+

, 

1
(5 1)(10 1)

( ) 2(2 1)(3 1)(4 1)
s s

G s s s s
− + +

=
+ + +

. 
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Factorul de magnitudine al compensatorului de referinţă este 

              0
0 2

0 0

( ) 50
(0)

f

G
M G T

∞
= = . 

Pentru 0 8M = , care implică 0 2,5fT = , răspunsurile ( )y t  şi ( )c t  ale 
sistemului de reglare la referinţă şi perturbaţie treaptă sunt reprezentate 
grafic respectiv  în fig. 11.4 şi fig. 11.5. Performanţele de reglare sunt mai 
bune decât în cazul compensatorului de tip static. Totuşi, gradul de 
compensare dinamică a efectului perturbaţiei treaptă rămâne relativ scăzut 
din cauza faptului că timpul mort al canalului de execuţie al procesului este 
mai mare decât cel al canalului perturbator.  

 
Fig. 11.4. Răspunsurile sistemului de reglare cu compensator dinamic dedicat: 

0y  – pentru )(1 tr = ;  1y  – pentru )(11 t=v . 

 
Fig. 11.5. Comenzile sistemului de reglare cu compensator dinamic dedicat: 

0c  – pentru )(1 tr = ;  1c  – pentru )(11 t=v . 
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In fig. 11.6 sunt reprezentate grafic răspunsurile ( )y t  şi ( )c t  ale 
sistemului de reglare la referinţă treaptă în cazul compensatorului strict 
propriu cu funcţia de transfer  

0 3
0

(5 1)(10 1)
( )

( 1)f

s s
G s

T s
+ +

=
+

,   0 2,5fT = . 

Răspunsul 0( )ty  este comparabil cu cel obţinut cu compensatorul de 
referinţă simplu propriu (fig. 11.4), dar răspunsul 0( )tc  (cu valoarea maximă 
2,64 la momentul  2,3t ≈ ) diferă de cel din fig. 11.5 (cu valoarea maximă 8 
la momentul 0t += ). 

 
Fig. 11.6. Răspunsurile la referinţă treaptă unitară ale sistemului de reglare 

cu compensator dinamic dedicat strict propriu. 

11.4. REGLAREA CU COMPENSATOR DINAMIC TIPIZAT 

Reglarea cu compensator dinamic tipizat (cu structură unică, standard) 
este aplicabilă la procesele de tip proporţional, fiind mai precisă decât cea cu 
compensator static şi mult mai practică decât cea cu compensator dinamic 
dedicat. Acordarea parametrilor compensatorului dinamic tipizat se 
efectuează  experimental, pe baza răspunsurilor indiciale ale canalului de 
execuţie P0 şi canalului de perturbaţie P1 ale părţii fixate. Din aceste 
răspunsuri se construiesc mai întâi funcţiile de transfer aproximative 
(tipizate) ale procesului (părţii fixate), în forma: 

                             
0

0
0

0

e
( ) 1

P
P

sK
G s T s

τ−

= + ,     
1

1
1

1

e
( ) 1

P
P

sK
G s T s

τ−

= + ,                        (19) 
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unde 0τ  şi 1τ  sunt timpii morţi ai canalelor de execuţie P0 şi de perturbaţie 
P1 ale procesului. Factorii de proporţionalitate 

0PK  şi 
1PK  se calculează cu 

relaţiile (8), iar constantele de timp de întârziere 0T şi 1T  se determină din 

durata tranzitorie a răspunsurilor indiciale ale canalelor P0 şi P1, cu relaţiile 

        0 095 0
0

95( )( )
3 3

tr sTT
T

− τ
≈ = ,    1 195 1

1
95( )( )

3 3
tr sTT

T
− τ

≈ = .        (20) 

In conformitate cu relaţiile (5), compensatorul tipizat are funcţiile de 
transfer ideale 

                                     0

0 0

0
0

1 1
( )( ) e

( )
sid

P P
G

T s
s s

G s K
τ+

= = ,                           (21)  

                            1 0

0

1 1

0

0 ( )
1

1

( 1)( )
( ) e( ) ( 1)

PP sid

P P
G

K T sG s
s G s K T s

τ τ− −
+−

= =
+

,                     (22) 

deci funcţiile de transfer implementabile 

          0 0
0

0

( 1)
( )

1f

K T s
G s

T s
+

=
+

 ,                       (23) 

         1 0
1

1

( 1)e
( )

1

sK T s
G s

T s

τ−+
=

+
,                (24) 

unde factorii de propoţionalitate 0K  şi 1K  ai compensatorului au expresiile 

                    
0

0
1
P

K K=  ,   1

0
1

P

P

K
K K

−
= ,                                 (25) 

iar timpul mort τ  se  obţine cu relaţia (17) din timpii morţi 0τ  şi 1τ  ai 
canalelor de execuţie P0 şi de perturbaţie P1 ale părţii fixate. 

Prin ajustarea convenabilă a constantei de timp 1T  se poate obţine o 
deviaţie minimă a mărimii reglate ( )y t  la o variaţie treaptă a perturbaţiei 

)(1 tv . In cazul teoretic în care ambele canale ale procesului sunt de 

întârziere de ordinul unu, iar timpul mort al canalului de execuţie nu 
depăşeşte timpul mort al canalului perturbator, compensatorul cu funcţia de 
transfer (24) şi parametrii de acordare stabiliţi prin această metodologie 
asigură o compensare dinamică perfectă a efectului perturbator.  
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Constanta de timp de filtrare 0fT  a compensatorului de referinţă se 
alege de circa 2…10 ori mai mică decăt constanta de timp 0T , astfel încât 
factorul de magnitudine al compensatorului (de tip simplu propriu), anume  

                                    0 0
0

0 0

( )
(0) f

G T
M

G T
∞

= = ,                                     (26) 

să fie cuprins între 2 şi 10. In cazul în care răspunsul ( )y t  la referinţă treaptă 
are un suprareglaj (supradepăşire) prea mare, se impune micşorarea 
constantei de timp de avans 0T  a funcţiei de transfer 0( )G s . 

Pentru mTτ ≈ , m∈Z , echivalentul discret cu perioada T  al compensa-
torului de perturbaţie (24) are funcţia de transfer 

                  
0 0 1

1
1 10

1 1
1

(1 )
( )

1

m mT T
z p z

T TG z K
p z

− − −

−

+ − −
=

−
,  1/

1 e T Tp −=                    (27) 

şi ecuaţia cu diferenţe  

              0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
( ) (1 )( )k k k m k m

T T
c p c K K p

T T− − − −− = + − −v v .                    (28) 

In cazul în care  timpul tranzitoriu al canalului de execuţie P0 este mai 
mic decît timpul tranzitoriu al canalului perturbator P1, deci 0 1T T≤ , funcţia 
de transfer a compensatorului de perturbaţie (24) poate fi redusă la forma 

               1
1

1

e
( )

1

sK
G s

T s

τ−
=

+
 ,                            (29) 

cu 
                                            1 1 0T T T= − .                                      (30) 

Valoarea constantei de timp 1T  poate fi ulterior ajustată experimental astfel 
încât deviaţia maximă a mărimii reglate ( )y t  la o variaţie treaptă a 
perturbaţiei )(1 tv  să fie minimă.  

In majoritatea cazurilor practice se utilizează un compensator dinamic 
tipizat, nejustificâdu-se varianta cu compensator dinamic destinat (din cauza 
structurii sofisticate şi a efortului mare de cercetare, proiectare şi 
implementare), în condiţiile în care efectul celorlalte perturbaţii rămâne în 
totalitate necompensat.  
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In fig. 11.2 sunt prezentate răspunsurile indiciale 0( )y t  şi 1( )y t  ale 
canalului de execuţie şi canalului perturbator ale părţii fixate cu  funcţiile de 
transfer (9).  Presupunând că aceste răspunsuri indiciale au fost determinate 
experimental, rezultă: 

0
0

1 1
P

K K= = ,   0 7τ = ,   95 0( ) 46 7 39trT ≈ − = , 

1

0
1

1
2

P

P

K
K K

− −= = ,   1 5τ = ,   95 1( ) 25 5 21trT ≈ − = , 

deci 

0τ = ,   95 0
0

( )
13

3
trT

T ≈ = ,   95 1
1

( )
7

3
trT

T ≈ = ,    

0
0 2,65f

T
T = = . 

In conformitate cu (23) şi (24), canalele compensatorului au funcţiile de 
transfer 

                0
13 1

( ) 2,6 1
s

G s s
+

=
+

,    1
(13 1)

( ) 2(7 1)
s

G s s
− +

=
+

.                    (31) 

In fig. 11.7 şi fig. 11.8 sunt reprezentate respectiv răspunsurile ( )y t  şi 
( )c t  ale sistemului de reglare la perturbaţie şi referinţă treaptă unitară. 

Ambele răspunsuri din fig. 11.7 sunt superioare celor din fig. 11.3 realizate 
cu compensator static.  

 
Fig. 11.7. Răspunsurile sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat: 

0y  – pentru )(1 tr = ;  1y  – pentru )(11 t=v . 
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.  
Fig. 11.8. Comenzile sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat: 

0c  – pentru )(1 tr = ;  1c  – pentru )(11 t=v . 

Observaţii.  10.  Suprareglajul răspunsului 0y  la referinţă treaptă din 
fig. 11.7 poate fi redus prin micşorarea constantei de timp de avans 0T  a 
funcţiei de transfer 0( )G s . Astfel, alegând 

                                              0
10 1

( ) 2,6 1
s

G s s
+

=
+

,                                  

suprareglajul devine zero. 
20. Variaţia relativ mare a mărimii reglate 1y  la perturbaţie treaptă 

unitară din fig. 11.7 se explică prin faptul că timpul mort al canalului de 
execuţie al părţii fixate este mai mare decât timpul mort al canalului 
perturbator. Dacă  ambele canale ale părţii fixate au acelaşi timp mort, 
funcţiile de transfer (31) ale compensatorului rămân neschimbate. In fig. 
11.9 sunt prezentate răspunsurile 0( )y t  şi 1( )y t  ale sistemului de reglare 
respectiv la referinţă şi perturbaţie treaptă unitară pentru cazul în care timpii 
morţi ai canalelor părţii fixate sunt egali cu 5. 

 
Fig. 11.9. Răspunsurile sistemului de reglare cu compensator tipizat pentru procesul 

 cu timpi morţi egali ( 0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v ). 
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11.4.  APLICAŢII REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 11.1. Partea fixată a unui sistem de reglare după perturbaţie cu 
structura din fig. 11.1 are modelul dinamic  

(P)    110 " 6 ' ' 2 0,3y y y c c+ + = + + v . 

Să se determine valorile factorilor de proporţionalitate 0k  şi  1k  ai regulatorului de tip 

static cu modelul 
(R)    0 1 1c k r k= + v . 

Soluţie. Din modelul staţionar al procesului, anume 

12 0,3y c= + v , 

şi modelul regulatorului, obţinem modelul staţionar al sistemului de reglare: 

1 0 1 1 1 0 1 12 0,3 2( ) 0,3 2 (2 0,3)y c k r k k r k= + = + + = + +v v v v . 

Pentru 0 0,5k =  şi 1 0,15k = − , sistemul de reglare are modelul staţionar dorit  

y r= . 

♦ Aplicaţia 11.2. Partea fixată a unui sistem de reglare după perturbaţie cu 
structura din fig. 11.1 are ecuaţia 

1 136 36 11 2 (2 )y y y y c+ + + = − +v v . 
Să se proiecteze: 

a) compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic dedicat cu factorii de magnitudine 0 6M =  şi 1 6M = . 

Soluţie. a) Din modelul staţionar al părţii fixate 

12y c= −v , 
rezultă  

0
2PK = ,     

1
1PK =− . 

Compensatorul de tip static are ecuaţia  

0 1 1c K r K= + v , 

unde  

00 1/ 0,5PK K= = ,     
1 01 / 0,5P PK K K=− = , 

deci  

1
1( )2c r= +v . 
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In fig. 11.10 sunt reprezentate răspunsurile 0( )y t  şi 1( )y t  ale sistemului de reglare 
respectiv la referinţă şi perturbaţie treaptă unitară. Graficele au fost obţinute în 
MATLAB, cu programul: 

s=tf('s');   
 t=0:0.1:25; 

     P0=2/(36*s^3+36*s^2+11*s+1); 
     P1= -(2*s+1)/(36*s^3+36*s^2+11*s+1); 
     C0=0.5;  C1=0.5; 
     S0=P0*C0; S1=P1+P0*C1; 
     step(S0,S1,t);   
     grid on; 

 
Fig. 11.10. Răspunsurile sistemului de reglare cu compensator static: 

0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v . 

b) Partea fixată are funcţiile de transfer: 

0 3 2
2 2( ) (2 1)(3 1)(6 1)36 36 11 1PG s s s ss s s

= = + + ++ + +
, 

1 3 2
(2 1) 1( ) (3 1)(6 1)36 36 11 1P

sG s s ss s s
− + −= = + ++ + +

. 

Compensatorul dinamic ”ideal” are funcţiile de transfer 

0
0

1 (2 1)(3 1)(6 1)( ) ( ) 2
id

P

s s sG s G s
+ + += = , 

0

1
1

( ) 2 1( ) ( ) 2
id P

P

G s ss G sG − += = . 

Compensatorul dinamic implementabil are funcţiile de transfer simplu proprii  
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0 3
0

(2 1)(3 1)(6 1)
( )

2( 1)f

s s s
G s

T s
+ + +

=
+

, 

1
1

2 1
( ) 2( 1)f

s
G s T s

+
=

+
, 

cărora le corespund factorii de magnitudine  

0
0 3

0 0

( ) 36
(0)

f

G
M G T

∞
= = ,    1

1
1 1

( ) 2
(0)

f

G
M G T

∞
= = . 

Pentru 60 =M  şi 1 6M = , rezultă  

3
0 6 1,82fT = ≅ ,      1

1
3fT = . 

In fig. 11.11 sunt reprezentate răspunsurile 0( )y t  şi 1( )y t  ale sistemului de reglare 
la referinţă şi perturbaţie treaptă unitară. Performanţele sunt superioare celor obţinute cu 
regulatorul de tip static. Graficele au fost obţinute în MATLAB, cu programul 

s=tf('s'); 
t=0:0.1:25; 

     P0=2/(36*s^3+36*s^2+11*s+1); 
     P1= -(2*s+1)/(36*s^3+36*s^2+11*s+1); 
     T0=1.82;  C0=(2*s+1)*(3*s+1)*(6*s+1)/2/(T0*s+1)^3; 

T1=1/3;  C1=(2*s+1)/2/(T1*s+1); 
     S0=P0*C0; 

S1=P1+P0*C1; 
     step(S0,S1,t);  
     grid on; 

 
               Fig. 11.11. Răspunsurile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu: 
            0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v . 
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In fig. 11.12 sunt reprezentate răspunsurile 0( )c t  şi 1( )c t  ale compensatorului la 
referinţă şi perturbaţie treaptă unitară. Graficele au fost obţinute cu programul precedent, 
în care s-a înlocuit ultimele patru linii cu linia 

                       step(C0,C1,t); grid on;    

 
Fig. 11.12. Comenzile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu: 

0c  – pentru )(1 tr = ;  1c  – pentru )(11 t=v . 

♦ Aplicaţia 11.3. Considerăm un sistem de reglare după perturbaţie cu structura din 
fig. 11.1, unde partea fixată are funcţiile de transfer: 

0

2e
(2 1)(3 1)(6 1)

s
PG s s s

−
= + + +  ,   

1

6e
2(3 1)(15 1)

s
PG s s

−−= + + . 

Să se proiecteze: 
a) compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic dedicat, cu factorii de magnitudine 60 =M  şi 1 1M = ; 

c) un compensator dinamic dedicat strict propriu. 

Soluţie. a) Compensatorul staţionar are ecuaţia 0 1 1c K r K= + v , unde  

0 0
0

1 1 1(0)P P
K K G= = =  ,     1 1

0 0
1

(0) 1
(0) 2

P P

P P

K G
K K G

− −
= = =  . 

In fig. 11.13 sunt reprezentate răspunsurile 0( )c t  şi 1( )c t  ale sistemului de reglare 
respectiv la referinţă şi perturbaţie treaptă unitară. Graficele au fost obţinute cu 
programul MATLAB:  

   s=tf('s');  t=0:0.5:60; 
      P0=1/(2*s+1)/(3*s+1)/(6*s+1); P0.iodelay=2; 
      P1= -1/2/(3*s+1)/(15*s+1); P1.iodelay=6; 
      C0=1;  C1=0.5; 
      Y0=step(P0*C0,t); 
      Y1=step(P1,t); Y2=step(P0*C1,t); 
      plot(t,Y0,t,Y1+Y2);  grid on; 
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Fig. 11.13. Răspunsurile sistemului de reglare cu compensator static: 

0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v . 

b) Compensatorul dinamic ”ideal” are funcţiile de transfer 

0

2
0

1( ) (2 1)(3 1)(6 1)e( )
id s

P
G s s s sG s= = + + + , 

0

4
1

1
( ) (2 1)(6 1)e( ) ( ) 2(15 1)

sid P
P

G s s ss G s sG
−− + += = + . 

Compensatorul dinamic implementabil simplu propriu are funcţiile de transfer  

0 3
0

(2 1)(3 1)(6 1)
( )

( 1)f

s s s
G s

T s
+ + +

=
+

,      
4

1
1

(2 1)(6 1)e
( ) 2(15 1)( 1)

s

f

s s
G s s T s

−+ +
=

+ +
, 

cărora le corespund factorii de magnitudine  

0
0 3

0 0

( ) 36
(0)

f

G
M G T

∞
= = ,    1

1
11

( ) 4
5(0) f

G
M TG

∞
= = , 

unde 1
1

(2 1)(6 1)
( ) 2(15 1)( 1)f

s s
G s s T s

+ +
=

+ +
. Pentru 60 =M  şi 1 1M = , rezultă 3

0 6 1,82fT = ≈  şi 

1 0,8fT = . In fig. 11.14 şi fig. 11.15 sunt reprezentate respectiv răspunsurile )(ty  şi ( )c t  

ale sistemului de reglare la referinţă şi perturbaţie treaptă unitară. Graficele din fig. 11.14 
au fost obţinute în MATLAB, cu programul 

s=tf('s');  t=0:0.5:60; 
     P0=1/(2*s+1)/(3*s+1)/(6*s+1); P0.iodelay=2; 
     P1= -1/2/(3*s+1)/(15*s+1); P1.iodelay=6; 
     T0=1.82; C0=(2*s+1)*(3*s+1)*(6*s+1)/(T0*s+1)^3;  

T1=0.8; C1=(2*s+1)*(6*s+1)/2/(15*s+1)/(T1*s+1); R1.iodelay=4; 
     Y0=step(P0*C0,t); Y1=step(P1,t); Y2=step(P0*C1,t); 
     plot(t,Y0,t,Y1+Y2);  
     grid on; 
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Fig. 11.14. Răspunsurile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu: 

0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v . 

 
Fig. 11.15. Comenzile sistemului cu compensator dinamic simplu propriu: 

            0c  – pentru )(1 tr = ;  1c  – pentru )(11 t=v .  

 (c) Pentru 0 1,5fT =  şi 1 0, 2fT = , compensatorul dinamic dedicat strict propriu (pe 

ambele canale) are funcţiile de transfer 

40 )15,1(
)16)(13)(12()(

+
+++

=
s

ssssG , 

4
1 2

(2 1)(6 1)e( )
2(15 1)(0,2 1)

ss sG s
s s

−+ +=
+ +

. 

Răspunsurile )(ty  şi )(tc  ale sistemului de reglare la referinţă şi perturbaţie treaptă 
unitară sunt reprezentate grafic în fig. 11.16, respectiv fig. 11.17. Performanţele de 
reglare sunt comparabile cu cele obţinute cu compensatorul dinamic dedicat simplu 
propriu, dar semnalul de comandă la referinţă treaptă unitară este mai puţin agresiv.  
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Fig. 11.16. Răspunsurile sistemului cu compensator dinamic strict propriu: 

0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v . 

 
                  Fig. 11.17. Comenzile sistemului cu compensator dinamic strict propriu: 
            0c  – pentru )(1 tr = ; 1c  – pentru )(11 t=v .  

♦ Aplicaţia 11.4.  Considerăm un sistem de reglare după perturbaţie cu structura 
din fig. 11.1 şi cu răspunsurile indiciale ale părţii fixate din fig. 11.18 (determinate 
experimental). Să se proiecteze: 

a) compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic tipizat cu factorul de magnitudine 0 2M = ; 
c) compensatorul dinamic tipizat redus C1. 

 
Fig. 11.18. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate: 

0y  – pentru 1( )c t= ; 1y  – pentru )(11 t=v . 
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Soluţie. a) Din fig. 11.18 reiese că partea fixată a sistemului de reglare are factorii statici 
de proporţionalitate 

0
0( ) 2 21

final
P

y
K c

Δ
Δ= = = ,   

1
1

1

( ) 1 11
final

P
y

K
Δ
Δ= = =v . 

Compensatorul static are ecuaţia mKrKc 10 += , unde  

0
0

1 1
2P

K K= =  ,     1

0
1

1
2

P

P

K
K K

− −= =  . 

In fig. 11.19 este reprezentat răspunsul )(ty  al sistemului de reglare la referinţă şi 
perturbaţie treaptă unitară, în ipoteza că procesul are funcţiile de transfer 

0

22e
(2 1)(3 1)

s
PG s s

−
= + +  ,      

1

4(2 1)e
(4 1)(6 1)

s
P

sG s s
−+= + + , 

cu răspunsurile indiciale din fig. 11.18. Deoarece canalul de execuţie al procesului este 
mai rapid decât canalul perturbator (fig. 11.18), acţiunea de compensare a efectului 
perturbator cu regulator de tip static este mai puternică pe durata regimului tranzitoriu 
decât acţiunea directă a perturbaţiei asupra mărimii reglate.  

 
Fig. 11.19. Răspunsurile  sistemului de reglare cu compensator static: 

0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v . 

b) Din răspunsurile indiciale ale părţii fixate (fig. 2.18), rezultă: 

0
2PK = ,   0 2τ = ,     095( )sT =14,     0 0

0
95( )

4
3

sT
T

τ−
≈ = , 

1
1PK = ,    1 4τ = ,     195( ) 22sT = ,    1 1

1
95( )

6
3

sT
T

τ−
≈ = . 
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In conformitate cu (19), funcţiile de transfer tipizate ale procesului sunt: 

0
0

0

2

0

e 2e( ) 1 4 1
P

P

s sK
G s T s s

τ− −
= =+ + ,      

1
1

1

2

1

e e( ) 1 6 1
P

P

s sK
G s T s s

τ− −
= =+ + . 

Compensatorul are factorii de proporţionalitate 

0
0

1 1
2P

K K= = ,     1

0
1

1
2

P

P

K
K K

− −= = , 

iar canalul 1C  al compensatorului are timpul mort  

1 0 2τ τ τ= − = . 

Alegem constanta de filtrare 
0 2fT = , 

pentru a avea factorul de magnitudine 0 0 0( )/ (0) 2M G G= ∞ = .  

In conformitate cu (23) şi (24), canalul 0C  al compensatorului are funcţia de 
transfer 

0

0 0
0

( 1) 4 1
( )

1 2(2 1)f

K T s s
G s

T s s
+ +

= =
+ +

 

(cu 0 2fT =  pentru a avea factorul de magnitudine 0 0 0( )/ (0) 2M G G= ∞ = ), iar canalul 1C  al 

compensatorului are funcţia de transfer 

2
1 0

1
1

( 1)e (4 1)e
( )

1 2(6 1)

s sK T s s
G s

T s s

τ− −+ − +
= =

+ +
. 

In fig. 11.20 şi fig. 11.21 sunt reprezentate respectiv răspunsurile )(ty  şi ( )c t  ale 
sistemului de reglare la referinţă şi perturbaţie treaptă unitară. Ambele răspunsuri din fig. 
11.20 sunt mai bune decât cele din fig. 11.19 realizate cu compensatorul static.  

 
Fig. 11.20. Răspunsul sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat: 

0y  – pentru )(1 tr = ; 1y  – pentru )(11 t=v . 
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Fig. 11.21. Comenzile sistemului de reglare cu compensator dinamic tipizat: 

            0c  – pentru )(1 tr = ;  1c  – pentru )(11 t=v .  

c) Deoarece 1 0( ) ( )t r t rT T> , deci 1 0T T> , canalul 1C  al compensatorului are funcţia 
de transfer redusă 

                 1
1

1
( )

1

sK e
G s

T s

τ−
=

+
 ,                    

unde  

1
1
2

K =− ,    1 0 2τ τ τ= − =  ,   1 1 0 2T T T≈ − = . 

Prin urmare, 
2

1
e

( )
2(2 1)

s
G s

s

−−
=

+
. 

Răspunsurile la perturbaţie treaptă ale sistemului de reglare cu compensator tipizat redus 
(fig. 11.22) sunt comparabile cu cele ale sistemului de reglare cu compensator tipizat 
clasic  din fig. 11.20 şi fig. 11.21. 

 
Fig. 11.22. Răspunsurile sistemuluide reglare cu compensator tipizat redus  

pentru 1 1( )t=v . 
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11.5.  APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C11.1. La un SRA după perturbaţie cu structura din fig. 11.1, elementele părţii 
fixate au funcţiile de transfer: 

0
2

( 1)(5 1)(6 1)PG s s s=
+ + +

 ,   1
1

3(2 1)(4 1)(6 1)PG s s s
−

=
+ + +

. 

Să se proiecteze: 
a)  compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic dedicat simplu propriu cu factorul de magnitudine 

0 8M = ; 
c)  un compensator de referinţă de tip dinamic dedicat strict propriu. 

♦ C11.2. Considerăm un sistem de reglare după perturbaţie cu structura din fig. 
11.1, unde partea fixată are funcţiile de transfer: 

0

52e
(8 1)(2 1)

s
PG s s

−
= + +  ,      

14
e 3

1 +
−

=
−

s
G

s
P . 

Să se proiecteze: 
a) compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic dedicat simplu propriu cu factorii de magnitudine 
40 =M  şi 81 =M . 

♦ C11.3. La un SRA după perturbaţie cu structura din fig. 11.1, elementele părţii 
fixate au funcţiile de transfer: 

2

0
e

(2 1)(5 1)(6 1)

s

PG s s s

−
=

+ + +
 ,    1

1
4(2 1)(5 1)PG s s=

+ +
. 

Să se proiecteze: 
a)  compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic dedicat simplu propriu, cu factorii de magnitudine 

0 7,5M =  şi 1 6M = . 

♦ C11.4. La un SRA după perturbaţie cu structura din fig. 11.1, elementele părţii 
fixate au funcţiile de transfer: 

3

0
2e

(5 1)(6 1)

s

PG s s

−
=

+ +
 ,    

6

1
e

3(4 1)(5 1)(10 1)

s

PG s s s

−
=

+ + +
. 

Să se proiecteze: 
a) compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic dedicat cu factorul de magnitudine 0 5M = . 
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♦ C11.5. Considerăm un sistem de reglare după perturbaţie cu structura din fig. 
11.23, unde partea fixată are răspunsurile indiciale din figura de mai jos. Să se proiecteze: 

a) compensatorul de tip static; 
b) compensatorul dinamic tipizat cu factorul de magnitudine 0 2M = . 

 
 Fig. 11.23. Răspunsurile indiciale ale părţii fixate: 

0y  – pentru 1( )c t= ; 1y  – pentru )(11 t=v . 
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12 
    SISTEME ŞI ALGORITMI DE REGLARE 

 DUPĂ ABATERE  
         

Conform principiului reglării după abatere (efect), sistemul de reglare 
sesizează valoarea curentă a mărimii reglate (de ieşire a procesului), o 
compară cu valoarea curentă a mărimii de referinţă şi, în urma procesării 
convenabile a erorii (abaterii, diferenţei) rezultate, generează o comandă 
adecvată, transpusă în acţiune asupra procesului reglat, în vederea aducerii şi 
menţinerii mărimii reglate în jurul valorii de referinţă, indiferent de cauza 
care a provocat eroarea (acţiunea perturbaţiilor asupra procesului şi/sau 
modificarea mărimii de referinţă). Compararea directă a mărimii reglate cu 
mărimea de referinţă are sens atunci când ambele mărimi sunt exprimate 
procentual (prin raportare la domeniul de măsurare a mărimii reglate).  

12.1. CARACTERISTICI ALE REGLĂRII DUPĂ ABATERE 

La sistemele de reglare după abatere, apariţia erorii nu poate fi 
prevenită, dar acţiunea de reducere şi eliminare a acesteia începe în 
momentul producerii celei mai mici erori sesizabile, indiferent de cauza care 
a provocat eroarea.  

Sistemele de reglare după abatere sunt sisteme cu structură închisă, 
deoarece elementul de comandă (regulator) primeşte informaţie referitoare 
la valoarea mărimii reglate, deci la efectul acţiunii sale asupra procesului 
reglat, generând comenzi de autocorecţie necesare realizării unei reglări 
sigure şi precise. 

După cum mărimea reglată trebuie menţinută constantă, modificată 
după un program dinainte cunoscut sau modificată după un program 
necunoscut (impus de forma de variaţie în timp a unei mărimi fizice 
exterioare), sistemele de reglare automată pot fi: 
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- de stabilizare (cu referinţa constantă); 
- de reglare după program (cu referinţa variabilă după un program dat, 

dinainte cunoscut) ; 
- de urmărire automată (cu referinţa arbitrar variabilă). 
Omul, cel mai evoluat sistem cunoscut, utilizează în mod curent 

principiile reglării după abatere şi perturbaţie. In plus, majoritatea proceselor 
interne specifice corpului viu se desfăşoară în strânsă corelaţie cu aceste 
două principii.   

In fig. 12.1 este prezentată schema practică a unui sistem monovariabil 
de reglare automată după abatere. Dispozitivul de reglare a procesului P este 
compus din traductorul T, regulatorul R (care include şi elementul de 
comparaţie) şi elementul de execuţie E, care  îndeplinesc respectiv funcţiile 
de măsurare (mai exact, de transformare, traducere), de comandă şi de 
execuţie (acţionare).  

 
Fig. 12.1.  Sistem de reglare automată după eroare. 

12.2. ALGORITMUL DE REGLARE PID CONTINUU 

Regulatoarele clasice (convenţionale) generează comanda c prin 
prelucrarea erorii curente mr −=ε  ( r  - semnal de referinţă sau “setpoint”, 
m  - semnal de măsurare sau de reacţie) după cunoscutul algoritm de reglare 
PID (de tip proporţional-integral-derivativ). In majoritatea cazurilor, algorit-
mul continuu PID este prezentat sub următoarea formă improprie 

      00(
1 )t

R d
i

c
dεc K ε εdt TT dt= + + +∫ ,   r mε = − ,                     (1) 

în care RK , iT  şi dT  sunt parametri de acordare ( RK  - factor de propor-
ţionalitate, iT  - constantă de timp integrală, dT  - constantă de timp 
derivativă), iar 0c  este valoarea comenzii la momentul 0t = , când sistemul 
de reglare se află în regim staţionar, cu eroarea zero. Caracterul impropriu al 
algoritmului este dat de componenta derivativă, care are ordinul de derivare 
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a erorii (egal cu 1) mai mare decăt ordinul de derivare a mărimii de comandă 
(egal cu 0). 

Intre factorul de proporţionalitate RK  (de regulă adimensional, 
deoarece mărimile de intrare şi de ieşire ale regulatorului unificat sunt 
semnale de aceeaşi natură fizică şi acelaşi domeniu de variaţie) şi banda de 
proporţionalitate pB  (cu care se operează uneori în practică) există relaţia 

100/R pK B= . In forma (1) a algoritmului de reglare, factorul de 
proporţionalitate RK  influenţează în mod egal toate cele trei componente ale 
comenzii. Prin modificarea de către operatorul tehnolog a factorului de 
proporţionalitate RK  se poate obţine o comandă mai puternică (mărind pe 

RK ) sau mai slabă (micşorând pe RK ), menţinând însă ponderea relativă a 
celor trei componente P, I şi D.  

Regulatorul PID cu ecuaţia (1) are funcţia de transfer improprie 

                (
1

( ) 1 )PID R d
i

G s K T sT s= + + .                                   (2) 

Componenta proporţională P, componenta integrală (integratoare) I şi 
componenta derivativă (derivatoare) D sunt proporţionale respectiv cu 
eroarea, integrala erorii şi derivata erorii (viteza de variaţie a erorii). In 
realizarea unei reglări performante, un rol important îl au intensitatea şi 
distribuţia comenzii pe cele trei componente, ambele cerinţe putând fi 
realizate prin alegerea adecvată a parametrilor de acordare RK , respectiv iT  
şi dT . Valorile optime ale acestora sunt dependente de indicele de calitate 
ales şi de caracteristicile dinamice ale procesului reglat. 

Regulatorul poate funcţiona în starea DIRECT ( 0RK < ) sau în starea 
INVERS ( 0RK > ). Din ecuaţia componentei proporţionale, 

                  0( )P Rc K r m c= − + ,                                        (3) 

rezultă că în cazul stării DIRECT, creşterea semnalului de măsurare m  
determină creşterea semnalului de comandă Pc . Pentru ca reglarea să se 
desfăşoare corect, sensul DIRECT-INVERS al regulatorului trebuie să fie 
opus sensului DIRECT-INVERS al părţii fixate (formate din ansamblul 
element de execuţie-proces-traductor); cu alte cuvinte, sensul în bucla de 
reglare să fie INVERS ( 0R E P TK K K K > ).  
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Componenta proporţională este componenta principală a comenzii. Ea 
generează un efect care se opune în egală măsură creşterii şi scăderii erorii, 
cu atât mai puternic cu cât factorul de proporţionalitate RK  este mai mare. 

La procesele de tip proporţional, componenta proporţională a 
regulatorului contribuie la reducerea erorii, fără a reuşi însă s-o elimine în 
totalitate la sfârşitului regimului tranzitoriu (deoarece, la eroare nulă, 
componenta proporţională revine mereu la aceeaşi valoare, anume valoarea 
zero). Gradul de reducere a erorii este însă cu atât mai mare cu cât factorul 
de proporţionalitate RK  este mai mare.  

La sistemele de reglare a parametrilor industriali clasici (debit, 
presiune, nivel, temperatură etc.), unde ordinul procesului şi gradul de 
inerţie sunt relativ mari (ca urmare a transferului de masă şi energie), 
mărirea factorul de proporţionalitate RK  determină apariţia oscilaţiilor în 
sistem. Prin urmare, RK  nu poate fi ales suficient de mare pentru ca eroarea 

staţionară să devină neglijabilă. In schimb, la aparatele generatoare de 
semnal unificat continuu în gama 4…20 mA (care au o structură închisă,  cu 
reacţie negativă în raport cu semnalul unificat generat), factorul de 
proporţionalitate al “regulatorului” (de tip amplificator de tensiune) are 
valoarea de ordinul miilor, fără a genera oscilaţii (deoarece “procesul”, 
reprezentat de circuitul rezistiv de ieşire al adaptorului, are un răspuns 
practic instantaneu, fără inerţie). Deşi regulatorul este de tip P, semnalul 
generat de adaptor este dependent numai de mărimea de intrare (cu rol de 
referinţă), nefiind influenţat de valoarea rezistenţei de sarcină, deci de 
numărul receptoarelor înseriate. 

Componenta integrală are caracter persistent, în sensul că nu-şi 
încetează acţiunea de modificare a comenzii decât atunci când eroarea 
devine zero. In consecinţă, rolul principal al componentei integrale este 
acela de anulare a erorii, componenta integrală fiind deci complementară 
componentei proporţionale. Spre deosebire de componenta proporţională, 
componenta integrală acţionează întotdeauna în sensul reducerii valorii 
absolute a erorii. Acţiunea componentei integrale este lină, fără variaţii 
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bruşte, dar cu atât mai intensă, cu cât constanta de timp integrală iT  este mai 
mică şi eroarea mai mare.  

Componenta derivativă are caracter anticipativ, deoarece este proporţi-

onală cu viteza de variaţie a erorii 
dt
dε , al cărei semn şi valoare la un anumit 

moment de timp anticipă evoluţia ulterioară a erorii (care va rămâne 
constantă, va creşte sau va scădea după cum viteza este respectiv nulă, 
pozitivă sau negativă). Componenta derivativă se opune atât creşterii cât şi 
scăderii erorii (ca şi componenta proporţională), cu atât mai mult cu cât 
constanta de timp derivativă dT  este mai mare. In general, prin introducerea 
unei componente derivative cu ponderea adecvată se poate îmbunătăţi 
calitatea operaţiei de reglare, cu excepţia situaţiilor în care semnalul de 
măsurare conţine zgomot relativ mare.  

Datorită componentei derivative, regulatorul PID descris prin ecuaţia 
(1) este un element impropriu, deoarece răspunsul componentei derivative la 
intrarea ( ) 1( )t tε =  este de tip impuls Dirac: 

0
( )

( ) ( )d dD R R
d t

c t K T K T tdt
ε

δ= = . 

In realitate, componenta derivativă are o constantă de timp de întârziere 
(filtrare) 1T , iar algoritmul PID are forma simplu proprie 

           
1

00
1

( )

D
D d

t
R D

i

dc d
T c Tdt dt

c K dt c cT

ε

ε ε

⎧
+ =⎪⎪

⎨
⎪ = + + +
⎪⎩

∫
,                  (4) 

cu funcţia de transfer 

                
1

1( ) 1
1

d
PID R

i

T sG s K T s T s
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + +
+

.                             (5) 

La o variaţie treaptă unitară a erorii, componenta derivativă (cu 1RK = ) are 
expresia  
                                           1/( ) e t T

D dc t k −= ,     0t≥ ,                                     (6) 

unde 1/d dk T T=  reprezintă valoarea iniţială (la momentul 0t += ) a 
componentei derivative. Aşadar, la momentul 0t = , componenta derivativă 
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creşte brusc de la valoarea zero la o valoare de dk  ori mai mare decât cea a 
componentei proporţionale, adică 

                                                
1

(0 ) d
D d

T
c k

T+ = = ,                                          (7) 

după care descreşte exponenţial şi se anulează. In aplicaţiile practice, 
factorul dk  trebuie limitat la o valoare mai mică decât 20 (pentru a se evita 
amplificarea excesivă a zgomotului din semnalul de măsurare şi uzura 
instalaţiei comandate). Timpul de stabilizare a componentei derivative,  

                                                    95 13sT T≈ ,                                              (8) 

este dat de momentul când exponenţiala 1/e t T−  (cu valoarea iniţială 1) atinge 
valoarea 3e 0.05− ≈ . 

In proiectare, prin fixarea constantei de timp de întârziere 1T  la o 

valoare constantă (de exemplu, o secundă), prin mărirea constantei de timp 
derivative dT  creşte valoarea iniţială 1(0 ) /D dc T T+ =  a componentei deriva-
tive la intrare treaptă unitară, dar nu şi timpul de stabilizare 95 13sT T≈  (fig. 
12.2).  

 
Fig. 12.2. Răspunsul la eroare treaptă unitară a componentei 

derivative ( )Dc t  în cazul 1 1T = . 

In cazul menţinerii constante a raportului 1/d dk T T=  (adică a setării 
automate a constantei de timp de întârziere 1T  la valoarea /d dT k ), prin 
mărirea constantei de timp derivative dT  se menţine constantă valoarea 
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iniţială (0 )D dc k+ =  a componentei derivative la intrare treaptă unitară, dar 
creşte timpul de stabilizare 95 3 /s d dT T k≈  (fig. 12.3).  

                        
       Fig. 12.3. Răspunsul la eroare treaptă unitară a componentei  
                                        derivative ( )Dc t  în cazul 10dk = , deci 1 /10dT T= . 

In afara acestor două variante extreme, există variante intermediare, la 
care mărirea constantei de timp derivative dT  implică creşterea atât a valorii 
iniţiale cât şi a timpului de stabilizare a componentei derivative ( )Dc t . De 
exemplu, pentru 1 /3dT T=  (ambele constante de timp fiind exprimate în 
secunde), componenta derivativă la intrare treaptă unitară (fig. 12.4) are 
valoarea iniţială 

(0 ) 3D d dc k T+ = =  

şi timpul de stabilizare  

95 13s dT T T≈ = . 

 
Fig. 12.4. Răspunsul la eroare treaptă unitară a componentei 

derivative ( )Dc t  în cazuli 1 / 3dT T= . 
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Răspunsul indicial al regulatorului PID cu funcţia de transfer (5),  

           1/

1
( ) (1 e )d t T

R
i

t T
c t K T T

−= + + ,                                  (9) 

este reprezentat grafic în fig. 12.5. 

 
Fig. 12.5. Răspunsul indicial ( )c t  al regulatorului PID pentru 

1=RK , 5=iT , 8=dT  şi 1 2T = . 

La majoritatea regulatoarelor industriale, algoritmul de reglare are două 
grade de libertate, modul de procesare a semnalului de referinţă r  fiind uşor 
diferit de modul de procesare a semnalului de măsurare m : 

                                      
1

00
1

( )  

D
D d

t
R D

i

dc dm
T c T

dt dt

c K dt c c
T

ε ε

⎧ + = −⎪⎪
⎨
⎪ = + + +
⎪⎩

∫
.                    (10) 

La aceste regulatoare, acţiunea componentei derivative are loc numai în 
raport cu semnalul de măsurare m, nu şi cu semnalul de referinţă r . In acest 
fel se evită variaţiile puternice ale semnalului de comandă la modificarea 
bruscă (treaptă) a semnalului de referinţă de către operatorul uman. In 
acelaşi scop, se poate utiliza un filtru de întîrziere a semnalului de referinţă, 
cu funcţia de transfer 

                                      1( )
1F

F
G s

T s
=

+
.                                         (11) 

Constanta de timp de filtrare FT  poate fi determinată cu formula 
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                     95

10
s

F
T

T = ,                                              (12) 

unde 95sT  este timpul de stabilizare a răspunsului la referinţă treaptă al 
sistemului de reglare cu 0FT = .  

12.3. ALGORITMUL DE REGLARE PID NUMERIC 

La regulatoarele numerice, algoritmul de reglare PI are forma  

               1

0( )k

k k k
i

k R k

T
I I T
c K I c

ε

ε

−
⎧

= +⎪
⎨
⎪ = + +⎩

,                                (13) 

echivalentă cu 

            1 1[( ) ]k k R k k k
i

T
c c K Tε ε ε− −= + − +  ,                         (14) 

unde k k kr mε = − , T  reprezintă perioada de discretizare a timpului (de 
eşantionare), iar 0c  este valoarea comenzii din regimul MANUAL în 
momentul dinaintea comutării regulatorului în regim AUTOMAT. 
Regulatorul cu ecuaţiile cu diferenţe (13)  şi (14) are funcţia de transfer  

0
1

1
( ) 1

1PI R
i

T
G z K T z−+

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

echivalentă funcţiei de transfer a discretizatului regulatorului continuu de tip 
PI cu funcţia de transfer 

1
( ) 1PI R

i
G s K T s+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Discretizatul regulatorului continuu PID cu funcţia de transfer (5) are 
funcţia de transfer 

                 
1

0
1 1

1 1( ) 1
1 1dPID R

i d

T zG z K kT z p z

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
−+ ⋅ + ⋅

− −
,                  (15) 

unde  
                                           1/d dk T T= ,       1/e T T

dp −= .                                  (16) 

 Prin urmare,  algoritmul de reglare numeric PID poate fi scris în domeniul 
timpului sub forma 
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1 1

1 1

0

( ),

( ) ( ) [( ) ]

( )

k d k R d k k

k k R k k k
i

k k k

D p D K k
T

PI PI K T
c PI D c

ε ε

ε ε ε

− −

− −

⎧
= + −⎪

⎪
= + − +⎨

⎪
= + +⎪

⎩

 .             (17) 

Ca şi în cazul algoritmului de reglare (14), modificarea în timpul 
regimului AUTOMAT a unui parametru de acordare se realizează „fără 
şoc”, adică fără a produce o variaţie bruscă semnificativă a semnalului de 
comandă, indiferent de valoarea curentă a erorii. 

Pentru ca şi operaţia de comutare a regimului MANUAL în regim 
AUTOMAT să se realizeze fără şoc, aceasta trebuie precedată de o operaţie 
de iniţializare convenabilă a variabilelor algoritmului de reglare. Operaţia de 
iniţializare constă în fixarea variabilei 1kε −  la valoarea curentă a erorii, a 
variabilelor 1kD −  şi 1( )kPI −  la valoarea zero, iar a variabilei 0c  la valoarea 
curentă a comenzii. In aceste condiţii, prima valoare a comenzii generate pe 
AUTOMAT (la pasul 1k = ) va avea valoarea 

1 1 0 0R
i

Tc K c c
T

ε= ⋅ + ≈ . 

Dacă eroarea curentă 1ε  este nenulă, componenta integrală va interveni în 
sensul reducerii şi eliminării erorii, în timp ce componentele proporţională şi 
derivativă se vor opune reducerii erorii.  

Dacă variabila 1kε −  este iniţializată la valoarea zero, atunci 

1 1 0
1

1( )d
R

i

T T
c K cT T ε= + + + , 

iar toate cele trei componente ale comenzii acţionează din primul moment 
pentru reducerea şi eliminarea erorii ca în cazul în care referinţa s-ar fi 
modificat brusc, în regim AUTOMAT, de la valoarea zero la valoarea 
curentă 1ε . 

Pe durata primului interval de eşantionare care urmează unei modificări 
treaptă a referinţei, deci a erorii, componenta derivativă este de dk  ori mai 
mare decât componenta proporţională.   

Algoritmul de reglare cu două grade de libertate (la care componenta 
derivativă operează numai asupra semnalui de măsurare) are forma 
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1 1

1 1

0

( )

( ) ( ) [( ) ]

( )

k d k R d k k

k k R k k k
i

k k k

D p D K k m m
TPI PI K ε ε ε
T

c PI D c

− −

− −

⎧ = − −⎪
⎪

= + − +⎨
⎪

= + +⎪
⎩

 .             (18) 

12.4. ACORDAREA EXPERIMENTALĂ  
       A REGULATORULUI PID 

In cazul reglării unui proces fizic de tip proporţional, de ordinul doi sau 
mai mare, regulatorul este considerat acceptabil proiectat dacă timpul de 
răspuns al sistemului de reglare la referinţă treaptă este comparabil cu timpul 
de răspuns al procesului la intrare treaptă. In acest caz, regulatorul se 
comportă ca un operator uman experimentat care modifică treaptă mărimea 
de intrare a procesului pentru a aduce mărimea de ieşire a acestuia la o nouă 
valoare apriori stabilită. Calitatea proiectării regulatorului poate fi 
considerată foarte bună atunci când timpul de răspuns al sistemului de 
reglare este redus la jumătate sau mai mult. In acest paragraf vom considera 
procesul ca fiind echivalent cu partea fixată, incluzând deci elementul de 
execuţie şi traductorul mărimii reglate (fig. 12.6). 

 
            Fig. 12.6. Sistem de reglare automată – schemă simplificată. 

Eroarea staţionară produsă prin aplicarea unui semnal treaptă la intrare 
(referinţă sau perturbaţie) este nulă atunci când sistemul deschis, cu funcţia 
de transfer ( ) ( ) ( )d R PG s G s G s=  este de tip integral. Prin urmare, dacă 
procesul este de tip proporţional, este necesar ca regulatorul să fie de tip 
integral, adică să conţină şi o componentă integrală (cazul regulatorului de 
tip PI sau PID). Pentru ca eroarea staţionară să fie nulă la intrare rampă 
trebuie ca funcţia de transfer a sistemului deschis să aibă caracter dublu 
integral. Această condiţie se impune în cazul proceselor de tip integral (cazul 
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reglării nivelului), la care efectul perturbaţiilor asupra mărimii reglate este, 
de obicei, de tip rampă. Prin utilizarea unui regulator de tip PI (cu 
componentă integrală foarte slabă pentru a preveni instalarea regimului 
oscilant), sistemul deschis devine dublu integral. 

Acordarea experimentală a regulatorului PID la procesele de tip 
proporţional se poate face pe baza răspunsului ( )y t  al părţii fixate, aflate 
iniţial în regim staţionar, la un semnal de intrare ( )c t  de tip treaptă (prin 
modificarea manuală a semnalului de comandă al regulatorului aflat în regim 
MANUAL). La procesele cu răspuns indicial mărginit şi monoton (fără 
supradepăşire), din graficul răspunsului indicial (fig. 12.7) putem determina 
uşor factorul de proporţionalitate al procesului pK , timpul de stabilizare 

95sT  (dat de momentul în care răspunsul atinge 95 % din valoarea finală) şi 
timpul mort τ .  

Factorul de proporţionalitate adimensional al procesului este definit ca 
raportul între variaţia totală (finală) a ieşirii procesului ( ) f inalyΔ  şi variaţia 
totală a  comenzii treaptă ( ) f inalcΔ , ambele exprimate în procente,  adică 

      
( ) [%]
( ) [%]

f inal
P

final

y
K

c
Δ

Δ
= .                                 (19) 

In majoritatea aplicaţiilor industriale, factorul de proporţionalitate pK  are 
valoarea cuprinsă între 1 şi 2 (prin alegerea dimensională adecvată a 
elementului de execuţie, care să permită modificarea ieşirii procesului în 
plaja 0…100 %). 

                          
  Fig. 12.7. Răspunsul y  al părţii fixate la modificarea treaptă a intrării c . 
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In cazul proceselor stabile de tip proporţional cu răspuns indicial fără 
supradepăşire, pentru stabilirea valorilor iniţiale ale parametrilor regulato-
rului sunt recomandate relaţiile: 

            

95

1
5(1 )

R
P

s

K
K

T
τ=

+
,      95

3...4
s

i
T

T = ,      0dT = .                     (20) 

Aceste relaţii de acordare pot fi aplicate şi la procesele cu răspuns 
indicial ( )h t  cu supradepăşire (fig. 12.8), prin înlocuirea procesului P cu 
procesul P  având răspunsul indicial ( )h t  astfel încât ( ) ( )h t h t=  pentru 1t t≤  
şi 1( ) ( )h t h t=  pentru 1t t≥ , unde 1t  este  momentul de timp la care răspunsul 
are valoarea maximă. La aceste procese, ( ) f inal maxy yΔ =  şi 95 1sT t≈  

De asemenea, relaţiile de acordare (20) pot fi aplicate şi la procesele de 
fază neminimă, cu răspunsul indicial ( )h t  având semn opus semnului valorii 
finale pe intervalul 0[0, ]t . La aceste procese, se consideră 0tτ = .  

Valorile parametrilor de acordare ai regulatorului, inclusiv constanta de 
timp derivativă dT , pot fi ajustate convenabil pe durata operaţiei de reglare, 
pentru a se obţine performanţe superioare. 

 
  Fig. 12.8. Răspunsul  părţii fixate la modificarea treaptă a intrării c . 

In cazul proceselor de tip integral, acordarea experimentală a 
regulatorului PI se poate face după cum urmează. Cu regulatorul de tip P (cu 

iT = ∞  şi 0dT = ), se alege factorul de proporţionalitate RK  la o valoare 
pentru care răspunsul sistemului de reglare la referinţă treaptă este monoton 
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şi mărginit. Se măreşte apoi treptat RK  până la valoarea 0RK  la care, pentru 
o variaţie treaptă a referinţei, răspunsul sistemului prezintă un suprareglaj 
mic, de circa 1…2 %. Dacă se notează cu 95 0( )sT  timpul de stabilizare, 
parametrii de acordare ai regulatorului PID pot fi determinaţi cu relaţiile: 

    0(0,8 ... 0,9)R RK K= ,    95 0((3 ... 5) )i sTT = ,    0dT = .             (21) 

Deşi foarte slabă, componenta integrală a regulatorului asigură o eroare 
staţionară nulă şi în cazul frecvent întâlnit în practică al perturbaţiilor cu 
efect de tip rampă asupra mărimii reglate (cazul reglării nivelului). 

12.5. SISTEME SPECIALE DE REGLARE CU REGULATOR  
         DE TIP P 

Un caz special de sistem de reglare este acela în care procesul (partea 
fixată) este de ordin redus (unu sau doi), deci prezintă un grad de inerţie 
foarte mic. Reglarea acestor procese se face, de regulă, cu regulatoare simple 
de tip proporţional (P), având însă factorul de proporţionalitate RK  mare, de 
ordinul zecilor, sutelor sau chiar miilor. Valoarea ridicată a lui RK  asigură 
performanţe de reglare foarte bune, inclusiv eroare staţionară neglijabilă. 
Reamintim că în cazul sistemelor de reglare la care procesul are factorul de 
proporţionalitate 1PK ≈ , eroarea staţionară la referinţă treaptă unitară este 
dată de relaţia 

                                    1 1
1 1st

R P R
ε

K K K
= ≈

+ +
.                      (22) 

Prin urmare, pentru 99RK = , eroarea staţionară la referinţă treaptă unitară 
este 0,01. Deoarece, în practică, referinţa nu trebuie modificată brusc cu mai 
mult de 10%, eroarea staţionară este de 0,1% din domeniul de variaţie al 
semnalului unificat, adică practic nulă. Ea va fi şi mai mică pentru valori ale 
lui RK  de ordinul sutelor sau miilor. 

Metoda de reglare cu regulator de tip P şi factor de proporţionalitate 
RK  mare nu poate fi însă aplicată în cazul parametrilor industriali clasici 

(debit, nivel, presiune, temperatură, densitate, viscozitate etc.), unde inerţia 
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şi ordinul procesului au valori relativ mari, ca urmare a transferului 
important de masă şi energie. La reglarea acestor procese, mărirea factorului 
de proporţionalitate RK  al regulatorului la valori mai mari ca 1 generează, 
de regulă, un regim oscilant, chiar instabil pentru valori mai mari ale lui RK . 

Pentru a scoate în evidenţă aria de aplicabilitate a metodei de reglare cu 
regulator de tip P, facem următoarea precizare: în cadrul unui sistem de 
reglare analogic, cu excepţia traductorului primar (senzor, detector, element 
sensibil), toate celelalte elemente din componenţa dispozitivului de reglare 
(adaptorul generator de semnal unificat, aparatul indicator sau înregistrator 
al mărimii reglate, regulatorul, convertorul electro-pneumatic şi elementul 
de execuţie cu acţionare pneumatică) au, de regulă, structura unui sistem de 
reglare după abatere (cu legătură de reacţie negativă), justificată prin rolul 
acestor elemente de a transforma semnalul de intrare într-un semnal de ieşire 
mai convenabil din anumite puncte de vedere şi care să fie insensibil la 
acţiunea factorilor perturbatori. In consecinţă, elementele menţionate sunt 
proiectate ca subsisteme cu structură închisă (de tip SRA), semnalul de 
intrare avâd rol de “referinţă”, iar semnalul de ieşire de “mărime reglată”. 
De exemplu, în cazul adaptorului generator de semnal unificat 4…20mA, 
variaţia rezistenţei de sarcină la modificarea numărului de elemente 
receptoare înseriate reprezintă o perturbaţie extrem de puternică, al cărei 
efect este practic în totalitate eliminat prin utilizarea ca “regulator” a unui 
amplificator de tensiune cu factorul de amplificare de ordinul miilor. 
Aparatele analogice indicatoare/înregistratoare au pe calea directă un 
amplificator electronic de tensiune cu factorul de amplificare de ordinul 
sutelor, iar ansamblul convertor-servomotor pneumatic are pe calea directă 
un amplificator pneumatic cu factorul de amplificare de ordinul zecilor. La 
regulatoarele analogice cu circuite integrate, fiecare componentă a 
algoritmului PID este un subsistem închis cu reacţie negativă având pe calea 
directă un amplificator operaţional cu factorul de amplificare 510RK > .  

La sistemele de reglare cu regulator de tip P, factorul de 
proporţionalitate RK  al regulatorului se alege cât mai mare posibil, fără a 
produce însă oscilaţii în sistem.   
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In figurile 12.9 şi 12.10 sunt reprezentate respectiv formele de variaţie 
ale mărimii reglate şi semnalului de comandă la referinţă treaptă unitară în 
cazul unui sistem de reglare având partea fixată cu funcţia de transfer 

1( )
(2 1)(0.01 1)PG s

s s
=

+ +
 

şi regulatorul de tip P cu 10RK =  şi 100RK = . 

 
 Fig. 12.9. Variaţia mărimii reglate ( )y t  la referinţă treaptă unitară. 

 
 Fig. 12.10. Variaţia semnalului de comandă )(tc la referinţă treaptă unitară. 

12.6. SISTEME DE REGLARE BIPOZIŢIONALĂ 

Intr-un sistem de reglare bipoziţională, semnalul de comandă generat de 
regulator în urma procesării abaterii are două valori distincte, notate 
convenţional cu 0 şi 1. Caracteristica statică a regulatorului bipoziţional este 
de tip releu cu histerezis, valoarea histerezisului fiind 2a  în cazul 
caracteristicii din fig. 12.11. Semnalul de comandă  c  comută din 0 în 1 
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când eroarea ε  creşte atingând valoarea a , respectiv din 1 în 0 când eroarea 
ε  scade atingând valoarea a− .  

Mărimea reglată a unui sistem bipoziţional oscilează (nesinusoidal) în 
jurul valorii de referinţă, amplitudinea oscilaţiilor fiind egală sau mai mare 
decât valoarea semihisterezisului a . Când partea fixată a sistemului de 
reglare este de ordinul unu (fără inerţie), amplitudinea oscilaţiilor este egală 
cu a . Când partea fixată este de ordinul doi sau mai mare, amplitudinea 
oscilaţiilor depăşeşte valoarea semihisterezisului a , cu atât mai mult cu cât 
inerţia procesului este mai mare.  

 
Fig. 12.11. Caracteristica statică a regulatorului bipoziţional. 

In figurile 12.12, 12.13 şi 12.14 sunt reprezentate răspunsurile la 
referinţă treaptă unitară ale sistemului de reglare bipoziţională a unui proces 
cu inerţie, în condiţiile utilizării unui regulator cu valoarea semihistere-
zisului a  respectiv pozitivă, nulă şi negativă.  In toate cazurile, comanda c  
comută din 1 în 0 în momentele când mărimea reglată y  creşte şi atinge 
valoarea  r a+ , iar din 0 în 1 - în momentele când mărimea reglată scade la 
valoarea r a− .  

 
Fig. 12.12. Răspunsurile indiciale y  şi c  ale unui sistem de reglare bipoziţional 

cu 0,1a = . 
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Fig. 12.13. Răspunsurile indiciale y  şi c  ale unui sistem de reglare bipoziţional 

cu 0a = . 

 
Fig. 12.14. Răspunsurile indiciale y  şi c  ale unui sistem de reglare bipoziţional 

cu 0,04a = − . 

Prin scăderea valorii histerezisului regulatortului, amplitudinea osci-
laţiilor mărimii reglate scade, iar frecvenţa de comutare a comenzii creşte. In 
practică, există multe exemple în care se utilizează regulatoare bipoziţionale 
cu histerezis relativ mare pentru a avea o frecvenţă mică de comutare a 
comenzii (cazul reglării bipoziţionale a temperaturii în interiorul unui 
frigider, la care operaţiile de pornire-oprire a agregatului frigorific sunt 
generatoare de uzură mecanică şi electrică). Variantele de reglare cu 
histerezis zero sau negativ nu sunt aplicabile la procesele cu inerţie 
neglijabilă.  

In locul variantei cu histerezis negativ se poate utiliza o variantă cu 
efect similar, la care regulatorul bipoziţional (cu histerezis foarte mic sau 
zero) conţine pe intrarea de reacţie un  element de avans de ordinul unu (fig. 
12.15) cu funcţia de transfer 



SISTEME SI ALGORITMI DE REGLARE DUPA ABATERE 

  

475

                  0
0

1( )
1

dT sG s
T s

+=
+

,     0 dT T� .                             (23) 

Pentru o valoare fixată a constantei de timp de întârziere 0T  (suficient de 
mică pentru a nu întârzia transmiterea informaţiei de măsurare la regulator), 
valoarea avansului semnalul de avans 1y  în raport cu semnalul de măsurare    
y  este cu atât mai mare cu cât constanta de timp de avans dT  este mai mare.  

Pentru histerezis zero, comutarea comenzii regulatorului are loc în 
momentul în care semnalul de avans 1y  atinge valoarea mărimii de referinţă 
(fig. 12.16). Deoarece semnalul 1y  este defazat înaintea semnalului y , 
comutarea comenzii se efectuează în avans, adică înainte ca semnalul de 
măsurare să atingă valoarea mărimii de referinţă.  

La regulatoarele cu histerezis negativ şi la cele cu element de avans pe 
calea de reacţie, histerezisul şi avansul trebuie limitate ca valoare pentru ca 
oscilaţiile să aibă loc în jurul mărimii de referinţă. 

 
Fig. 12.15. Regulator bipoziţional cu element de avans pe intrarea de reacţie. 

 
Fig. 12.16. Răspunsurile indiciale y  şi c  ale unui sistem de reglare bipoziţional cu 

element de avans pe calea de reacţie. 
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Observaţie. Algoritmii de comandă bipoziţionali sunt utilizaţi atunci 
când elementul de execuţie are numai două stări distincte de funcţionare 
(robinet închis-deschis, contact electric închis-deschis, agregat frigorific sau 
de încălzire pornit-oprit etc.), mai ales în cazul proceselor cu histerezis 
relativ mare, la care eficienţa algoritmilor continui este redusă. In aceste 
ultime cazuri pot fi totuşi utlizate şi regulatoare continue (tip PID, de 
exemplu), conectate în paralel cu un generator de semnal periodic 
dreptunghiular cu valoarea medie nulă, având amplitudinea comparabilă cu 
valoarea histerezisului procesului şi perioada comparabilă cu timpul de 
stabilizare al răspunsului indicial al procesului. 

12.7. ALGORITMI DE REGLARE CU PREDICŢIE 

Algoritmii de reglare cu predicţie au fost descoperiţi, cercetaţi şi 
implementaţi pentru prima oară în reglarea unor procese industriale din 
rafinării şi centrale de producere a energiei electrice, la sfârşitul anilor 1970, 
odată cu dezvoltarea tehnicii şi mijloacelor moderne de calcul numeric. 
Metodologia reglării predictive presupune efectuarea, la fiecare moment de 
eşantionare, a unui număr relativ mare de calcule pentru determinarea 
comenzii optimale, care va fi menţinută constantă până la următorul moment 
de eşantionare. Conceptul de reglare cu predicţie (predictivă) are la bază 
cunoaşterea cât mai exactă a modelului dinamic al procesului reglat (mai 
exact al părţii fixate P, formată din ansamblul element de execuţie-proces-
traductor - fig. 12.17) şi a restricţiilor impuse mărimii de comandă şi 
mărimii reglate.  

                      
                          Fig. 12.17. Schema bloc a sistemului de reglare 

Performanţele reglării sunt superioare atunci când se cunoaşte apriori 
modul de evoluţie în timp a mărimii de referinţă şi a unor mărimi 
perturbatoare. Dacă traiectoriile de evoluţie a referinţei şi perturbaţiilor nu 
sunt cunoscute apriori, atunci se consideră că acestea se menţin în continuare 
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constante, la valorile curente. Principalele dezavantaje sunt legate de 
complexitatea calculelor (deci de dificultatea aplicării metodei la sistemele 
cu dinamică rapidă) şi de faptul că performanţele reglării sunt puternic 
dependente de acurateţea modelului matematic al procesului.   

12.7.1. Caracteristici generale 

Metodologia reglării cu predicţie bazată pe model, cunoscutã sub 
denumirea MPC (Model Predictive Control) are următoarele caracteristici 
principale: 

a) cunoaşterea cât mai exactă a modelului dinamic al discretizatului 
procesului reglat (cu perioada de eşantionare T ), care să permită estimarea 
(predicţia) răspunsului procesului reglat pe orizontul de timp  

                                                      ],0[ NT ,                                             (24) 

numit orizont de predicţie a ieşirii, pe baza valorilor anterioare ale mărimii 
de ieşire a procesului şi a valorilor anterioare şi viitoare (pe orizontul de 
predicţie) ale mărimii de intrare (comandă) a procesului şi mărimii 
perturbatoare (dacă este posibil) -  fig. 12.18; 

b) elaborarea, pe orizontul de timp al ieşirii, a unui semnal de comandă 
tip scară (constant pe fiecare interval de eşantionare), caracterizat prin 
secvenţa de comenzi viitoare  

                    0 1 1{ , , , }Nu u u −… ,                                    (25) 

care să asigure evoluţia optimală a procesului reglat pe orizontul de timp 
considerat, caracterizată printr-o abatere mică a mărimii reglate faţă de 
traiectoria de referinţă şi, în acelaşi timp, un consum energetic redus, 
inclusiv cu respectarea unor restricţii impuse semnalului de comadă şi 
mărimii reglate; 

c) implementarea efectivă numai a primului element 0u  al secvenţei de 
comenzi optimale calculate, cu reluarea întregului procedeu la momentul de 
eşantionare următor (reglare cu orizont alunecător); 

d) adoptarea procedeului blocking, de blocare a comenzii ipotetice (25) 
pe ultima porţiune a orizontului de predicţie, pentru simplificarea 
algoritmului de reglare – fig. 12.18. 
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In cadrul procedeului de blocare, comanda ipotetică este menţinută liber 
pe primele M  perioade de eşantionare din cele N  ale orizontului de 
predicţie şi este blocată pe celelalte N M−  perioade de eşantionare la ultima 
valoare liberă. Aşadar, numărul de valori distincte ale comenzii pe orizontul 
de predicţie a ieşirii este M . Intervalul [0, ]M  în care comanda este liberă 
se numeşte orizontul comenzii libere. 

Secvenţa de N  comenzi ipotetice care acoperă întregul orizont de 
predicţie a ieşirii are forma  
                                        0 1 1 1 1{ , , , , , , }M M Mu u u u u− − −… … ,                          (26) 

adică 

0 0 0 0{ , , , , }u u u u…    pentru 1M = , 

0 1 1 1{ , , , , }u u u u…     pentru 2M = , 

0 1 2 2{ , , , , }u u u u…     pentru 3M = . 

 
Fig. 12.18.  Evoluţia în timp a mărimilor de comandă, de referinţă şi de ieşire: 

                          3 2 1{ , , , }u u u− − −… - secvenţa de comenzi anterioare; 
         0 1 1{ , , , }Nu u u −… - secvenţa de comenzi  viitoare estimate optimal; 
         3 2 1 0{ , , , , }y y y y− − −… - secvenţa de ieşiri măsurate; 
         1 2{ , , , }Ny y y� � �… - secvenţa de ieşiri viitoare estimate optimal; 
          OP - orizontul de predicţie a ieşirii: 
          OC - orizontul de predicţie a comenzii libere. 

La reglarea proceselor fizice de tip proporţional, pentru orizontul de 
predicţie a ieşirii se recomandă o valoare aproximativ egală cu timpul de 
stabilizare al răspunsului indicial al procesului. Alegând o valoare sensibil 



SISTEME SI ALGORITMI DE REGLARE DUPA ABATERE 

  

479

mai mică a orizontului de predicţie, sistemul de reglare devine oscilant 
amortizat sau chiar oscilant crescător (instabil). Uneori, pentru evitarea 
efectului variaţiilor mari şi bruşte (de tip treaptã) ale referinţei, se utilizează 
un filtru de întârziere de ordinul unu. 

In continuare vom considera perioada de eşantionare 1T = , când 
lungimea orizontului de predicţie este egală cu N .  

Determinarea comenzii optimale pe orizontul de predicţie a ieşirii se 
realizează prin minimizarea unui criteriu pătratic de forma 

              2 2 2 2
0 1 1 0 1 2

1

ˆ( ) [ ( ) ( ) ( ) ]
N

j j M M
j

w y u u u u u u− − −
=

= − + λ − + − + + −∑J "  ,       (27) 

în care  

0 1 1{ , , , }Mu u u −…  este secvenţa de comenzi incrementale libere aplicate 
ipotetic pe orizontul comenzii libere;  

1 2ˆ ˆ ˆ{ , , , }Ny y y…  - secvenţa de valori ipotetice ale ieşirii procesului pe 
orizontul de predicţie a ieşirii, estimate pe baza modelului procesului, pe 
baza valorilor anterioare ale ieşirii procesului şi a valorilor anterioare şi 
viitoare ale comenzii u şi perturbaţiei măsurate v;  

1 2{ , , , }Nw w w…  - secvenţa de valori viitoare ale referinţei mărimii 
reglate; 

N   - orizontul de predicţie a ieşirii; 
M - orizontul de predicţie a comenzii libere;  
λ  - factorul de ponderare a variaţiilor comenzii incrementale.  

Prin mărirea factorului de ponderare λ  se limitează variaţia (incrementul) 
comenzii optimale, obţinându-se un consum energetic mai redus şi un 
comportament mai robust al sistemului reglat.  

12.7.2. Calculul predictiv al ieşirii 

Determinarea secvenţei 1 2ˆ ˆ ˆ{ , , , }Ny y y…  cu valorile ipotetice viitoare ale 
ieşirii procesului se poate realiza pe baza modelului discretizatului 
procesului continuu. Să presupunem că modelul discretizatului procesului 
(fără luarea în consideraţie a perturbaţiilor şi a zgomotului de măsurare) are 
forma generală 

        1 1 1 1 2 2k k n k n k k r k ry a y a y b u b u b u− − − − −+ + + = + + +" " .             (28) 

Vom considera că momentul curent este 0k =  şi vom utiliza notaţiile 
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1i i iy y yΔ −= − , 

1i i iu u uΔ −= − . 

Din (28) rezultă că valoarea incrementală a ieşirii la momentul j  (1 j N≤ ≤ ) 
în raport de valorile incrementale anterioare ale intrării şi ieşirii este dată de 
relaţia 

                    
1 1

r n

j i j i i j i
i i

y b u a yΔ Δ Δ− −
= =

= −∑ ∑ ,    1 j N≤ ≤ .                     (29) 

Prin urmare, ţinând seama de (26), ieşirea estimată  

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , }Ny y y y= …  

 reprezintă răspunsul discretizatului procesului pentru secvenţa de intrare cu 
N r+  componente 

11 1 0 1 1ˆ { , , , , , , , , . . . , }Mr r Mu u u u u u u u−− − + − −= … …  

şi valorile anterioare măsurate 1ny− + , 2ny− + , … , 0y  ale ieşirii.  
Ieşirea estimată ŷ  conţine două componente, componenta liberă y  şi 

componenta forţată y� , adică 

                      ŷ y y= + � .             (30) 

Componenta liberă 1 2{ , , , }Ny y y y= …  a ieşirii estimate este răspunsul 
modelului (28) al procesului pentru valorile anterioare  

1ny− + , 2ny− + , … , 0y  

ale ieşirii măsurate şi comanda din fig. 12.19 cu r N+  componente 

                                   1 1 1 1{ , , , , , , }r ru u u u u u− − + − − −= … …  

(constantă pentru 1−≥t , adică 00 =Δu , 01 =Δu , 1, 0NuΔ − =… ).  

                        
Fig. 12.19. Evoluţia în timp a comenzii pentru ieşirea liberă. 
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In conformitate cu (29), rezultă următoarea relaţie de calcul al valorilor 
componentei libere a ieşirii estimate  

                     1
1 1

r n
j j i j i i j i

i j i
y y b u a yΔ Δ− − −

= + =
= + −∑ ∑ ,   1 j N≤ ≤ .                  (31) 

Forma diferenţială a relaţiilor (31) asigură o bună compensare a efectului 
diverselor perturbaţii asupra  componentei libere a ieşirii estimate. In acest 
fel, algoritmul de reglare cu predicţie reuşeşte să anuleze eroarea dintre 
mărimea reglată şi mărimea de referinţă în condiţiile acţiunii perturbaţiilor 
de tip treaptă. 

Inaintea trecerii regulatorului din starea MANUAL în starea 
AUTOMAT, componentele anterioare ale comenzii 1 1, , ,r ru u u− − + −…  
trebuie iniţializate la valoarea curentă a comenzii, iar componentele 
anterioare ale ieşirii 1 2 0, , ,n ny y y− + − + …  trebuie iniţializate la valoarea 
curentă a ieşirii. In regim AUTOMAT, la începutul unui pas de calcul, se 
iniţializează 0y  cu valoarea curentă măsurată a ieşirii, iar după efectuarea 
calculului comenzii, se efectuează translatarea spre stânga a secvenţei 

1 1{ , , , }r ru u u− − + −…  şi înlocuirea componentei 1u−  cu valoarea calculată        
a comenzii, precum şi translatarea spre stânga a secvenţei 

1 2 0{ , , , }n ny y y− + − + … . 

In cazul particular al procesului continuu cu funcţia de transfer  

             
1

e
( )

1
mT

P
P

sK
G s

T s

−⋅
=

+
,                 (32) 

discretizatul cu perioada T  are funcţia de transfer 

           
1

1
(1 )

( )
1

m
P

P
K p z

G z
pz

− −

−
− ⋅

=
−

             (33) 

şi ecuaţia cu diferenţe 

1 1(1 )k k p k my py K p u− − −− = − , 

unde m  este partea întreagă a raportului mT
T

 şi 1/e TTp −= . Componenta 

liberă se calculează cu relaţiile 
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1 1 2 1 2( ) (1 ) ( )j j j j p j m j my y p y y K p u u− − − − − − −= + − + − − ,    1 j m≤ ≤ , 

1 1 2( )j j j jy y p y y− − −= + − ,    1m j N+ ≤ ≤ . 

Cei trei parametri ai procesului de ordinul unu şi cu timp mort pot fi uşor 
determinaţi pe cale experimentală, din răspunsul la intrare treaptă al 
procesului, aflat iniţial în regim staţionar. Majoritatea aplicaţiilor practice 
realizate pe baza acestui model al procesului sunt relativ simple, robuste şi 
suficient de precise. 

Componenta forţată 1 2{ , , , }Ny y y y=� � � �…  a ieşirii estimate este răspunsul 
discretizatului procesului pentru comanda cu r N+  componente  

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1ˆ {0, 0, , 0, , , , , , , }M M Mu u u u u u u u u u u u u− − − − − − − −= − = − − − − −� … … … , 

adică răspunsul forţat (din regim iniţial staţionar) la secvenţa de comenzi 
incrementale pe orizontul de predicţie al ieşirii  

                        0 1 1{ , , , , 0, . . . , 0}Mu u uΔ Δ Δ −… . 

Din principul superpoziţiei, rezultă 

                              

11 0

2 12 1

1 1 1

0 0
0

N N N MN M

hy u
h hy u

h h hy u

Δ
Δ

Δ− − + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

� "
� "

# # % ## #
� "

                         (34) 

adică 
                  = ⋅y H u� � ,                                   (35) 

unde 1 2{ , , , }Nh h h…  este secvenţa valorilor răspunsului indicial ( )h t  la 
momentele de timp 1, 2, , N… , iar 

                    

1

2

N

y
y

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

y

�
�

�
#
�

,    

1

2 1

1 1

0 0
0

N N N M

h
h h

h h h− − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H

"
"

# # % #
"

,    

0

1

1M

u
u

u

Δ
Δ

Δ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

u�
#

.     

In conformitate cu relaţiile (30) şi (35), ieşirea estimată pe orizontul de 
predicţie poate fi scrisă sub forma vectorial-matriceală astfel: 
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                          ˆ= +y y Hu� .                  (36) 

Valorile răspunsului indicial pot fi determinate experimental sau 
analitic, pe baza modelului (28) al discretizatului procesului, cu relaţiile 

        
1 2

1 1

i i

j i i j i
i i

h b a h −
= =

= −∑ ∑ ,   1, 2, ,j N= … ,               (37) 

unde 1 min{ , }i j r=  şi 2 min{ , }i j n= . In cazul particular al procesului de 
ordinul unu şi cu timp mort (32), răspunsul indicial are valorile 

0jh = ,   1, 2, ,j m= … , 

1( ) /[ (1 e ]j m T T
j ph K − −= − ,   1, ,j m N= + … . 

12.7.3. Calculul comenzii optimale 

Definim vectorul erorii libere ca diferenţa dintre vectorul N-
dimensional al referinţei mărimii reglate şi vectorul N-dimensional al 
mărimii reglate libere estimate pe orizontul de predicţie, adică 

1 1 1

2 2 2

N N N

w y e
w y e

w y e

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

e w y
# #

. 

Ţinând seama de expresia vectorial-matriceală (36) a ieşirii estimate pe 
orizontul de predicţie, indicele de performanţă (27) poate fi scris, succesiv, 
astfel: 

( ) ( )T Tλ= − − − − +J w y Hu w y Hu u u� � � � , 

( ) ( )T Tλ= − − +J e Hu e Hu u u� � � � , 

( ) ( )T T T Tλ= − − +J e u H e Hu u u� � � � , 

( )T T T T T T
Mλ= + − − +J u H H u u H e e Hu e e� � � �I . 

Soluţia optimală se obţine prin anularea derivatelor indicelui de 
performaţă J  în raport cu comanda ipotetică u� . Din 

2( ) 2 0T T
Mλ

∂
= + − =

∂
J

H H u H e
u

�
� I , 
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obţinem comanda optimală 

                         1( )T T
Mλ −= +optu H H H e� I .                      (38) 

In cazul cel mai simplu 1M = , când 0 0 1u u uΔ −= = −op tu�  şi 

1 2[ ]T
Nh h h=H " , din relaţia (38) obţinem algoritmul de reglare cu predicţie 

1 1 2 2
0 1 2 2 2

1 2

N N

N

h e h e h e
u u

h h h λ−
+ + +

= +
+ + + +

"
"

 ,                           (39) 

unde 1 2{ , , , }Nh h h…  este secvenţa valorilor răspunsului indicial ( )h t  al 
procesului  la momentele de timp 1, 2, , N…  ale orizontului de predicţie a 
ieşirii, iar  
                  j j je w y= − ,   1, 2, ,j N= … ,                      (40)  

sunt valorile erorii libere pe orizontul de predicţie a ieşirii (estimate pe baza 
modelului procesului), unde jw  sunt valorile mărimii de referinţă 
(considerate egale cu 0w  în cazul în care nu se cunoaşte traiectoria de 
referinţă viitoare), iar jy  sunt valorile estimate ale ieşirii libere (considerând 
că valorile viitoare 0 1 1, , , Nu u u −…  ale comenzii sunt constante şi egale cu 

1u− , adică 0 0uΔ = , 1 0uΔ = , 1, 0NuΔ − =… ). 
Alegerea parametrului (de acordare) λ  se efectuează pe cale 

experimentală, în timpul desfăşurării operaţiei de reglare.  
Algoritmul cu predicţie (39) poate fi utilizat în practică sub forma 

normalizată 

                     1 1 2 2
0 1 2 2 2

1 2

N N
R

N

h e h e h e
u u K

h h h−
+ + +

= +
+ + +

"
"

 ,                          (41) 

în care RK  este factorul de proporţionalitate acordabil (cu valori subunitare) 
al regulatorului. In (39) şi (41), valorile jh  ale funcţiei indiciale a procesului 
sunt adimensionale, iar valoarea curentă calculată a comenzii 0u , valoarea 
anterioară a comenzii 1u−  şi valorile je  ale erorii (abaterii) sunt exprimate în 
procente. In cazul determinării experimentale a funcţiei indiciale a 
procesului, valorile adimensionale jh  ale funcţiei indiciale se obţin prin 
raportarea valorilor procentuale ale mărimii reglate la valoarea procentuală a 
variaţiei treaptă a semnalului de comandă. 
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Relaţiile de calcul al comenzii la momentul curent se încadrează în 
forma generală 

                                 0 1 1 1 2 2( )R N Nu u K k e k e k e−= + + + +" ,                   (42) 

care evidenţiază caracterul integrator al algoritmului de comandă în raport 
cu erorile de reglare estimate în fiecare punct al orizontului de predicţie. La 
procesele cu răspuns indicial crescător, aşa cum reiese şi din (39) şi (41), 
ponderea în comandă a erorii libere je  estimate la momentul j este cu atât 

mai mare cu cât momentul respectiv este mai îndepărtat de momentul curent.  
Orizontul de predicţie a comenzii M  se alege de regulă mic (1, 2 sau 

3), deoarece o valoare mai mare creşte volumul de calcul, fără a mări 
semnificativ calitatea reglării. In ceea ce priveşte alegerea orizontului de 
predicţie a ieşirii N , acesta trebuie să acopere partea semnificativă a 
regimului tranzitoriu al procesului (inclusiv partea cu timp mort), fără a 
scădea sub jumătatea timpului de stabilizare a răspunsului indicial. 

In cazul 2M = , când  

0 10

1 01

u uu
u uu

Δ
Δ

−−⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
op tu�  

şi  
1

2 1

1

0

N N

h
h h

h h −

⎡ ⎤
⎢ ⎥

=⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

H # # , 

din (38) obţinem algoritmul de reglare 

1 1 2 1 2 1
0 1

( ) ( )N N Nh e h h e h h e
u u

A B
α α

α
−

−
+ − + + −

= +
−
"

 ,               (43) 

unde 
2 2 2

1 2 NA h h h λ= + + + +" ,    1 2 2 3 1N NB h h h h h h−= + + +" , 

2 2 2
1 2 1N

B
h h h

α
λ−

=
+ + + +"

. 

In cazul în care considerăm comanda constantă pe primele k  perioade 
şi pe ultimele N k−  perioade ale orizontului de predicţie, relaţia matriceal-
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vectorială (34) care exprimă componenta forţată a răspunsului procesului are 
forma 

                                    

11

22

0

1 11

0
0

0kk
k

kk

N N kN

hy
hy

uhy uh hy

h hy

Δ
Δ

++

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

�
�

# ##
�
�

# ##
�

, 

iar din (38) obţinem algoritmul de reglare 

        1 1 1 1 1
0 1

( ) ( )k k k k N N k Nh e h e h h e h h e
u u

A B
α α

α
+ + −

−
+ + + − + + −

= +
−

" "
 ,       (44)            

unde 
2 2 2

1 2 NA h h h λ= + + + +" , 

1 1 2 2 N kk k NB h h h h h h−+ += + + +" , 

2 2 2
1 2 N k

B
h h h

α
λ−

=
+ + + +"

. 

Pentru 1k= , se obţine algoritmul de reglare corespunzător cazului 2M = , iar 
pentru 2k= , rezultă 

            1 1 2 2 3 1 3 2
0 1

( ) ( )N N Nh e h e h h e h h e
u u

A B
α α

α
−

−
+ + − + + −

= +
−
"

 ,             (45)            

unde 
2 2 2

1 2 NA h h h λ= + + + +" ,    

1 3 2 4 2N NB h h h h h h−= + + +" , 

2 2 2
1 2 2N

B
h h h

α
λ−

=
+ + + +"

. 

Ca şi în cazul algoritmului de tip PID, adăugarea unui bloc de filtrare a 
mărimii de referinţă reduce variaţia iniţială a comenzii la modificarea treaptă 
a referinţei.  
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12.8. ALGORITMI DE REGLARE CU MODEL INTERN 

12.8.1.  Caracteristici generale ale reglării cu model intern 

La reglarea cu model intern (IMC – Internal Model Control), sistemul 
de reglare încorporează în structura regulatorului, într-o formă explicită, un 
model M al procesului P, de tip proporţional şi stabil. In cele ce urmează, 
procesul P va reprezenta partea fixată (compusă din elementul de execuţie, 
procesul propriu-zis şi traductorul mărimii reglate), sau partea fixată 
compensată (prin introducerea unei legături locale de reacţie, de tip pur 
proporţional, pentru transformarea proceselor instabile sau de tip integral în 
procese stabile, de tip proporţional).  

In ipoteza unui model liniar perfect, deci cu ( ) ( )M PG s G s= , din schema 
bloc a sistemului de reglare cu model intern (fig. 12.20) rezultă că la 
modificarea semnalului de referinţă r  şi a semnalului  perturbator v , 
semnalul de pe calea de reacţie este egal cu v ; în consecinţă,  

           ( ) ( )[ ( ) ( )]
iRC s G s R s V s= − ,                                 (46) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )
iP M RY s G s C s V s G s G s R s V s V s= + = − + , 

deci 
                   ( ) ( ) ( ) ( ) [1 ( ) ( )] ( )

i iM R M RY s G s G s R s G s G s V s= + − ,                 (47)  

unde ( )
iRG s  este funcţia de transfer a regulatorului intern. Proiectând 

regulatorul intern astfel încât să aibă funcţia de transfer egală cu inversa 
funcţiei de transfer a modelului procesului, adică 1( ) ( )

iR MG s G s−= , din (47) 

rezultă ( ) ( )Y s R s= , deci ( ) ( )y t r t=  oricare ar fi timpul t , referinţa ( )r t  şi 
perturbaţia ( )tv . 

 
Fig. 12.20. Schema bloc a sistemului de reglare cu model intern. 
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Proprietatea de mai sus se menţine şi în cazul general al unui model 
imperfect. Astfel, pentru 1( ) ( )

iR MG s G s−= , funcţia de transfer a sistemului 

închis  
1

1 1
1

i

YR

M
R P

G s
G s

G s G s

=
+ −

( )
[ ( )]

( ) ( )

  

devine 1YRG s =( ) , deci ( ) ( )y t r t=  oricare ar fi referinţa ( )r t . Putem astfel 
formula 

• Teorema reglării perfecte. Dacă funcţia de transfer a regulatorului 
intern este inversa funcţiei de transfer a modelului procesului, adică  

                                           
1

( )
( )iR

M
G s

G s
= ,                                         (48)             

atunci se realizează condiţia ideală de reglare  

( ) ( )y t r t=  

oricare ar fi referinţa ( )r t  şi perturbaţia ( )tv .  

In realitate, modelul unui proces dinamic cu întârziere şi inerţie nu este 
perfect inversabil, ci doar într-o formă aproximativă. Astfel, în cazul 
modelului cu funcţia de transfer 

                   2
2

e
( )

( 1)

M
M

M
M

sK
G s

T s

τ−

=
+

                                    (49) 

(strict proprie şi cu timp mort), inversa exactă a funcţiei de transfer  
)(2

1 2( 1) e
( )

M
M

M
M

sT s
G s

K

τ− −
− +

=  

este improprie (cu partea raţională având gradul numărătorului mai mare 
decât gradul numitorului) şi necauzală (cu timp mort negativ). In general, 
proiectarea regulatorului intern printr-o inversare cât mai exactă a funcţiei de 
transfer a modelului nu este recomandată deoarece implică generarea unor 
semnale de comandă  “ascuţite”, cu forma apropiată de cea a impulsului 
Dirac. In practică, se evită utilizarea unor astfel de semnale de comandă, 
care pot produce efecte colaterale negative (amplificare excesivă a 
zgomotului, consum energetic sporit, uzură ridicată, regim periculos de 
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funcţionare a instalaţiei tehnologice, reducerea calităţii produsului finit etc.). 
In consecinţă, pentru a se obţine performanţe de reglare ridicate se impune 
utilizarea unui model matematic cât mai precis.  

• Proprietatea erorii staţionare nule. La reglarea unui proces liniar de 
tip proporţional, dacă factorul static de proporţionalitate al regulatorului 
intern este egal cu inversul factorului static de proporţionalitate al modelu-
lui, adică 1/

iR MK K= , sau echivalent 

                                               (0) 1 / (0)
iR MG G= ,                                       (50) 

atunci regulatorul global este de tip integral.  
Demonstrarea acestei proprietăţi se poate face pe baza schemei bloc 

echivalente din fig. 12.21, în care regulatorul global R conţine o buclă 
închisă cu reacţie pozitivă având pe calea directă regulatorul intern Ri , iar pe 
calea de reacţie modelul M al procesului. Funcţia de transfer a regulatorului 
R are expresia 

                   
( )

( )
1 ( ) ( )

i

i

R
R

R M
G

G s
s

G s G s
=

−
.                      (51) 

Deoarece  1 (0) (0) 0iR MG G− = , regulatorul R  are un pol în origine, deci este 
de tip integral. 

Dacă relaţia (50) este satisfăcută şi sistemul de reglare este stabil, atunci 
eroarea staţionară este nulă la referinţă şi perturbaţie treaptă, indiferent de 
gradul de acurateţe a modelului procesului. 

 
Fig. 12.21. Schema bloc echivalentă a sistemului de reglare cu model intern. 

• Proprietatea comenzii treaptă. La reglarea unui proces liniar de tip 
proporţional, dacă modelul este perfect şi regulatorul intern este de tip 
static cu funcţia de transfer 
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                                ( ) 1 /iR MG s K= ,                                          (52) 

atunci semnalul de comandă ( )c t  la referinţă treaptă unitară are forma unei 
trepte cu magnitudinea 1/ MK . 

Intr-adevăr, dacă modelul este perfect, în conformitate cu (46), avem: 
1

( ) ( ) ( ) ( )
iR

M
C s G s R s R s

K
= = . 

Prin urmare, pentru referinţă treaptă unitară, rezultă 
1 1

( ) ( ) 1( )
M M

c t r t t
K K

= = . 

In ipoteza modelului perfect, în conformitate cu proprietatea comenzii 
treaptă, regulatorul intern cu funcţia de transfer (52) generează semnal de 
comandă aşa cum face un operator uman experimentat care, dorind să 
schimbe valoarea mărimii reglate, modifică brusc (treaptă) semnalul de 
comandă exact cu valoarea necesară. In acest fel, răspunsul sistemului de 
reglare la referinţă treaptă are forma proporţională cu cea a răspunsului 
indicial al procesului. Pe baza acestui raţionament, putem considera că un 
sistem de reglare al unui proces fizic de tip proporţional este bine proiectat 
dacă timpul de răspuns al acestuia la referinţă treaptă este comparabil cu cel 
al răspunsului indicial al procesului. In general, calitatea reglării devine şi 
mai bună prin reducerea timpul de răspuns al sistemului sub cel al 
procesului. Proprietatea comenzii treaptă poate fi valorificată pentru 
verificarea şi corectarea parametrilor modelului procesului în timpul 
funcţionării sistemului de reglare în regim automat. In condiţiile (52), modul 
în care semnalul de comandă la referinţă treaptă se abate de la forma de 
treaptă oferă informaţie utilă referitoare la acurateţea modelului procesului şi 
a parametrilor acestuia. 

• Proprietatea raportului de magnitudine a comenzii. La reglarea 
stabilă a unui process liniar de tip proporţional şi cu întârziere strictă, dacă 

M PK K=  şi 

                               
1

(0)
iR

M
G

K
= ,    ( )

iR
M

K
G

K
∞ = ,                              (53) 

unde K  este factorul de acordare al regulatorului (cu valoarea standard 1), 
atunci semnalul de comandă ( )c t  la referinţă treaptă unitară are valoarea 
iniţială de K  ori mai mare decât valoarea finală, adică 
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(0 )
( )

c
K

c
+

=
∞

.                                            (54) 

Pentru demonstrarea acestei proprietăţii, plecăm de la următoarea 
observaţie: Deoarece procesul şi modelul acestuia sunt subsisteme cu 
întârziere strictă, deci având răspunsul indicial cu valoarea iniţială zero (la 
momentul 0t += }, răspunsul ( )c t  la referinţă treaptă unitară are valoarea 
iniţială egală cu valoarea iniţială a răspunsului indicial al regulatorului intern 
(fig. 12.20 sau fig. 12.21), adică   

                                              (0 ) ( )
iRc G+ = ∞ .                                       

Pe de altă parte, conform proprietăţii erorii staţionare nule, mărimea reglată 
se stabilizează la valoarea ( ) 1y ∞ =  pentru referinţă treaptă unitară; în 
consecinţă, avem 

( ) 1
( )

P P

y
c

K K
∞

∞ = = , 

deci 
(0 )

( )
( ) iP R P

M

c K
K G K K

c K
+

= ∞ = ⋅ =
∞

. 

In conformitate cu proprietatea raportului de magnitudine, prin setarea 
unei valori mai mari a factorului de acordare K  se obţine, ca şi în cazul 
regulatorului PID, o creştere a valorii iniţiale a semnalului de comandă 
generat de regulator, deci o reducere a timpului de stabilizare a răspunsului 
indicial al sistemului de reglare în condiţiile menţinerii suprareglajului sub 
limita admisă. 

Remarca 1. Din cele prezentate reiese faptul că pentru asigurarea unei 
reglări performante trebuie satisfăcute trei condiţii: 

a)  modelul M să descrie cât mai exact dinamica procesului P;  
b) factorul de proporţionalitate static al regulatorului intern Ri să fie 

egal cu inversul factorului de proporţionalitate static al modelului M;  
c) funcţia de transfer a regulatorului intern Ri să aproximeze rezonabil 

inversa funcţiei de transfer a modelului procesului (fără a se forţa impunerea 
unei precizii de aproximare ridicate). 

Remarca 2. Metoda de reglare cu model intern poate fi extinsă la 
procesele de tip integral şi la unele procese instabile, prin transformarea 
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acestora în subsisteme compensate  stabile şi de tip proporţional, cu ajutorul 
unei legături de reacţie locală de tip pur proporţional. 

12.8.2. Algoritm de reglare IMC cu model şi regulator intern  
            de ordinul doi 

Modelul de ordinul doi cu funcţia de transfer  

                                    2
2

e
( )

( 1)

M
M

M
M

sK
G s

T s

τ−

=
+

 ,                                      (55) 

cu ambele constante de timp de întârziere egale şi cu timp mort este adecvat 
reglării proceselor liniare de tip proporţional, cu răspuns indicial monoton şi 
mărginit. Un model de ordinul unu este prea simplu pentru a pune în 
evidenţă inerţia procesului reglat, iar un model de ordinul doi cu constante 
de timp diferite sau un model de ordin mai mare decât doi sunt prea 
complicate şi nu aduc, de regulă, avantaje semnificative. 

Cei trei parametri ai modelului (55) pot fi determinaţi experimental, din 
răspunsul la intrare treaptă al procesului. Constanta de timp 2MT  se 
calculează cu relaţia  

                                              95
2 4,74

M
M

sT
T

τ−
= ,                                         (56) 

în care 95sT  este timpul de stabilizare a răspunsului procesului (la 95% din 
valoarea finală). Expresia constantei de timp 2MT  rezultă din egalitatea 

2( 4.74 )
0,95

( )
M My T

y
τ +

≈
∞

, 

unde ( )y t  este răspunsul indicial al modelului (55). Reamintim că factorul 
static adimensional de proporţionalitate al procesului PK  se determină 
experimental cu relaţia (19). 

O funcţie de transfer raţională improprie poate fi aproximată cu una 
proprie (de regulă, simplu proprie) prin introducerea unor poli negativi 
suplimentari, deci a unor constante de timp de întârziere (filtrare)  pozitive şi 
de valoare relativ mică, iar o funcţie de transfer necauzală, cu timp mort 
negativ, poate fi aproximată (în modul cel mai simplu) cu una cauzală prin  
eliminarea timpului mort. In consecinţă, funcţia de transfer a regulatorului 
intern, obţinută prin inversarea aproximativă a funcţiei de transfer (55)  a 
modelului procesului, are forma 
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2

2
2

( 1)
( )

( 1)i
M

R
M

T s
G s

K T sε

+
=

+
 ,                                   (57) 

unde Tε  este o constantă de timp dublă de filtrare (de regulă, mai mică sau 
egală cu 2MT ).  

Constanta de timp  Tε  reprezintă principalul parametru de acordare al 
regulatorului. Din considerente de ordin practic, se recomandă însă 
introducerea notaţiei 

                     2MT
K

Tε
= ,                                            (58) 

prin care factorul de proporţionalitate adimensional K (cu valoarea standard 
1) devine principalul factor de acordare al reglatorului.  Astfel, regulatorul 
intern are funcţia de transfer 

                          
2

2
2

2

( 1)
( )

1
i

M
R

M
M

T s
G s

T
K s

K

+
=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                                 (59) 

care satisface condiţiile 
1

(0)
iR

M
G

K
= , ( )

iR
M

K
G

K
∞ = , precum şi  

1
( )

iR
M

G s
K

=  pentru 1K = . In consecinţă, ultimele trei proprietăţi ale reglării 

cu model intern sunt satisfăcute, astfel că, la referinţă treaptă:  a) eroarea 
staţionară este nulă; b) pentru 1K = , semnalul de comandă ( )c t  are forma 
apropiată de cea a unei trepte; c) pentru M PK K= , semnalul de comandă ( )c t  
are valoarea iniţială de K  ori mai mare decât valoarea finală, adică 

(0 ) / ( )c c K+ ∞ = . In plus, în ipoteza unui model perfect, din (47), (55) şi (59) 
rezultă următoarea expresie a funcţiei de transfer a sistemului de reglare: 

                                  2
2

e
( ) ( ) ( )

1

M

iYR R M
M

s

G s G s G s
T

s
K

τ−

= =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                           (60) 

In conformitate cu (60), răspunsul teoretic la referinţă treaptă al sistemului 
de reglare cu model perfect de forma (55) este monotonic şi cu atât mai 
rapid cu cât valoarea lui K  este mai mare.   
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Regulatorul IMC, numit în continuare şi P0-IMC, are patru parametri 
principali: un parametru de acordare (factorul de proporţionalitate K ) şi trei 
parametri de model (factorul de proporţionalitate MK , timpul mort Mτ  şi 
timpul de stabilizare sT ). In general, prin mărirea/micşorarea factorului de 
acordare K , regulatorul generează un semnal de comandă mai puternic/slab. 
Prin urmare, factorul de acordare K  trebuie ales cât mai mare, fără însă ca 
suprareglajul răspunsului sistemului de reglare la referinţă treaptă să 
depăşească  5…10%. 

In cazul procesului cu răspunsul indicial 1( )y t  determinat experimental 
şi reprezentat grafic în fig. 12.22, parametrii de model pot fi aleşi astfel:   

1,5M PK K= = ,     12M Pτ τ= = ,    95 60sT = , 
deci  

 2

60 12
10,13

4,74MT
−

= ≈ . 

Pentru aceşti parametri de model şi 1K = , răspunsurile ( )c t  şi ( )y t  ale 
sistemului de reglare la modificarea treaptă unitară a referinţei sunt 
reprezentate grafic în fig. 12.22. Deoarece graficul semnalului de comandă 

( )c t  are forma apropiată de cea a unei trepte, rezultă că toţi parametrii de 
model au fost aleşi în concordanţă cu caracteristicile dinamice ale 
procesului. De regulă, în cazul proceselor de tip proporţional cu răspuns 
indicial mărginit şi monoton, performanţele de reglare devin mai bune prin 
mărirea convenabilă a factorului de acordare K  pană la obţinerea unui 
suprareglaj în gama 2...10%. 

 
Fig. 12.22. Răspunsul indicial 1y  al procesului şi răspunsurile indiciale c  şi y  ale  

sistemului de reglare pentru 1K =  şi parametri de proces aleşi convenabil. 
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Remarca 1. In cazul proceselor cu răspuns indicial monoton şi 
mărginit, proprietatea comenzii treaptă (pentru 1K = ) sugerează un mijloc 
practic eficient pentru verificarea şi corectarea parametrilor modelului 
procesului, deoarece modul în care semnalul de comandă (la referinţă 
treaptă) se abate de la forma treaptă oferă informaţie referitoare la acurateţea 
modelului şi a fiecăruia din cei trei parametri ai modelului. 

Dacă factorul de proporţionalitete al modelului este mai mic decât cel al 
procesului, comanda c  are valoarea iniţială mai mare decât valoarea finală, 
ducând la creşterea vitezei de variaţie a mărimii reglate y  şi, eventual, la 
suprareglaj (fig. 12.23 - cazul 1,2 1,5M PK K= < = ). Dacă însă factorul de 
proporţionalitete al modelului este mai mic decât cel al procesului, comanda 
c  are valoarea iniţială mai mică decât valoarea finală, ducând la scăderea 
vitezei de variaţie a mărimii reglate y  şi la creşterea timpului de stabilizare 
(fig. 12.23 - cazul 1,8 1,5M PK K= > = ). 

 
Fig. 12.23. Răspunsul indicial 1y  al procesului şi răspunsurile indiciale c  şi y  ale 

sistemului de reglare pentru 1K =  şi M PK K≠ . 

Dacă timpul mort al modelului este mai mic decât cel al procesului (fig. 
12.24 - cazul 8 12M Pτ τ= < = ), sau timpul de stabilizare al modelului este 
mai mic decât cel al procesului (fig.12.25 - cazul 50 60 ( )Ps sT T= < = ), 
atunci comanda c  începe să crească începând cu momentul Mt τ≈ , fapt ce 
măreşte viteza de creştere a mărimii reglate y  şi favorizează apariţia 
suprareglajului. Variaţia semnalului de comandă c  după momentul Mt τ≈  
este mai rapidă în cazul erorii de timp mort decât în cazul erorii de timp de 
stabilizare. Efectele sunt inverse atunci când timpul mort al modelului este 
mai mare decât cel al procesului (fig. 12.24 - cazul 16 12M Pτ τ= > = ), sau 
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timpul de stabilizare al modelului este mai mare decât cel al procesului 
(fig.12.25 - cazul 75 60 ( )Ps sT T= > = ). 

 
Fig. 12.24. Răspunsul indicial 1y  al procesului şi răspunsurile indiciale c  şi y  ale  

sistemului de reglare cu regulator cu 1K =  şi Mτ  diferit de cel al procesului. 

 
Fig. 12.25. Răspunsul indicial 1y  al procesului şi răspunsurile indiciale c  şi y  ale  

sistemului de reglare cu regulator cu 1K =  şi sT  diferit de cel al procesului. 

In concluzie, atunci când un parametru al modelului este mai mic decât 
parametrul respectiv al procesului, semnalul de comandă pentru 1K =  şi 
referinţă treaptă este deplasat în zona de deasupra liniei orizontale cu 
magnitudinea ( )c ∞ . Invers, atunci când unul dintre parametrii modelului este 
mai mare decât parametrul respectiv al procesului, semnalul de comandă 
este deplasat în zona de sub linia orizontală cu magnitudinea ( )c ∞ . Ca o 
recomandare generală, în cazul proceselor cu răspuns indicial monoton şi 
mărginit este preferabil ca parametrii de model (in special timpul de 
stabilizare şi timpul mort) să fie aleşi egali sau uşor mai mari decât 
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parametrii respectivi ai procesului. In acest fel, sistemul de reglare va avea 
cele mai bune performanţe dinamice pentru valori supraunitare ale 
parametrului de acordare K . 

Din cele prezentate, se desprinde următoarea metodologie de corectare 
în regim automat a parametrilor modelului procesului.  

a) Se fixează parametrul de acordare K  la valoarea 1; 

b) Se modifică referinţa sub formă de treaptă şi se reprezintă grafic 
variaţia în timp a semnalului de comandă ( )c t ; 

c) Dacă semnalul de comandă ( )c t  se abate puţin de la forma de treaptă 
(de preferinţă sub linia orizontală cu magnitudinea ( )c ∞ ), atunci parametrii 
modelului sunt bine acordaţi la proces;  

d) Dacă (0 ) ( )c c+ ≠ ∞ , atunci se corectează MK  prin înmulţire cu 
raportul (0 ) / ( )c c+ ∞ ;  

e) Dacă (0 ) ( )c c+ ≈ ∞ , dar ( )c t  se abate semnificativ de la forma de 
treaptă, se impune modificarea fie a timpului mort Mτ  (când comanda se 
abate relativ rapid de la forma treaptă), fie a timpului de stabilizare sT  (când 
comanda se abate relativ lent de la forma treaptă).  

In cazul creşterii/scăderii intensităţii comenzii ( )c t  faţă de forma treaptă 
cu magnitudinea ( )c ∞ , corecţia oricărui parametru al modelului ( MK , Mτ  
sau sT ) trebuie făcută în sensul creşterii/scăderii valorii acestuia. 

Remarca 2. Ţinând seama că discretizatul unui sistem continuu cu 
funcţia de transfer 

             
0

1( )
1

G s
T s

=
+

                                          (61) 

are funcţia de transfer 

              0
1

0
1

0

(1 )
( )

1
p z

G z
p z

−

−

−
=

−
,   0/

0 e T Tp −= ,                          (62) 

care verifică proprietăţile  

                              0(1) (0) 1G G= = ,      0( ) ( ) 0G G∞ = ∞ = ,                     (63) 
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putem considera cu suficientă precizie că discretizatul modelului continuu de 
ordinul doi şi cu timp mort (55) are funcţia de transfer în z  

        
12

0
1 2

(1 )
( )

(1 )
ml

M
M

K p z
G z

pz

− −

−

−
=

−
,                (64) 

unde  
2/e MT Tp −= , 

T  este perioada de discretizare, iar ml - valoarea întreagă a raportului /M Tτ .  
In conformitate cu (64) şi fig. 12.21, ecuaţia cu diferenţe a modelului are 
forma 
                            2 2

1 2 12 (1 )
mk k k M k lw pw p w K p c− − − −− + = − .                    (65) 

Remarca 3. Ţinând seama că discretizatul unui sistem continuu cu 
funcţia de transfer 
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1
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T s
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+
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are funcţia de transfer 
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care verifică proprietăţile  
0(1) (0) 1G G= = , 

0 2

1
( ) ( )

T
G G

T
∞ = ∞ = , 

putem considera cu suficientă precizie că discretizatul regulatorului intern 
continuu cu funcţia de transfer  
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are funcţia de transfer 
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unde 

                                 2
2

/e MK T Tp −= ,     2
2

1
1

p
q

K
−

= − .                     (70) 

 In conformitate cu (69) şi fig. 12.21, ecuaţia cu diferenţe a regulatorului 
intern poate fi scrisă sub forma 

                      2 2
2 1 2 2 2 1 2 22 ( 2 )k k k k k k

M

K
c p c p c f q f q f

K− − − −− + = − + .             (71) 

Remarca 4. Ţinând seama de schema sistemului de reglare cu model 
intern din fig. 12.21, precum şi de ecuaţiile cu diferenţe (65) şi (71) ale 
modelului şi regulatorului intern, putem scrie ecuaţiile în domeniul timpului 
ale regulatorului numeric R, sub următoarea formă: 

     

2 2
1 2 1 0

0

2 2
0 2 1 0 2 2 0 2 1 2 2

2 (1 ) ( )

( )

2 ( ) ( ) ( 2 )

m

k k k

k k k M k l

k k k

k k k k k k
M

e r y

w pw p w K p c c

f e e w

K
c c p c c p c c f q f q f

K

− − − −

− − − −

= −⎧
⎪ = − + − −⎪⎪
⎨ = − +
⎪
⎪ = + − + − + − +⎪⎩

,    (72) 

unde 0e  şi 0c  sunt respectiv valorile iniţiale ale erorii şi comenzii. 

Pentru evitarea şocurilor la comutarea regulatorului din regim 
MANUAL în regim AUTOMAT este necesar ca înaintea operaţiei de 
comutare să se efectueze operaţia de iniţializare a variabilelor algoritmului 
de reglare. Variabilele 0c  şi 1 2 1, , ,

mk k k lc c c− − − −…  se iniţializează la 
valoarea curentă a comenzii c , variabila 0e  se iniţializează la valoarea 
curentă a erorii e , iar variabilele 1kw − , 2kw − , 1kf −  şi 2kf −  la valoarea zero. 
Dacă variabila 0e  este iniţializată la valoarea zero, atunci regulatorul iniţiază 
o acţiune imediată de reducere şi eliminare a erorii curente, similară celei în 
care referinţa r  ar fi suferit o variaţie treaptă egală cu valoarea curentă a 
erorii. Aceeaşi operaţie de iniţializare trebuie efectuată la modificarea în 
regim automat a factorului de acordare K  şi a parametrilor modelului 
procesului. 
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Remarca 5. Modelul continuu cu funcţia de transfer (55) poate fi 
utilizat pentru toate procesele stabile de tip proporţional, inclusiv pentru 
procesele cu răspuns indicial cu supradepăşire sau de fază neminimă 
(caracterizate printr-un răspuns indicial având la început semn opus 
semnului valorii finale).  

La procesele de fază neminimă, timpul mort Mτ  va îngloba tot 
intervalul de timp în care răspunsul indicial are semn opus semnului valorii 
finale.  

La  procesele cu supradepăşire, parametrii modelului sunt determinaţi 
prin aproximarea procesului P cu procesul P  având răspunsul indicial ( )y t  
fără supradepăşire, cu valoarea constantă începând cu momentul punctului 
de maxim. Mai exact, dacă răspunsul indicial ( )y t  al procesului P atinge 
valoarea maximă la momentul 1t , atunci se consideră ( ) ( )y t y t=  pentru 1t t≤  
şi 1( ) ( )y t y t=  pentru 1t t≥ ; prin urmare, 

            M PK K= ,    M Pτ τ= ,   1( )Ps sT T t= ≈ .                       (73) 

Remarca 6. Algoritmul IMC poate fi aplicat şi la reglarea proceselor 
de tip integral sau chiar instabile, prin transformarea acestora în procese 
compensate stabile şi de tip proporţional, cu ajutorul unei legături locale de 
reacţie de tip pur proportional, cu factorul de proporţionalitate rK (fig. 
12.26). Procesul compensat are ca intrare mărimea de ieşire g  a 
regulatorului intern, iar ca ieşire mărimea reglată y . In această variantă 
extinsă, regulatorul are cinci parametri principali: un parametru de acordare 
(factorul de proporţionalitate K ), un parametru de compensare a procesului 
(factorul de reacţie rK ) şi trei parametri ai modelului procesului compensat 
(factorul de proporţionalitate MK , timpul mort Mτ  şi timpul de stabilizare 

sT ).  

 
Fig. 12.26. Schema sistemului de reglare cu proces compensat şi regulator tip IMC. 
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Regulatorul global R (care include şi blocul de reacţie locală cu factorul 
rK ) are trei regimuri de funcţionare: MANUAL, AUTOMAT şi 

COMPENSAT. In regim COMPENSAT, semnalul de ieşire g  al regulato-
rului intern poate fi modificat numai de operatorul uman, la fel cum în regim 
MANUAL, semnalul de ieşire c  al regulatorului global poate fi modificat 
numai de operatorul uman.   

La procesele stabile de tip proporţional, factorul de reacţie rK  al 
procesului se alege egal cu zero, semnalele g  şi c  sunt egale, iar regimul 
COMPENSAT coincide cu regimul MANUAL. La procesele de tip integral 
sau instabile, factorul de reacţie rK  se alege cât mai mare, fără a avea însă 
supradepăşire în răspunsul procesului compensat la o variaţie treaptă a 
intrării g  (aplicată în regim COMPENSAT). Dacă acest lucru nu este 
posibil, se urmăreşte numai obţinerea unui proces compensat stabil de tip 
proporţional.   

Cei trei parametri ai modelului sunt determinaţi experimental, in regim 
COMPENSAT, din răspunsul la intrare treaptă al procesului compensat. 
Dacă parametrii modelului procesului compensat sunt bine aleşi, atunci 
răspunsul ( )g t  al sistemului de reglare pentru referinţă treaptă şi 1K =  are 
forma apropiată de cea a unei treapte. Abaterea de la forma treaptă permite 
operatorului uman să ajusteze convenabil parametrii modelului procesului 
compensat (la fel ca în cazul procesului necompensat). 

In conformitate cu (72) şi schema din fig. 12.26, regulatorul numeric R 
are ecuaţiile în domeniul timpului: 

    

2 2
1 2 1 0

0

2 2
0 2 1 0 2 2 0 2 1 2 2

0

2 (1 ) ( )

( )

2 ( ) ( ) ( 2 )

( )

m

k k k

k k k M k l

k k k

k k k k k k
M

k k r k

e r y

w pw p w K p g c

f e e w
K

g c p g c p g c f q f q f
K

c g K y y

− − − −

− − − −

⎧ = −⎪
⎪ = − + − −⎪
⎪ = − +⎨
⎪

= + − + − + − +⎪
⎪

= − −⎪⎩

 ,   (74) 

unde 0e , 0c  şi  0y  sunt respectiv valorile iniţiale ale variabilelor e , c  şi y .  
La comutarea regulatorului din regim MANUAL în regim AUTOMAT, 

variabila 0e  se iniţializează la valoarea curentă a erorii e , variabilele 0c  şi 

1 2 1, , ,
mk k k lg g g− − − −…  se iniţializează la valoarea curentă a comenzii c , 
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variabila 0y  la valoarea curentă a mărimii reglate y , iar variabilele 1kw − , 
2kw − , 1kf −  şi 2kf −  la valoarea zero. Aceeaşi operaţie de iniţializare trebuie 

efectuată la modificarea parametrilor regulatorului în regim. 

Metodologia de acordare a regulatorului este următoarea: 
a) Se fixează factorul de reacţie rK  la valoarea zero şi, cu regulatorul în 

regim MANUAL, se determină experimental răspunsul procesului la o 
variaţie treaptă a intrării c ; 

b) Dacă procesul este de tip integral sau instabil, se comută regulatorul 
în regim COMPENSAT şi se determină experimental răspunsul procesului 
compensat la o variaţie treaptă a intrării g  pentru diferite valori ale 
factorului de reacţie rK , după care se fixează rK  la o valoare cât mai mare, 
dar care să nu genereze supradepăşire în răspunsul procesului compensat;  

c) Din răspunsul procesului compensat, se determină parametrii MK , 
sT  şi Mτ  ai modelului procesului compensat; 

d) Pentru 1K = , cu regulatorul în regim AUTOMAT, se determină 
răspunsurile ( )g t  şi ( )y t  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă; dacă 
răspunsul ( )g t  are forma apropiată de cea a unei trepte, se consideră că 
parametrii modelului au valori adecvate; în cazul contrar, parametrii 
modelului pot fi corectaţi convenabil, în conformitate cu metodologia 
descrisă la Remarca 1; 

e) Se modifică valoarea parametrului de acordare K  astfel încât 
răspunsul ( )y t  al sistemului de reglare la referinţă treaptă să aibă un 
suprareglaj mic, de 2…5%. 

Remarca 7. Un algoritm IMC mai simplu poate fi proiectat prin 
utilizarea unui regulator intern de ordinul unu, cu funcţia de transfer 

                         1

1

1
( )

( 1)
i

M
R

M
M

T s
G s T

K s
K

+
=

+
,                                 (75) 

unde constanta de tip 1MT  se determină experimental din răspunsul la intrare 
treaptă al procesului, cu relaţia  

                                              95
1 3

M
M

sT
T

τ−
= .                                     (76)  
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Prin utilizarea regulatorului intern de ordinul unu, ultimele trei proprietăţi 
ale reglării cu model intern sunt satisfăcute.  

Discretizatul regulatorului intern continuu cu funcţia de transfer (75) 
are funcţia de transfer 

                     
1

1
1

1

(1 )
( )

(1 )iR
M

K q z
G z

K p z

−

−

−
=

−
,                    (77) 

unde 

                                     1
1

/e MK T Tp −= ,     1
1

1
1

p
q

K
−

= − .                     (78) 

In majoritatea aplicaţiilor practice, performanţele şi robusteţea sisteme-
lor de reglare cu regulator intern de ordinul unu sunt apropiate de cele ale 
sistemelor de reglare cu regulator intern de ordinul doi, dar influenţa 
factorului de acordare K  asupra intensităţii acţiunii de reglare este mai 
puternică. 

 Funcţia p0_imc1, realizată în MATLAB, permite studiul sistemului cu regulator 
P0-IMC pentru reglarea procesului cu funcţia de transfer  

    1

61,5e
( )

(3 1)(4 1)(8 1)(10 1)P

s
G s

s s s s

−
=

+ + + +
  

(considerată cunoscută pentru simularea procesului, dar necunoscută pentru determinarea 
modelului procesului).  

Construită pe baza relaţiilor (55), (64) şi (69), funcţia p0_imc1 realizează 
reprezentarea grafică a răspunsului indicial )(1 ty  al procesului, precum şi a mărimilor 

)(tc  şi )(ty  ale sistemului de reglare la modificarea treaptă unitară a referinţei. Funcţia 
are ca argumente de intrare perioada de eşantionare T , factorul de acordare al 
regulatorului K  şi parametrii modelului ( KM – factorul de proporţionalitate, sT – timpul 
de stabilizare, Tm – timpul mort). 

    function[]=p0_imc1(T,K,KM,Ts,Tm) 
    t=0:T:80;  
                        s=tf('s');   
    z=tf('z');  z1=z^-1; 
    P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1);  P.iodelay=6; 
    y1=step(P,t);  plot(t,y1,'k'); hold on; 
    Pd=c2d(P,T); 
    lm=round(Tm/T);   
    TM2=(Ts-Tm)/4.74; 
    p=exp(-T/TM2); Model=KM*(1-p)^2*z1^(lm+1)/(1-p*z1)^2; 
    K1=sqrt(K);  p2=exp(-K1*T/TM2); q2=1-(1-p2)/K1; 
    Ri=K/KM*(1-q2*z1)^2/(1-p2*z1)^2; 
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    R=Ri/(1-Ri*Model); 
    sra_y=R*Pd/(1+R*Pd);  
    y=step(sra_y,t);  plot(t,y,'r');   
         sra_c=R/(1+R*Pd);   
    step(sra_c,'b',t);  
                        grid on;  

Din răspunsul indicial 1( )y t  al procesului, reprezentat grafic în fig. 12.27, rezultă  

1, 5PK = ;  60sT ≈ ;  12Pτ ≈ . 
Cu comenzile   

                    p0_imc1(2, 1, 1.5, 60, 12);   p0_imc1(2, 1.7, 1.5, 60, 12);   

s-au obţinut reprezentările grafice ale răspunsului procesului 1( )y t  şi răspunsurilor  ( )c t  şi 

( )y t  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă, pentru perioada de eşantionare 2=T  şi 
două valori distincte ale parametrului de acordare K  (fig. 12.27). Pentru 1=K , forma  de  
variaţie  în  timp a comenzii )(tc  este apropiată de forma treaptă, iar curba de variaţie a 
mărimii reglate )(ty  este apropiată ca formă de cea a răspunsului indicial )(1 ty  al 
procesului. Cel mai bun răspuns corespunde factorului de acordare 1,7K = . 

 
Fig. 12.27. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 1( )PG s   
şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară. 

  Funcţia p0_imc2(T,K,KM,Ts,Tm) este asociată procesului de fază neminimă cu 
funcţia de transfer 

        
6

2
1,5( 6 1)( )

(3 1)(4 1)(8 1)

s
P

s eG s
s s s

−− +=
+ + +

. 

Ea diferă de funcţia p0_imc1 numai prin linia 

P=1.5*(-6*s+1)/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1);  P.iodelay=6; 
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Din răspunsul indicial )(1 ty  al procesului (fig. 12.28), se aleg următorii parametri 
de model: 

1, 5MK = ;  45sT ≈ ;  15Mτ ≈ . 
Timpul mort a fost ales pentru a include şi intervalul în care răspunsul indicial )(1 ty  al 
procesului are semnul negativ. Cu comenzile   

                    p0_imc2(2, 1, 1.5, 45, 15);    
                                                p0_imc2(2, 1.6, 1.5, 45, 15); 

s-au obţinut reprezentările grafice ale răspunsului procesului 1( )y t  şi răspunsurilor  ( )c t  
şi ( )y t  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă, pentru perioada de eşantionare 2=T  
şi două valori distincte ale parametrului de acordare K  (fig. 12.28). Din examinarea  
răspunsurilor sistemului reiese că algoritmul de reglare poate fi aplicat cu rezultate bune 
şi la procesele stabile de fază neminimă şi cu timp mort, în general greu de reglat cu 
regulatoare PID.    

 
Fig. 12.28. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 2( )PG s   
şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară. 

 Funcţia p0_imc3(T,K,KM,Ts,Tm) este asociată procesului cu funcţia de transfer 
6

3
1,5(20 1)( )

(3 1)(4 1)(8 1)

s
P

s eG s
s s s

−+=
+ + +

, 

care are o constantă de timp de avans dominantă, deci suprareglaj. Ea diferă de funcţiile  
p0_imc1 şi p0_imc2 numai prin linia de comandă 

P=1.5*(20*s+1)/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1);  P.iodelay=6; 

In conformitate cu relaţiile (73) de la Remarca 5, din răspunsul indicial asociat 

1( )y t  al procesului (fig. 12.29), se aleg următorii parametri de model: 

1,82MK = ;  1 20sT t= ≈ ;  6Mτ ≈ . 
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Cu comenzile   
                   p0_imc3(2, 1, 1.82, 20, 6);   p0_imc3(2, 0.6, 1.82, 20, 6); 

s-au obţinut reprezentările grafice ale răspunsului procesului 1( )y t  şi răspunsurilor  ( )c t  şi 

( )y t  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă, pentru perioada de eşantionare 2=T  şi 
două valori distincte ale parametrului de acordare K  (fig. 12.29).  

Din examinarea  răspunsurilor sistemului de reglare se constată că algoritmul de 
reglare poate fi aplicat cu rezultate bune şi la procesele stabile cu supradepăşire şi timp 
mort, în general mai greu de reglat.    

 
Fig. 12.29. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 3( )PG s   
şi răspunsurile c  şi y  ale  sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară. 

  Funcţia p0_imc4(T,K,KM,Ts,Tm,Kr) este asociată procesului de tip integral cu 
funcţia de transfer 

3
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e( )
50 (2 1)(4 1)(6 1)

s
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s s s s

−
=

+ + +
 . 

Funcţia are ca ultim argument de intrare factorul de proprţionalitate Kr al blocului de 
reacţie locală în jurul procesului (fig 12.26). 

function[]=p0_imc4(T,K,KM,Ts,Tm,Kr) 
                      t=0:T:85;   
                      s=tf('s');   z=tf('z');  z1=z^-1; 
                      P=1/(50*s)/(4*s+1)/(6*s+1)/(2*s+1); P.iodelay=3; 
                      y1=step(P,t);  plot(t,y1,'k'); hold on; 
                      Pd=c2d(P,T);  PCd=Pd/(1+Kr*Pd); 
                      y0=step(PCd,t);  plot(t,y0,'k'); hold on; 
                      lm=round(Tm/T);  
                      TM2=(Ts-Tm)/4.74; 
         p=exp(-T/TM2);  Model=KM*(1-p)^2*z1^(lm+1)/(1-p*z1)^2; 
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                      K1=sqrt(K);   
                      p2=exp(-K1*T/TM2);  q2=1-(1-p2)/K1; 
                      Ri=K/KM*(1-q2*z1)^2/(1-p2*z1)^2; 
                      R1=Ri/(1-Ri*Model); 

sra_y=R1*PCd/(1+R1*PCd);   
y=step(sra_y,t);  plot(t,y,'r');   
sra_g=R1/(1+R1*PCd);   
g=step(sra_g,t);  plot(t,g,'b'); 
c=g-Kr*y;  
plot(t,c,'g');  grid on; 

Pentru 1, 2rK = , procesul compensat are răspunsul indicial 0( )y t  din fig. 12.30. Din acest 

răspuns indicial rezultă 
0,85PK = ;  88sT ≈ ;  8Pτ ≈ . 

Cu comenzile 
                        p0_imc4(5, 1, 0.85, 88, 8, 1.2);    
       p0_imc4(5, 1.5, 0.85, 88, 8, 1.2);   

s-au obţinut respectiv răspunsurile din fig. 12.30 ale procesului de tip integral ( 1y ), 
procesului compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare ( g , c  şi y ), pentru perioada de 
eşantionare 5T =  şi două valori distincte ale parametrului de acordare ( 1K =  şi 

1.5K = ). Răspunsurile ( )g t  şi ( )c t  au aceeaşi valoare la momentul 0t += . 

 
Fig. 12.30. Răspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P4 ( 1y ),  

procesului compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare ( , ,g c y ). 

  Funcţia p0_imc5(T,K,KM,Ts,Tm,Kr) este asociată procesului instabil cu funcţia 
de transfer 
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function[]=p0_imc5(T,K,KM,Ts,Tm,Kr) 
t=0:T:20;  
s=tf('s');  
z=tf('z'); z1=z^-1; 
P=2/5/(8*s-1)/(s+1);  P.iodelay=2; 
y1=step(P,t);  plot(t,y1,'k');  hold on; 
Pd=c2d(P,T);  PCd=Pd/(1+Kr*Pd); 
t=0:T:50;  
y0=step(PCd,t);  plot(t,y0,'k');  hold on; 
lm=round(Tm/T);  
TM2=(Ts-Tm)/4.74; 
p=exp(-T/TM2);  
Model=KM*(1-p)^2*z1^(lm+1)/(1-p*z1)^2; 
K1=sqrt(K);  
p2=exp(-K1*T/TM2);  
q2=1-(1-p2)/K1; 
Ri=K/KM*(1-q2*z1)^2/(1-p2*z1)^2; 
R1=Ri/(1-Ri*Model); 
sra_y=R1*PCd/(1+R1*PCd);  y=step(sra_y,t);  plot(t,y,'r');   
sra_g=R1/(1+R1*PCd);  g=step(sra_g,t);  plot(t,g,'b'); 
c=g-Kr*y;  
plot(t,c,'g');   
grid on; 
 

Pentru 15,51rK = , procesul compensat are răspunsul indicial 0( )y t  din fig. 12.31, din care 

rezultă 
2.5PK = ;  45sT ≈ ;  3Pτ ≈ . 

Cu comenzile 

                        p0_imc5(3, 1, 2.5, 45, 3, 2.9);   

       p0_imc5(3, 2, 2.5, 45, 3, 2.9); 

s-au obţinut respectiv răspunsurile din fig. 12.31 ale procesului instabil ( 1y ), procesului 
compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare ( g , c  şi y ), pentru perioada de eşantionare 

3T =  şi două valori distincte ale parametrului de acordare ( 1K =  şi 2K = ). Pentru 
valori ale lui K  între 1,5 şi 2,2, răspunsurile y  ale sistemului de reglare la referinţă 
treaptă unitară au timpul de stabilizare mai mic decât 30, punând în evidenţă o foarte 
bună calitate a reglării procesului instabil. 
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Fig. 12.31. Răspunsurile indiciale ale procesului instabil P5 ( 1y ),  

procesului compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare ( , ,g c y ) . 

12.8.3. Algoritmul de reglare P1-IMC 

Varianta de reglare cu model intern P1-IMC are regulatorul intern Ri de 
ordinul zero, deci de tip static, cu factorul de proporţionalitate egal cu 
inversul factorului de proporţionalitate al modelului procesului (fig. 12.32), 
adică  

                
1 1
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M M

G s
K G

= =  .                      (79) 

Pentru ca regulatorul să fie acordabil, în structura acestuia se înseriază un 
element static (pur proporţional) cu factorul de proporţionalitate K  având 
valoarea standard egală cu 1. In acest caz, regulatorul R are funcţia de 
transfer 
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Fig. 12.32. Schema sistemului de reglare cu regulator P1-IMC. 
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Deoarece ( )RG s  are un pol în origine, regulatorul global R este de tip 
integral, deci satisface proprietatea erorii staţionare nule (dacă sistemul de 
reglare este stabil, atunci eroarea staţionară este zero la referinţă şi 
perturbaţie treaptă, indiferent de gradul de acurateţe a modelului procesului).  

Deoarece, pentru 1K = , algoritmul de reglare  P1-IMC este identic cu 
algoritmul de reglare P0-IMC, proprietatea comenzii treaptă este, de 
asemenea, satisfăcută. 

Fiind satisfăcută şi proprietatea raportului de magnitudine, dacă 
sistemul de reglare este stabil şi M PK K= , atunci semnalul de comandă la 
referinţă treaptă are valoarea iniţială de K  ori mai mare decât valoarea 
finală, adică (0 ) / ( )c c K+ ∞ = . O scurtă demonstraţie a acestei proprietăţi este 
dată în continuare. In conformitate cu proprietatea erorii staţionare nule, 
răspunsul ( )y t  al sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară are 
valoarea finală ( ) 1y ∞ = , deci 

                                                       
1

( )
P

c
K

∞ = .                                          (81) 

Pe de altă parte, deoarece procesul P şi modelul M sunt sisteme strict proprii 
(care împiedică apariţia efectului la momentul 0t +=  pe cele două căi de 
reacţie ale sistemului de reglare), valoarea iniţială (0 )c +  a semnalului de 

comandă la referinţă treaptă unitară este  

                     (0 )
M

K
c

K+ = .                           (82) 

Aşadar, în cazul M PK K= , rezultă 

                                                     
(0 )
( )

c
K

c
+ =

∞
.                                    (83)                        

Regulatorul P1-IMC utilizat la reglarea proceselor stabile de tip 
proporţional are, ca şi regulatorul P0-IMC, patru parametri principali: un 
parametru de acordare (factorul de proporţionalitate K , cu valoarea standard 
1) şi trei parametri de model (factorul de proporţionalitate MK , timpul mort 

Mτ  şi timpul de stabilizare sT ).  
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Remarca 1. Ponderea parametrului de acordare K  asupra intensităţii 
acţiunii de reglare este mai puternică la algoritmul P1-IMC decât la P0-IMC, 
mai ales în cazul proceselor cu timp mort. Uneori, această pondere este prea 
mică la algoritmul P0-IMC (când creşterea lui K  schimbă insensibil 
intensitatea acţiunii de reglare), respectiv prea mare la algoritmul P1-IMC 
(când o creştere mică a lui K  schimbă substanţial intensitatea acţiunii de 
reglare). 

Remarca 2. Ca şi la algoritmul P0-IMC, proprietatea comenzii treaptă 
(pentru 1K = ) constituie un mijloc eficient pentru verificarea şi corectarea 
în regim automat a parametrilor modelului procesului, deoarece modul în 
care semnalul de comandă se abate de la forma treaptă oferă informaţie 
despre acurateţea setării parametrilor modelului. Metodologia de 
verificare/corectare a parametrilor modelului este identică cu cea prezentată 
la sistemele de reglare de tip P0-IMC. Astfel, pentru 1K =  şi referinţă 
treaptă, în cazul creşterii/scăderii intensităţii comenzii ( )c t  faţă de forma 
treaptă, corecţia parametrilor modelului ( MK , Mτ  sau sT ) trebuie făcută în 
sensul creşterii/scăderii valorii acestora. 

Remarca 3. Ţinând seama de ecuaţia cu diferenţe (65) a discretizatului 
modelului şi de schema regulatorului P1-IMC din fig. 12.32, regulatorul 
numeric  R are ecuaţiile în domeniul timpului:  

              2 2
1 2 1 0

0 0

2 (1 ) ( )
1( )

m

k k k

k k k M k l

k k k
M M

e r y

w pw p w K p c c
Kc c e e w
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− − − −

⎧
= −⎪

⎪⎪ = − + − −⎨
⎪
⎪ = + − +
⎪⎩

 .              (84) 

Pentru ca trecerea regulatorului din starea MANUAL în starea 
AUTOMAT să se realizeze fără şoc se aplică următoarea procedură de 
iniţializare: se iniţializează 1kw −  şi 2kw −  la valoarea zero, 0e  la valoarea 
curentă a erorii e , iar 0c  şi 1kc − , 2kc − , ... , 1mk lc − −  la valoarea curentă a 
semnalului de comandă c . Dacă însă variabila 0e  este iniţializată la valoarea 
zero, atunci regulatorul iniţiază o acţiune imediată de reducere şi eliminare a 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ -  Teorie şi aplicaţii 

 

512

erorii curente, similară celei în care referinţa r  ar fi suferit o variaţie treaptă, 
egală cu valoarea curentă a erorii.  

Remarca 4. Algoritmul P1-IMC poate fi aplicat şi la reglarea 
proceselor de tip integral sau chiar instabile, prin transformarea acestora în 
procese compensate stabile şi de tip proporţional, cu ajutorul unei legături 
locale de reacţie de tip pur proporţional – fig. 12.33. In această variantă 
extinsă, regulatorul are cinci parametri principali: un parametru de acordare 
(factorul de proporţionalitate K , cu valoarea standard 1), un parametru de 
compensare a procesului (factorul de reacţie rK ) şi trei parametri ai 
modelului procesului compensat (factorul de proporţionalitate MK , timpul 
mort Mτ  şi timpul de stabilizare sT ).  

 
Fig. 12.33. Schema sistemului de reglare cu proces compensat şi regulator P1-IMC. 

Dacă parametrii modelului procesului compensat sunt bine aleşi, atunci 
răspunsul ( )c t  al sistemului de reglare la referinţă treaptă şi 1K =  are forma 
apropiată de forma treaptă. Abaterea de la această formă permite 
operatorului uman să corecteze convenabil parametrii modelului procesului 
compensat. 

Ecuaţiile regulatorului numeric P1-IMC cu reacţie locala în jurul 
procesului au următoarea formă: 
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unde 0e , 0c  şi 0y  sunt valorile iniţiale ale variabilelor e , c  şi y . 

Pentru ca trecerea regulatorului din starea MANUAL în starea 
AUTOMAT să se realizeze fără şoc se aplică următoarea procedură de 
iniţializare: se iniţializează 1kw −  şi 2kw −  la valoarea zero, 0e  la valoarea 
curentă a erorii e , 0y  la valoarea curentă a mărimii reglate y , iar 0c  şi 

1 2 1, , ,
mk k k lg g g− − − −…  la valoarea curentă a semnalului de comandă c . 

Aceeaşi operaţie de iniţializare trebuie efectuată la modificarea parametrilor 
regulatorului în regim automat. 

  Din funcţiile  

                                    p0_imc1(T,K,KM,Ts,Tm),  
                                    p0_imc2(T,K,KM,Ts,Tm),  
                                    p0_imc3(T,K,KM,Ts,Tm),  

realizate în MATLAB pentru studiul sistemelor de reglare tip P0-IMC (cu regulator intern 
de ordinul doi), prin înlocuirea liniilor  

     K1=sqrt(K);  p2=exp(-K1*T/TM); q2=1-(1-p2)/K1; 
     Ri=K/KM*(1-q2*z1)^2/(1-p2*z1)^2; 
                              R=Ri/(1-Ri*Model); 

cu linia 

     Ri=1/KM; R=K*Ri/(1-Ri*Model); 

se obţin respectiv funcţiile  

                                          p1_imc1(T,K,KM,Ts,Tm), 

                                          p1_imc2(T,K,KM,Ts,Tm), 

                                          p1_imc3(T,K,KM,Ts,Tm), 

pentru studiul sistemelor de reglare cu regulator P1-IMC. 
Cu comenzile 

                             p1_imc1(2, 1, 1.5, 60, 12);  p1_imc1(2, 1.15, 1.5, 60, 12);   

                                p1_imc2(2, 1, 1.5, 45, 15);  p1_imc2(2, 1.15, 1.5, 45, 15);  

                p1_imc3(2, 1, 1.82, 20, 6);  p1_imc3(2, 0.8, 1.82, 20, 6); 

s-au obţinut răspunsurile din figurile 12.34, 12.35 şi 12.36 asociate respectiv 
răspunsurilor sistemelor de reglare a aceloraşi procese cu regulator tip P0-IMC din 
figurile 12.27, 12.28 şi 12.29.  
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Fig. 12.34. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 1( )P sG   
şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară. 

 
Fig. 12.35. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 2( )PG s   

şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară.  

 
Fig. 12.36. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 3( )PG s  

 şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară. 
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Performanţele reglării cu cele două tipuri de algoritmi de reglare sunt comparabile. 
Principala deosebire este dată de ponderea parametrului de acordare K  asupra operaţiei 
de reglare. Influenţa lui K  este semnificativ mai mare la algoritmul de tip P1-IMC, unde 
răspunsul ( )y t  pentru 1.15K =  (fig. 12. 34) este practic identic cu cel obţinut cu 
algoritmul tip P0-IMC pentru 1.7K =  (fig. 12.27). 

  Din funcţiile 
                                    p0_imc4(T,K,KM,Ts,Tm,Kr),  
                                    p0_imc5(T,K,KM,Ts,Tm,Kr),  

realizate în MATLAB pentru studiul sistemelor de reglare tip P0-IMC (cu regulator intern 
de ordinul doi şi proces de tip integral, respectiv instabil), prin înlocuirea liniilor  

     K1=sqrt(K);  p2=exp(-K1*T/TM);  q2=1-(1-p2)/K1; 
     Ri=K/KM*(1-q2*z1)^2/(1-p2*z1)^2; 
                              R1=Ri/(1-Ri*Model); 
cu linia 
     Ri=1/KM; R1=K*Ri/(1-Ri*Model); 

se obţin respectiv funcţiile  
                                    p1_imc4(T,K,KM,Ts,Tm,Kr),  
                                    p1_imc5(T,K,KM,Ts,Tm,Kr),  

pentru studiul sistemelor de reglare cu regulator P1-IMC. 
Cu comenzile 

     p1_imc4(5, 1, 0.88, 90, 8, 1.2);  p1_imc4(5, 1.2, 0.88, 90, 8, 1.2); 
              p1_imc5(3, 1, 2.5, 45, 3, 2.9);  p1_imc5(3, 1.3, 2.5, 45, 3, 2.9); 

s-au obţinut respectiv răspunsurile din figurile 12.37 şi 12.38, asociate respectiv 
răspunsurilor din figurile 12.30 şi 12.31 (ale sistemelor de reglare a aceloraşi procese cu 
regulator tip P0-IMC).  

 
Fig. 12.37. Răspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P4 ( 1y ), 

procesului compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare ( , ,g c y ). 
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Fig. 12.38. Răspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P5 ( 1y ), 

procesului compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare ( , ,g c y ). 

12.8.4. Algoritmul de reglare P-IMC 

Algoritmul P-IMC, denumit şi Pα-IMC (fig. 12.38), este o extindere a 
algoritmilor P0-IMC şi P1-IMC, în scopul asigurării unei influenţe moderate 
a factorului de acordare K  asupra intensităţii acţiunii de reglare.  

 
 Fig. 12.38. Schema sistemului de reglare cu proces compensat şi regulator Pα -IMC.  

Algoritmul Pα -IMC are regulatorul intern cu funcţia de transfer 
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,    [0,1]α ∈ ,                     (86)    

şi blocul pur proporţional din faţa acestuia cu factorul de proporţionalitate 
Kα . 

Sistemul de reglare cu regulator P-IMC satisface proprietatea erorii 
staţionare nule, proprietatea comenzii treaptă şi proprietatea raportului de 
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magnitudine. Influenţa factorului de acordare K  al algoritmului de reglare 
P-IMC asupra acţiunii de reglare este cu atât mai puternică cu cât factorul de 
ponderare α  este mai mare. Valoarea recomandată în aplicaţii practice este 

0,2α = . 
La fel ca la regulatoarele P0-IMC şi P1-IMC, regulatorul P-IMC are 

cinci parametri: un parametru de acordare (factorul de proporţionalitate K , 
cu valoarea standard 1), un parametru de compensare a procesului (factorul 
de reacţie rK ) şi trei parametri ai modelului procesului compensat (factorul 
de proporţionalitate MK , timpul mort Mτ  şi timpul de stabilizare sT ).   

Determinarea experimentală a parametrilor regulatorului şi corecţia lor 
în regim automat se face ca la regulatorul P0-IMC.  

In conformitate cu (67), putem considera cu suficientă precizie că 
discretizatul regulatorul intern (86) are funcţia de transfer 

                  
2 1 2
1 2

1 2
2

(1 )
( )

(1 )iR
M

K q z
G z

K p z

−

−

−
=

−
 ,                    (87) 

unde 

                    (1 )/2
1K K α−= ,    2

2
/1e MK T Tp −= ,    2

2
1

1
1

p
q

K
−

= −  .             (88) 

Avînd în vedere (87) şi fig. 12.38, ecuaţia cu diferenţe a regulatorului intern 
poate fi scrisă sub forma 

                   
1

2 2
2 1 2 2 2 1 2 22 ( 2 )k k k k k k

M

K
g p g p g f q f q f

K

α−

− − − −− + = − + .            (89) 

Prin urmare, ecuaţiile regulatorului numeric R cu reacţie locală în jurul 
procesului au următoarea formă: 

   

2 2
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2 2
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⎪

= + − − − + − +⎪
⎪

= − −⎪⎩

,   (90) 

unde 0e , 0c  şi 0y  sunt valorile iniţiale ale variabilelor e , c  şi y . 
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  Funcţia p_imc1 realizează, în MATLAB, reprezentarea grafică a răspunsului 
indicial )(1 ty  al procesului cu funcţia de transfer 

1

61,5e
( )

(3 1)(4 1)(8 1)(10 1)P

s
G s

s s s s

−
=

+ + + +
 , 

precum şi a mărimilor )(tc  şi )(ty  ale sistemului de reglare cu regulator P-IMC la 
modificarea treaptă unitară a referinţei. Funcţia are ca argumente de intrare perioada de 
eşantionare T , factorul de acordare al regulatorului K , parametrii modelului ( KM – 

factorul de proporţionalitate, sT – timpul de stabilizare, Tm – timpul mort), factorul de 
reacţie Kr  şi factorul de ponderare a .  

        function[]=p_imc1(T,K,KM,Ts,Tm,Kr,a) 
        t=0:T:80;  
        s=tf('s');  
        z=tf('z'); z1=z^-1; 
        P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1); P.iodelay=6; 
        y1=step(P,t); plot(t,y1,'k'); hold on; 
        Pd=c2d(P,T);  PCd=Pd/(1+Kr*Pd); 
                       y0=step(PCd,t); plot(t,y0, 'k'); hold on; grid on; 
        lm=round(Tm/T);  
        TM2=(Ts-Tm)/4.74; 
        p=exp(-T/TM2); Model=KM*(1-p)^2*z1^(lm+1)/(1-p*z1)^2; 
                       K1=K^((1-a)/2);  p2=exp(-K1*T/TM2);  q2=1-(1-p2)/K1; 
        Ri=K^(1-a)/KM*(1-q2*z1)^2/(1-p2*z1)^2; 
                       R1=K^a*Ri/(1-Ri*Model); 
                       sra_y=R1*PCd/(1+R1*PCd);   
                       y=step(sra_y,t);  plot(t,y,'r');   
                       sra_g=R1/(1+R1*PCd);   
                       g=step(sra_g,t);  plot(t,g,'b'); 
                       c= g-Kr*y;   
        plot(t,c,'g'); 
                     grid on 

Pentru 0a =  şi 1a = , din funcţia p_imc1 se obţin respectiv funcţiile p0_imc1 şi 
p1_imc1. 

Pentru 0.2a = , perioada de eşantionare 2=T  şi două valori distincte ale 
parametrului de acordare K , cu comenzile  

p_imc1(2, 1, 1.5, 60, 12, 0, 0.2);  p_imc1(2, 1.5, 1.5, 60, 12, 0, 0.2); 
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s-au obţinut reprezentările grafice din fig. 12.39. Compararea acestora cu graficele 
similare (pentru acelaşi proces) din fig. 12.27 şi fig. 12.34, realizate respectiv cu 
algoritmii de reglare P0-IMC şi P1-IMC, evidenţiază rolul factorului α  asupra modului în 
care factorul de acordare K  influenţează intensitatea acţiunii de reglare. Influenţa este 
slabă pentru 0α = , moderată pentru 0.2α =  şi puternică pentru 1α = . Astfel, cele mai 
bune răspunsuri ( )y t  pentru 0α = , 0.2α =  şi 1α =  au fost obţinute respectiv pentru 

1.7K =  (fig. 12.27), 1,5K =  (fig. 12.39) şi 1,15K =  (fig. 12.34). 

 
Fig. 12.39. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 1( )PG s   

şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului cu algoritm de reglare P0,2-IMC la referinţă treaptă 
unitară. 

Prin înlocuirea liniei de definire a procesului, din funcţia p_imc1 se obţin funcţiile 
p_imc2, p_imc3, p_imc4 şi p_imc5 pentru reglarea proceselor cu funcţiile de transfer 

2( )PG s , 3( )PG s , 4( )PG s  şi 5( )PG s . La funcţia p_imc5, ca şi la funcţia p0_imc5, variabila 

timp se alege t=0:T:20 - pentru răspunsul indicial al procesului instabil şi t=0:T:50 - 
pentru toate celelalte răspunsuri. 

 Cu comenzile  

  p_imc2(2, 1, 1.5, 45, 15, 0, 0.2); p_imc2(2, 1.4, 1.5, 45, 15, 0, 0.2);  

  p_imc3(2, 1, 1.82, 20, 6, 0, 0.2);  p_imc3(2, 0.6, 1.82, 20, 6, 0, 0.2);  

  p_imc4(5, 1, 0.85, 88, 8, 1.2, 0.2);  p_imc4(5, 1.35, 0.85, 88, 8, 1.2, 0.2); 

  p_imc5(3, 1, 2.5, 45, 3, 2.9, 0.2);  p_imc5(3, 1.8, 2.5, 45, 3, 2.9, 0.2); 

s-au obţinut reprezentările grafice din figurile 12.40, 12.41, 12.42 şi 12.43, asociate 
sistemelor de reglare a proceselor cu funcţiile de transfer 2( )PG s , 3( )PG s , 4( )PG s  şi 

5( )PG s , cu regulatorul de tip Pα-IMC şi 0, 2α = . 
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Fig. 12.40. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 2( )PG s   

şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului cu regulator P0,2-IMC la referinţă treaptă unitară.  

 
Fig. 12.41. Răspunsul indicial 1y  al procesului cu funcţia de transfer 3( )PG s  

 şi răspunsurile c  şi y  ale sistemului cu regulator P0,2-IMC la referinţă treaptă unitară. 

 
Fig. 12.42. Răspunsurile indiciale ale procesului de tip integral P4 ( 1y ), 

procesului compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare cu regulator P0,2-IMC ( , ,g c y ). 
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Fig. 12.43. Răspunsurile indiciale ale procesului instabil P5 ( 1y ), 

procesului compensat ( 0y ) şi sistemului de reglare cu regulator P0,2-IMC ( , ,g c y ). 

12.9. APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C12.1.  Utilizând funcţia Matlab  

     p_imc1a(T,K,KM,Ts,Tm,Kr,a),  

obţinută din p_imc1(T,K,KM,Ts,Tm,Kr,a) înlocuind t=0:T:80 cu t=0:T:50 şi linia 

   P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1); P.iodelay=6; 
cu 
   P=1.2((2*s+1)/(4*s+1)/(6*s+1)/(8*s+1); P.iodelay=5; 

să se reprezinte grafic răspunsul indicial )(1 ty  al procesului cu funcţia de transfer 

1

51.2e
( )

(2 1)(4 1)(6 1)(8 1)P

s
G s

s s s s

−
=

+ + + +
, 

din care să se determine parametrii modelului KM, Ts şi Tm. Să se reprezinte grafic, în 
acelaşi sistem de coordonate, pentru 2T =  şi respectiv 0a= , 0.2a=  şi 1a= , răspunsurile 

)(tc  şi )(ty  ale sistemului de reglare la modificarea treaptă unitară a referinţei, alegându-
se K  astfel încât răspunsul )(ty  să aibă un suprareglaj în gama 1…3%. 

♦ C12.2.   Utilizând funcţia Matlab  

     p_imc4a(T,K,KM,Ts,Tm,Kr,a),  

obţinută din p_imc1(T,K,KM,Ts,Tm,Kr,a) înlocuind t=0:T:80 cu t=0:T:60 şi linia 

   P=1.5/(3*s+1)/(4*s+1)/(8*s+1)/(10*s+1); P.iodelay=6; 
cu 
   P=1/30/s/(2*s+1)/(6*s+1); P.iodelay=3; 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ -  Teorie şi aplicaţii 

 

522

să se reprezinte grafic răspunsul indicial )(1 ty  al procesului cu funcţia de transfer 

1

3e
( )

30 (2 1)(6 1)P

s
G s

s s s

−
=

+ +
, 

precum şi răspunsul indicial 0( )y t  al procesului compensat cu 1.1rK = . Apoi să se 
reprezinte grafic, în acelaşi sistem de coordonate, pentru 2T =  şi respectiv 0a= , 0.2a=  
şi 1a= , răspunsurile )(tc  şi )(ty  ale sistemului de reglare la modificarea treaptă unitară a 
referinţei, alegându-se K  astfel încât răspunsul )(ty  să aibă un suprareglaj în gama 
1…3%. 

 



13 
PROPRIETĂŢI STRUCTURALE 

ALE SISTEMELOR LINIARE 
 

Teoria structurală a sistemelor operează în mod explicit cu conceptul de 
stare, esenţial pentru caracterizarea internă a sistemului la momentul de timp 
curent. Reamintim că vectorul de stare sintetizează întreaga informaţie utilă 
referitoare la evoluţia anterioară a sistemului, astfel că starea X  şi ieşirea Y  ale 
unui sistem determinist sunt univoc determinate la momentul 0t >  de starea 
iniţială 0X  şi intrarea [0, ]tU .  

In cele ce urmează ne vom referi la sistemele multivariabile liniare, 
invariante şi fără timp mort, continue sau discrete, având modelul structural tip 
I-S-E: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

X t =AX t + BU t
Y t =CX t + DU t
⎧
⎨
⎩

�
,      t∈R ,                               (1) 

respectiv 

  
( 1) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

=X t AX t +BU t
Y t = CX t +DU t
+⎧

⎨
⎩

,   t∈Z .            (2) 

La ambele modele, vectorii de intrare U , de stare X  şi de ieşire Y  au respectiv 
dimensiunile m , n  şi p . Ordinul (dimensiunea) sistemului este n . 

13.1. CONTROLABILITATEA  

Controlabilitatea (reglabilitatea) este acea proprietate structurală a unui 
sistem liniar, stabil sau instabil, care permite reglarea acestuia prin reacţie după 
stare, cu performanţe dinamice foarte bune (oricât de bune la sistemele 
continue), prin alocarea convenabilă a spectrului sistemului (format din 
totalitatea valorilor proprii ale matricei pătrate A ).  
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13.1.1. Controlabilitatea stării 

Prin definiţie, o stare 1X  este controlabilă (reglabilă) dacă există o 
comandă U  care s-o transfere în origine într-un interval de timp finit. Starea 1X  
este accesibilă dacă există o comandă U  care să transfere originea în 1X  într-un 
interval de timp finit. 

Ţinând seama de expresia funcţiei de tranziţie a stării sistemului continuu 
( , , , )Σ A B C D  – relaţia (5) de la Cap. 4,  starea 1X  a este controlabilă dacă există 

1 0t >  şi 
1[0, ]tU  astfel încât  

11 1( )
1 00 e e ( )tAt A tX BU dτ τ τ− −= + ∫ , 

adică 

                                         1
10 e ( )t A BU d Xτ τ τ− = −∫ .                                         (3) 

Ţinând seama de expresia funcţiei de tranziţie a stării sistemului discret 
d( , , , )Σ A B C D  – relaţia (42) de la Cap. 4, starea 1X  este controlabilă dacă există 

un număr finit 1k  de paşi de comandă, anume  

1{ (0), (1), , ( 1)}U U U k −… , 
astfel încât  

1 1 11 2
1 10 ( (0) (1) ( 1)k k kA X A BU A BU BU k− −= + + + + −" . 

adică 
11 2

1 1(0) (1) ( 1)kA BU A BU A BU k X−− −+ + + − = −" .                    (4) 

La ambele tipuri de sisteme, matricea  

           1[ ]n
nC B AB A B−= " ,      n mn

nC ×∈R ,                     (5) 

reprezintă matricea de controlabilitate a sistemului. 
Pe baza relaţiilor (3) si (4) de calcul al stării 1X , se poate demonstra (mai 

uşor în cazul sistemelor discrete)  
Teorema controlabilităţii stării. O stare 1X  este controlabilă dacă şi 

numai dacă poate fi scrisă sub forma 1 nX C W= , unde mnW ∈R . 

Conform teoremei de controlabilitate a stării, o stare 1X  este controlabilă 
dacă şi numai dacă aparţine imaginii matricei de controlabilitate nC , adică 

                 1 Im nX C∈ .                
unde 
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       Im { | , }n mn
n nC X X C W W
Δ
= ∈ = ∈R R ,                 (6) 

reprezintă subspaţiul controlabil al sistemului (sau al matricei de controlabilitate 
nC ), cu dimensiunea  

      rangc nn C n= ≤ .               (7) 

Observaţii. 1o. In cazul unui sistem liniar continuu, dacă starea 1X  este 
controlabilă, atunci există o comandă 

1[0, ]tU  care transferă starea 1X  în origine 

într-un timp 1t  oricât de mic. Din cauza incertitudinii modelului sistemului, 
acest rezultat teoretic nu poate fi însă riguros implementat în aplicaţiile practice. 
Dar şi în cazul ipotetic al unui model perfect, reducerea excesivă a timpului de 
transfer ar necesita utilizarea unui semnal de comandă foarte „ascuţit” (cu forma 
apropiată de cea a impulsului Dirac), greu de realizat fizic şi inacceptabil din 
punct de vedere practic. La sistemele liniare discrete de ordinul n  şi cu perioada 
1, timpul minim în care starea controlabilă 1X  este tranferată în origine este 
cuprins între 1 şi n . 

2o. In cazul rang nC n= , subspaţiul controlabil coincide cu nR , deci toate 
stările nX ∈R  sunt controlabile. Dacă însă rang nC n< , atunci stările 
controlabile aparţin subspaţiului controlabil Im nC , iar stările necontrolabile 
aparţin mulţimii \ Imn

nCR , care nu formează un subspaţiu vectorial. Există 
însă un cel mai mare subspaţiu vectorial format din elemente ale mulţimii 
stărilor necontrolabile \ Imn

nCR , notat prin 

                                            Ker { | 0}T n T
n nC X C X
Δ
= ∈ =R                                  (8) 

şi cu dimensiunea 
                       nc cn n n= − ,                                                (9) 

numit subspaţiul necontrolabil al sistemului sau al matricei de controlabilitate 
nC  (fig. 13.1).  Deoarece c ncn n n+ = , subspaţiul controlabil şi subspaţiul 

necontrolabil sunt complementare în nR . Orice stare nX ∈R  poate fi scrisă în 
mod unic ca sumă a două stări ce aparţin celor două subspaţii vectoriale, adică 

' "X X X= +  

unde ' Im nX C∈  şi " Ker T
nX C∈ . O stare nX ∈R  necontrolabilă aparţine 

subspaţiului necontrolabil sau nu aparţine vreunuia din cele două subspaţii 
vectoriale. 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi aplicaţii 

 

526

Subspaţiul controlabil şi subspaţiul necontrolabil sunt ortogonale, deoarece 
produsul scalar al oricăror două elemente aparţinând celor două subspaţii este 
nul. Astfel, dacă 1X  aparţine subspaţiul controlabil, iar 2X  aparţine subspaţiul 
necontrolabil, atunci 

1 2 2 1 0T TX X X X= = . 

 
Fig. 13.1. Subspatiul controlabil  Im nC  si subspatiul necontrolabil Ker T

nC . 

3o. Determinarea unui subspaţiu vectorial este echivalentă cu aflarea unei 
baze a acestuia. O bază cB  a subspaţiului controlabil Im nC  este dată de cn  
coloane liniar independente ale matricei de controlabilitate nC , iar o bază ncB  a 
subspaţiului necontrolabil este dată de ncn  vectori liniar independenţi iv  care 
verifică ecuaţia 
                              0T

c iB =v .             (10) 

De notat faptul că orice element al subspaţiului controlabil sau al subspaţiului 
necontrolabil poate fi reprezentat ca o combinaţie liniară a vectorilor                 
n - dimensionali care formează baza subspaţiului respectiv.  

13.1.2. Controlabilitatea sistemului 

Prin definiţie, un sistem este controlabil (reglabil) atunci când toate stările 
nX R∈  sunt controlabile. Din teorema de controlabilitate a stării rezultă imediat  

Teorema controlabilităţii sistemului. Un sistem liniar de ordinul n  este 
controlabil dacă şi numai dacă matricea de controlabilitate are rangul n , adică 

               rang nC n= .                 (11) 

Observaţia 10. Proprietatea de controlabilitate este asociată exclusiv 
ecuaţiei de stare a sistemului, adică perechii de matrice ( , )A B .  
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Observaţia 20. La un sistem liniar controlabil, oricare ar fi două stări 
1 2, nX X ∈R , există o comandă 

1[0, ]tU  care să transfere sistemul din starea 

iniţială 1X  în starea 2X  într-un timp 1t  oricât de mic (dacă sistemul este 
continuu), sau cuprins între 1 şi n  (dacă sistemul este discret). In cazul unui 
sistem continuu controlabil, demonstraţia se reduce la a arăta că dacă 

1[0, ]tU ′   

transferă starea 1X  în  origine, iar 
1[0, ]tU ′′  transferă starea 1

2e At X−−  în  origine,  

atunci comanda 
1[0, ]tU U U′ ′′= +  va transfera starea 1X  în starea 2X . Intr-

adevăr, ţinând seama de (3), avem 

1
1 0 e ( )t AX BU dτ τ τ− ′− = ∫ ,    11

2 0e e ( )tAt AX BU dτ τ τ− − ′′= ∫ , 

iar prin însumare, obţinem  
11

1 2 0+ e e ( )tAt AX X BU dτ τ τ− −− = ∫ , 

adică 
11 1( )

2 1 0e e ( )tAt A tX X BU dτ τ τ−= + ∫ , 

care exprimă faptul că starea 1X  poate fi transferată în starea 2X  în timpul 1t  cu 
comanda U U U′ ′′= + . Demonstraţia este similară în cazul sistemelor discrete. 

Din proprietatea demonstrată rezultă că la sistemele liniare invariante (cu 
parameri constanţi), controlabilitatea şi accesibilitatea sunt proprietăţi  identice. 

Observaţia 30. Intre matricele de controlabilitate nC  şi nC  a două sisteme 
( , , , )Σ A B C D  şi ( , , , )Σ A B C D  echivalente I-S-E există relaţia 

                         n nC SC= ,                   (12) 

similară relaţiei de transformare a stării X SX= . Intr-adevăr, din teorema de 
echivalenţă I-S-E (paragraful 4.4), rezultă: 

           1[ ]n
nSC S B AB A B−= "    

                                       
1 1 1 1 1 1[ ]nS S B S AS S B S A S S B− − − − − −= ⋅ ⋅"    

                               1[ ]n
nB AB A B C−= =" . 

Deoarece matricea pătrată S  de transformare a stării este nesingulară, din (12) 
rezultă 
              rang rangn nC C= ,                 (13) 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi aplicaţii 

 

528

care exprimă proprietatea de conservare prin echivalenţă a controlabilităţii, în 
sensul că subspaţiile controlabile a două sisteme echivalente I-S-E au aceeaşi 
dimensiune, deci ambele sisteme sunt fie controlabile, fie necontrolabile.   

Observaţia 40.  Teorema următoare exprimă posibilitatea descompunerii 
unui sistem necontrolabil în două subsisteme, unul controlabil şi celălalt 
necontrolabil. 

Teorema descompunerii unui sistem necontrolabil. Fie ),,,( DCBAΣ  un 
sistem liniar necontrolabil de ordinul n , cu  

rang n cC n n= < . 

Efectuând transformarea de stare X SX=  cu 
                              [ ]c ncS B B= ,                                                (14) 

unde cB  şi ncB  sunt respectiv baze ale subspaţiului controlabil şi necontrolabil, 
se obţine sistemul echivalent ( , , , )Σ A B C D , având 

      11 12

220
A A

A
A

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,     1
0
BB = ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

,     1 2C C C= ⎡ ⎤⎣ ⎦ ,    D D= ,            (15) 

cu 11A  de tipul c cn n× , 22A  de tipul nc ncn n× , 1B  de tipul cn m×  şi 1C  de tipul 
cp n× . 

In cazul sistemelor continue, scriind vectorul de stare X  al sistemului Σ  
sub forma 
    
                                        
 

ecuaţiile sistemului Σ  devin astfel: 

      Σ :   1211 1

22

 c c nc

nc nc

 X  = A X + A X + B U

  X = A X    

⎧⎪
⎨
⎪⎩

�

� ,     1 2c ncy C X C X DU= + + .        (17) 

In mod clar, componenta ncX  a stării X  este necontrolabilă, deoarece nu poate 
fi transferată în origine, în timp finit,  sub acţiunea comenzii U . Prin eliminarea 
acestei componente, obţinem partea controlabilă CΣ  a sistemului Σ , cu ordinul 

rangc nn C=  şi ecuaţiile 

                                CΣ :  11 1

1

 c c

c

X  = A X + B U
 y C X DU 

⎧⎪
⎨

= +⎪⎩

�
.                               (18) 

X = c

nc

X
X

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (16) 
}nc 
}n-nc 
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De regulă, reglarea sistemului necontrolabil Σ  se reduce la reglarea părţii sale 
controlabile C 11 1 1( , , , )Σ A B C D .  

Observaţia 50.  Subsistemul controlabil CΣ  este echivalent I-E cu sistemul 
Σ , deci şi cu sistemul Σ . Această proprietate este consecinţa formei particulare 
a celei de-a doua ecuaţii de stare a sistemului Σ . Astfel, dacă sistemul Σ  are 
starea de tip original, adică (0) 0X = , deci (0) 0cX =  şi (0) 0ncX = , atunci 

( ) 0ncX t =  pentru orice 0t ≥ , iar ecuaţiile de stare ale sistemului Σ  devin 
identice cu cele ale sistemului CΣ .  

Observaţia 60.  Sistemele echivalente Σ  şi Σ  au acelaşi spectru (definit ca 
fiind mulţimea valorilor proprii, adică a rădăcinilor ecuaţiei caracteristice). 
Spectrul cσ  al matricei pătrate 11A  reprezintă spectrul controlabil, iar spectrul 

ncσ  al matricei pătrate 22A  este spectrul necontrolabil. Din 

11 22det( I ) det( I ) det( I ) det( I )s A s A s A s A− = − = − ⋅ − , 
rezultă 

            ( ) ( ) c ncA Aσ σ σ σ= = ∪� ,                 (19) 

care exprimă faptul că spectrul unui sistem este reuniunea disjunctă (la care 
elementele comune devin multiple) a spectrului controlabil şi a spectrului 
necontrolabil. 

Observaţia 70. Pe baza teoremei de descompunere a unui sistem necon-
trolabil putem demonstra  

Teorema de controlabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar ( , , , )Σ A B C D  
de ordinul n  este controlabil dacă şi numai dacă pentru orice element λ  al 
spectrului sistemului, matricea de controlabilitate a lui Hautus 

                  ( ) [ I ]cH A Bλ λ= −                   (20) 

are rangul n . 

Ţinând seama de faptul că rang [ I ]A nλ − =  pentru \ ( )Aλ σ∈C , din 
teorema de controlabilitate a lui Hautus rezultă că un sistem este controlabil 
dacă si numai dacă matricea ( )cH λ  are rangul n  pentru orice C∈λ  (C  -
multimea numerelor complexe). 
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Observaţia 80.  In cazul unui sistem ( , , , )Σ A B C D  de ordinul n  şi având 
spectrul ( )Aσ  format din n  elemente distincte, spectrele controlabil şi 
necontrolabil sunt date de relaţiile 

                                 { ( ) | rang ( ) }c cA H nλ λσ σ= ∈ = ,                               (21) 

                                 { ( ) | rang ( ) }nc cA H nλ λσ σ= ∈ < .                              (22) 

Pe de altă parte, spectrul unui sistem continuu este reuniunea spectrului stabil 
(strict) −σ  şi a spectrului instabil +σ , definite astfel 

                                      0{ ( ) | Re }Aλ λσ σ− <= ∈ ,                                    (23) 

                                      0{ ( ) | Re }Aλ λσ σ+ ≥= ∈ .                                    (24) 

13.2. STABILIZABILITATEA 

Stabilizabilitatea este o proprietate structurală mai slabă decât controla-
bilitatea, care permite numai stabilizarea sistemului prin reacţie după stare (prin 
alocarea spectrului în zona de stabilitate), dar nu şi obţinerea unor performanţe 
dinamice convenabile. Toate sistemele intern stabile satisfac, în mod evident, 
proprietatea de stabilizabilitate. Un sistem intern instabil care nu satisface 
proprietatea de stabilizabilitate nu poate fi stabilizat prin introducerea unei 
legături de reacţie după stare. 

Prin definiţie, o stare 1X  este stabilizabilă dacă există o comandă U  care  
s-o transfere în origine, într-un interval de timp oricât de mare (finit sau infinit). 
Un sistem este stabilizabil atunci când toate stările nX ∈R  sunt stabilizabile. 

Teorema stabilizabilităţii sistemului. Un sistem liniar este stabilizabil dacă 
şi numai dacă partea necontrolabilă este asimptotic stabilă (spectrul 
necontrolabil este asimptotic stabil), adică, la sistemele continue, 

                       ncσ −⊂C                         (25) 

Având în vedere lanţul de echivalenţe 

( ncσ −⊂C )  ⇔   ( cλ λσ σ+∈ ⇒ ∈ )  ⇔   ( rang ( )cH nλ λσ +∈ ⇒ = ), 
rezultă 

Teorema de stabilizabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar este  stabilizabil 
dacă şi numai dacă matricea de controlabilitate a lui Hautus are rangul n  
pentru orice element λ  al spectrului instabil, adică, la sistemele continue, 

                   rang ( )cH nλ λ σ +∈= ∀ .                (26) 
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13.3. FORME CANONICE CONTROLABILE 

Utilizarea formelor canonice de reprezentare I-S-E a unui sistem 
( , , , )Σ A B C D  poate aduce simplificări în rezolvarea unor probleme majore de 

sinteză a sistemelor de reglare automată cu reacţie după stare. Teoria formelor 
canonice are la bază conceptul de echivalenţă I-S-E, care permite transformarea 
unui sistem ( , , , )Σ A B C D  într-un sistem echivalent ),,,( DCBAΣ  prin schimba-
rea bazei spaţiului stărilor. Determinarea noii baze S , adică a matricei de 
transformare a stării, după relaţia X SX= , este esenţială în obţinerea formei 
canonice dorite şi, eventual, după rezolvarea problemei de sinteză, pentru 
revenirea la forma iniţială. In cele ce urmează este abordat numai cazul 
sistemelor cu o singură intrare. 

Forma canonică controlabilă de tipul unu. Un sistem liniar controlabil 
( , , , )Σ A B C D ,  cu o singură intrare şi cu polinomul caracteristic 

1
1 1 0( ) det( I ) n n

nA a a aλ λ λ λ λ−
−+= − = + + +"P , 

poate fi adus la forma canonică controlabilă de tipul unu C1( , , , )Σ A B C D , cu 
matricele A  şi B  de forma 

               

0 1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
n

A

a a a a −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

"
"

# # # % #
"
"

 ,      

0
0

0
1

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#  ,                   (27) 

prin alegerea bazei 1 1 2[ ]C nS s s s= " , unde 

                  
1 1 2 1i i+ i

ns = B
s  = As +a B ,   i= n , n ,  ,  .

⎧
⎨ − −⎩ …

                (28) 

Matricea pătrată 1CS  este nesingulară deoarece, scriind relaţiile (28) sub 
forma explicită 

1 1

2 1
1 1 2 1

n

n n

n n
n

s B
s a B AB

s a B a AB a A B A B

− −

− −
−

=⎧
⎪ = +⎪
⎨
⎪
⎪ = + + + +⎩

#

"

 , 

rezultă 
1 1c nS C A= , 
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unde 1[ ]n
nC B AB A B−= "  este matricea de controlabilitate a sistemului Σ , 

iar 

1 2
2 3

1
1

1
1 0

1 0 0
1 0 0 0

n

n

a a a
a a

A
a −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # % # #
"
"

 . 

Prin urmare, 

1 1|det | |det | |det | |det | 0c n nS C A C= ⋅ = ≠ . 

Pentru a demonstra că prin alegerea bazei 1CS  se obţine forma canonică 
echivalentă (27), în conformitate cu teorema de echivalenţă I-S-E (paragraful 
4.4) trebuie arătat că 1

1 1C CA S AS−=  şi 1
1CB S B−= , adică  

1 1C CS A AS= ,     1CS B B= . 

A doua relaţie este evidentă. Pentru demonstrarea primei relaţii, avem 
2 1

1 1 2 1( )n n
nAs a A a A a A A B−
−= + + + +" , 

iar din teorema Cayley-Hamilton, rezultă  

1 0 0 nAs a B a s=− =− . 

In plus, avem 1i i n iAs s s a+ = −  pentru 1, 2, , 1i n= −… . Rezultă astfel: 

1 2 1 1 2 1

0 1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

[ ] [ ]
0 0 0 1

n n n n

n

A s s s s s s s s

a a a a

− −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

"
"

# # # % #" "
"
"

, 

adică 1 1C CAS S A= .  

Sistemul 1CΣ  este controlabil deoarece este echivalent I-S-E cu sistemul 
controlabil Σ . Controlabilitatea sistemului 1CΣ  reiese însă şi din faptul că 

matricea sa de controlabilitate 1[ ]n
nC B AB A B−= "  are forma 

                                        

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

***1
**10

*100
1000

"
"

##%##
"
"

nC , 
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deci proprietatea 1|det| =nC . 
Ecuaţia de stare asociată formei canonice controlabile de tipul unu are 

forma 

                               

1 2

1

0 1 1 2 1

n n

n n n

x x

x x
x a x a x a x u

−

−

=⎧
⎪⎪
⎨ =⎪
⎪ = − − − − +⎩

�
#

�
� "

,                     (29) 

care evidenţiază faptul că fiecare dintre variabilele de stare 2 3, , , nx x x…  sunt 
derivatele variabilelor de stare precedente.  

De menţionat faptul că sistemul monovariabil cu forma canonică 
controlabilă C1( , , , )Σ A B C D  şi 

0 1 1[ ]nC c c c −= " ,    0D = , 

are funcţia de transfer  

                    
1

1 1 0
1

1 1 0
( )

n
n

n n
n

c s c s cG s
s a s a s a

−
−

−
−

+ + +=
+ + + +

"
"

. 

Forma canonică controlabilă de tipul doi. Un sistem liniar controlabil 
( , , , )Σ A B C D ,  cu o singură intrare şi cu polinomul caracteristic 

1
1 1 0( ) det( I ) n n

nA a a aλ λ λ λ λ−
−+= − = + + +"P , 

poate fi adus la forma canonică controlabilă de tipul doi C2( , , , )Σ A B C D , cu 
matricele A  şi B  de forma 

                      

0
1
2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0
0 0 1 n

a
a

A a

a −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

"
"
"

# % # #
"

 ,    

1
0
0

0

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
#

 ,                            (30) 

prin alegerea bazei 2CS  egală cu matricea de controlabilitate nC  a sistemului 
( , , , )Σ A B C D .  

In conformitate cu teorema de echivalenţă I-S-E, este suficient să arătăm că 

n nC A AC=  şi nC B B= . 
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 Ţinând seama de cu teorema Cayley-Hamilton, avem 

                   2[ ]n
nAC AB A B A B= "  

                           2 1 1
0 1 1[ ( I ) ]n n

nAB A B A B a a A a A B− −
−= − + + +" "  

                 

0
11
2

1

0 0 0
1 0 0

[ ] 0 1 0
0

0 0 1

n
n

n

a
a

B AB A B C Aa

a

−

−

=

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

"
"

" "
# % # #

"

 

şi 

1
1
0[ ]

0

n
nB B AB A B C B−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

" # . 

Controlabilitatea sistemului C2Σ  reiese şi din faptul că matricea sa de contro-

labilitate 1[ ]n
nC B AB A B−= "  este egală cu matricea unitate I . 

Ecuaţiile de stare asociate formei canonice controlabile de tipul doi au forma 

                                          

1 0

2 1 1

1 1

n

n

n n n n

x a x u
x x a x

x x a x− −

= − +⎧
⎪ = −⎪
⎨
⎪
⎪ = −⎩

�
�

#
�

.                                 (31) 

13.4. OBSERVABILITATEA  

Observabilitatea este duala proprietăţii de controlabilitate. Dacă 
proprietatea de controlabilitate permite atingerea originii din orice stare iniţială 
într-un timp foarte mic (printr-o comandă convenabilă), deci reglarea sistemului 
prin reacţie după stare cu performanţe dinamice foarte bune, în schimb, 
proprietatea de observabilitate permite estimarea rapidă a stării sistemului prin 
măsurarea şi procesarea convenabilă a mărimilor de intrare şi de ieşire.  

Prin definiţie, o stare 1X  este observabilă dacă răspunsul liber (sub 
acţiunea intrării nule) ( )Y tl  din starea iniţială 1X  este nenul pentru 0t ≥ . Altfel 
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spus, o stare 1X  este neobservabilă dacă răspunsul liber ( )Y tl  din starea iniţială 

1X  este identic nul pentru 0t ≥ .  
La sistemul continuu ( , , , )Σ A B C D , starea 1X  este neobservabilă dacă şi 

numai dacă 
                 1e 0AtC X =    0t∀ ≥ .                 (32) 

iar la sistemul discret d( , , , )Σ A B C D , starea 1X  este neobservabilă dacă şi numai 
dacă 

              1 0kCA X =    0,1, 2,k∀ = … .               (33) 

Relaţiile (32) şi (33) sunt echivalente, deoarece (33) implică (32), conform 
relaţiei de definiţie a exponenţialei matriceale, iar (32) implică 

1
0

( e ) 0At
k

t

d C X
dt =

=    0,1, 2,k∀ = …,  

adică (33). 
La ambele tipuri de sisteme, matricea  

                         
1

n
n

C
CAQ
CA −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
# ,      pn n

nQ ×∈R ,                     (34) 

reprezintă matricea de observabilitate a sistemului. Pe baza relaţiilor (32) şi (33) 
putem demonstra următoarea teoremă. 

Teorema observabilităţii stării. O stare 1X  este neobservabilă dacă şi 
numai dacă  

                            1 0nQ X = .                                (35) 

Mulţimea stărilor neobservabile formează subspaţiul vectorial 
neobservabil, cu dimensiunea rang nn Q− , în timp ce mulţimea stărilor 
observabile din nR  nu formează un subspaţiu vectorial, dar conţine un cel mai 
mare subspaţiu vectorial, cu dimensiunea rango nn Q= , numit subspaţiul 
observabil. Cele două subspaţii, ca şi subspaţiile controlabil şi necontrolabil, 
sunt ortogonale şi complementare în nR . 

Prin definiţie, un sistem este observabil atunci când toate stările nX R∈  
sunt observabile, adică subspaţiul neobservabil are dimensiunea zero, iar 
subspaţiul observabil are dimensiunea on n= . Am obţinut astfel 
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Teorema observabilităţii sistemului. Un sistem liniar de ordinul n  este 
observabil dacă şi numai dacă matricea de observabilitate are rangul n , adică 
                      rang nQ n= .                                              (36) 

Proprietatea de observabilitate este asociată exclusiv perechii de matrice 
( , )A C . Din 

                              1( , ) [ ( ) ( ) ]T T T n T
nQ A C C CA CA −= "  

                                                       
1[ ( ) ]T T T T n TC A C A C−= "  

                                            ( , )T T
nC A C= , 

rezultă 
             rang ( , ) rang ( , )T T

n nQ A C C A C= ,                (37) 

care exprimă 
Principiul dualităţii. Perechea ),( CA  este observabilă dacă şi numai dacă 

perechea ),( TT CA  este controlabilă. 

Sistemele ( , , , )Σ A B C D  şi 1( , , , )Σ T T TA C B D  se numesc sisteme duale 
deoarece, conform principiului dualităţii, studiul observabilităţii/controlabilităţii 
unuia se reduce la studiul controlabilităţii/observabilităţii celuilalt. Din 
principiul dualităţii putem obţine teorema descompunerii unui sistem 
neobservabil (similară teoremei descompunerii unui sistem necontrolabil), 
precum şi     

Teorema de observabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar ( , , , )Σ A B C D  de 
ordinul n  este observabil dacă şi numai dacă pentru orice element λ  al 
spectrului sistemului, matricea (de observabilitate a lui Hautus) 

                  I( )o
AH C

λ
λ

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
                  (38) 

are rangul n . 

Observaţia 10. Intre matricele de observabilitate nQ  şi nQ  a două sisteme 

( , , , )Σ A B C D  şi ),,,( DCBAΣ  echivalente I-S-E, cu matricea de transformare S  
( X SX= ), există relaţia 

                         n nQ Q S= .                   (39) 

Intr-adevăr, 
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1

11 1 1

n n

nn n

CSC C
CAC A CS S ASQ S Q S

CAC A CS S A S

−

−− − −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⋅ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

## # . 

Deoarece matricea pătrată S  este nesingulară, din (39) rezultă 

          rang rangn nQ Q= ,                       (40) 

care exprimă proprietatea de conservare prin echivalenţă a observabilităţii. 
Observaţia 20.  In cazul unui sistem ( , , , )Σ A B C D  de ordinul n  şi având 

spectrul )(Aσ  format din n  elemente distincte, spectrul observabil şi spectrul 
neobservabil sunt date de relaţiile 

                               { ( ) | rang ( ) }o oA H nλ λσ σ= ∈ = ,                                 (41) 

                              { ( ) | rang ( ) }no oA H nλ λσ σ= ∈ < .                                (42) 

13.5.  DETECTABILITATEA 

Detectabilitatea este o proprietate mai slabă decât observabilitatea, care 
permite numai stabilizarea procesului de estimare a stării sistemului pe baza 
măsurării şi procesării convenabile a mărimilor de intrare şi de ieşire, dar nu şi 
realizarea unei operaţii de estimare performante. Starea unui sistem nedetectabil 
nu poate fi estimată prin procesarea ieşirii. 

Prin definiţie, o stare 1X  este detectabilă dacă este observabilă sau dacă 
starea sistemului evoluează în regim liber din starea iniţială 1X  spre origine, 
într-un interval de timp finit sau infinit. Dacă toate stările nX ∈R  sunt 
detectabile, atunci sistemul este detectabil.  

Teorema detectabilităţii sistemului. Un sistem liniar este detectabil dacă şi 
numai dacă spectrul neobservabil este asimptotic stabil, adică, la sistemele 
continue, 
                      noσ −⊂C .                             (43) 

Având în vedere lanţul de echivalenţă 

  ( noσ −⊂C )  ⇔   ( oσσ λλ ∈⇒∈ + )  ⇔   ( rang ( )oH nλ λσ +∈ ⇒ = ), 
rezultă 
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Teorema de detectabilitate a lui Hautus. Un sistem liniar este  detectabil 
dacă şi numai dacă matricea de observabilitate a lui Hautus are rangul n  
pentru orice element λ  al spectrului instabil, adică, la sistemele continue, 

                   rang ( )oH nλ λ σ +∈= ∀ .                (44) 

Perechea ( , )A C  este detectabilă dacă şi numai dacă perechea ( , )T TA C  este 
stabilizabilă, iar sistemul ( , , , )Σ A B C D  este detectabil dacă şi numai dacă 

sistemul dual 1( , , , )Σ T T TA C B D  este stabilizabil. 

13.6. FORME CANONICE OBSERVABILE 

Forma canonică observabilă de tipul unu. Un sistem liniar observabil 
),,,( DCBAΣ , cu o singură ieşire şi cu polinomul caracteristic 

1
1 1 0( ) det( I ) n n

nA a a aλ λ λ λ λ−
−+= − = + + +"P , 

 poate fi adus la forma canonică observabilă de tipul unu O1( , , , )Σ A B C D� �� � , cu 

         

0 1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
n

A

a a a a −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

"
"

� # # # % #
"
"

,    [ ]1 0 0 0C =� "  ,            (45) 

prin alegerea bazei 1OS  egală cu inversa matricei de observabilitate, adică 
1

1O nS Q−= . 

Acest rezultat poate fi obţinut din forma canonică controlabilă de tipul doi 
(30), ţinând seama că  

TA A=�  şi TC B=� . 

Intr-adevăr, din principiul dualităţii, avem: 

( , )A C� �  observabilă  ⇔  ( , )T TA C� �  controlabilă  ⇔  ( , )A B  controlabilă. 

Prin transpunere, relaţiile  
1
1 1O OA S AS−=� ,  1OC CS=�  

devin respectiv 
1

1 1( )T T T
O OA S A S −= ,  1

T T
OB S C= . 

Pe de altă parte, deoarece 
1
2 2C CA S AS−= ,  1

2CB S B−= , 
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obţinem 
1 1

1 1 2 2( )T T T
O O C CS A S S AS− −= ,    1

1 2
T T
O CS C S B−= . 

Din aceste relaţii rezultă că baza 1OS  se obţine prin transpunerea şi inversarea 
bazei 2CS  după ce, în prealabil, au fost înlocuiţi parametrii A  şi B  din 

1
2

n
CS B AB A B−⎡ ⎤= ⎣ ⎦"  respectiv cu TA  şi TC ; deci, 1 1

1 2( )T
O C nS S Q− −= = . 

Similar, din forma canonică controlabilă de tipul unu (27), rezultă 

Forma canonică observabilă de tipul doi. Un sistem liniar observabil 
),,,( DCBAΣ , cu o singură ieşire şi cu polinomul caracteristic 

1
1 1 0( ) det( I ) n n

nA a a aλ λ λ λ λ−
−+= − = + + +"P , 

 poate fi adus la forma canonică observabilă de tipul doi 2O ( , , , )Σ A B C D� �� � , cu 

               
0
1
2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 1 n

a
a

A a

a −

−⎡ ⎤
−⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

"
"� "

# # % # #
"

,    [ ]0 0 0 1C =� "  ,                   (46) 

alegând baza 2OS  astfel încât 1
2 1 2[ ]T

O nS s s s− = " , unde 

                
1 1 2 1

T

T T
i i+ i

ns =C
s  = A s +a C ,   i= n , n ,   ,  .

⎧
⎨

− −⎩ "
                   (47) 

 De menţionat faptul că sistemul monovariabil cu forma canonică 
observabilă O2( , , , )Σ A B C D� �� �  şi 

0 1 1[ ]T
nB b b b −=� " ,    0D =� , 

are funcţia de transfer 
1

1 1 0
1

1 1 0
( )

n
n

n n
n

b s b s bG s
s a s a s a

−
−

−
−

+ + +=
+ + + +

"
"

. 

13.7.  APLICAŢII REZOLVATE 

♦ Aplicaţia  13.1. Să se studieze controlabilitatea stărilor sistemului cu ecuaţiile de 
stare 

⎩
⎨
⎧

−+=

+−=

umxxx
uxxx
2

2

212

211
�
�

, 
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unde m  este un parametru real. 

Soluţie. Sistemul are matricea de controlabilitate 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
==

m
ABBC

212
51][2 . 

Pentru 2/11≠m , matricea 2C  are rangul 2, deci sistemul este controlabil (are toate 
stările 2R∈X  controlabile).  

Pentru 2/11=m , matricea 2C  are rangul 1, deci sistemul nu este controlabil. Subspaţiul 
controlabil are dimensiunea 2rang 1cn C= = , iar subspaţiul necontrolabil are dimensiunea 

1nc cn n n= − = .  

Prima coloană a matricei 2C  formează  baza subspaţiului controlabil  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
2
1

cB  

Prin urmare, elementele subspaţiului controlabil sunt de forma α⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
2
1

X , R∈α , deci 

stările controlabile ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2

1
x
x

X  sunt situate în planul 2R  pe dreapta                                                     

12 2xx −=  

Toate stările 2R∈X  nesituate pe această dreaptă sunt necontrolabile. 
O bază ncB  a subspaţiului necontrolabil este dată de o soluţie nenulă v  a ecuaţiei 

vectoriale 0T
cB =v , unde ]21[ −=T

cB . Rezultă  

2
1ncB ⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦

v , 

deci elementele subspaţiului necontrolabil sunt de forma α⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
1
2

X , R∈α , adică de forma 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2

1
x
x

X  cu  12 2
1 xx = . Dreapta de controlabilitate 12 2xx −=  şi dreapta de necontrolabilitate  

12 2
1 xx =  

sunt perpendiculare. 

♦ Aplicaţia 13.2. Să se studieze controlabilitatea stărilor sistemului cu ecuaţiile de stare 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−−=

++−=

uxx
xxx

uxxx

13

322

211
6

2

�
�
�

  . 
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Soluţie. Sistemul are matricea de controlabilitate 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
==

211
060
221

][ 2
3 BAABBC . 

Deoarece matricea 3C  are determinantul nul, dar conţine determinanţi de ordinul doi nenuli, 
rezultă 2rang 3 =C . Prin urmare, sistemul este necontrolabil, subspaţiul controlabil are 
dimensiunea 3rang 2cn C= = , iar subspaţiul necontrolabil are dimensiunea 1nc cn n n= − = . 

O bază cB  a subspaţiului controlabil este formată din primele două coloane ale matricei 

3C , adică 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−
−

=
11
60
21

cB , 

iar o bază ncB  a subspaţiului necontrolabil este dată de vectorul  nenul v  care verifică relaţia 

0T
cB =v , unde 1 0 1

2 6 1
T
cB ⎡ ⎤= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

; rezultă 

2
1
2

ncB
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎣ ⎦

v . 

Stările controlabile sunt de forma   

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−
−

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

βα
β
βα

βα 6
2

1
6
2

1
0
1

X , 

unde R∈βα , , deci sunt situate în planul  

022 321 =−− xxx  

din spaţiul 3R . Toate stările 3R∈X  nesituate în acest plan sunt necontrolabile. Stările 
subspaţiului necontrolabil sunt de forma  

2
1
2

X δ
−⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

,  R∈δ , 

deci sunt situate pe dreapta  
31

22 2
xx x= =

−
, 

perpendiculară pe planu de controlabilitate 

♦ Aplicaţia 13.3. Să se studieze controlabilitatea şi stabilizabilitatea sistemului liniar 
continuu cu modelul I-S-E 
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Σ :    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−−=

++−=

uxx
xxx

uxxx

13

322

211

6
2

�
�
�

,     321 xxxy −−=  . 

Să se determine partea controlabilă. 

Soluţie. Avem 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

001
610
012

A  ,     
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
0
1

B  ,     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−

−−
==

211
060
221

][ 2
3 BAABBC . 

Deoarece 2rang 3c == Cn , sistemul nu este controlabil. La acelaşi rezultat ajungem aplicând 
teorema de controlabilitate a lui Hautus. Ecuaţia caracteristică det( ) 0s A− =I , echivalentă cu 

2( 3)( 2) 0s s+ + = , 
are rădăcinile  
                                1 3s = − ,   2,3 j 2s = ± . 

Aşadar, sistemul are spectrul 
                          { 3, j 2 , j 2 }σ = − − . 

Matricea de controlabilitate a lui Hautus 

                      
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+
−+

=−=
λ

λ
λ

λλ
101
0610
1012

]I[)( BAH c  

are rangul 3 pentru j 2λ = ±  (ultimele trei coloane fiind liniar dependente numai pentru 
3−=λ  şi  2=λ ) şi rangul 2 pentru 3−=λ , rezultat ce confirmă necontrolabilitatea sistemului. 

Sistemul are spectrul controlabil { j 2 , j 2 }cσ = −  şi spectrul necontrolabil { 3}ncσ = − . 

Deoarece spectrul necontrolabil ncσ  al sistemului coincide cu spectrul stabil { 3}σ − = − , din 

teorema stabilizabilitatăţii rezultă că sistemul este stabilizabil. Acest lucru este confirmat de 
teorema de stabilizabilitate a lui Hautus, prin faptul că matricea )(λcH  are rangul 3 pentru 

toate valorile lui λ  aparţinând spectrului instabil { j 2}σ + = ± . 
O bază cB  a subspaţiului controlabil este formată din primele două coloane ale matricei 

3C , adică 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−
−

=
11
60
21

cB , 

iar o bază ncB  a subspaţiului necontrolabil este dată de vectorul  nenul v  care verifică relaţia 

0T
cB =v , adică 
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2
1
2

ncB
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Cu matricea de transformare 

                 
1 2 2

[ ] 0 6 1
1 1 2

c ncS B B
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥= = −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,      1
13 2 14

1
1 4 1

27
6 3 6

S−
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥
−⎣ ⎦

, 

se obţine forma necontrolabilă descompusă  

Σ  : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

+=

++−=

33

312

321

3
3
5

3
72

xx

xxx

uxxx

�

�

�

 ,       32 53 xxy −= , 

care evidenţiază clar necontrolabilitatea stării 3x . Prin eliminarea acestei stări, obţinem partea 
controlabilă a sistemului 

CΣ :  1 2

2 1

2x x u
x x
= − +⎧

⎨
=⎩

�
�

 ,    23y x= . 

Din 

11
0 2
1 0

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,     322 −=A , 

rezultă din nou că sistemul are spectrul controlabil  

11( ) { j 2}c Aσ σ= = ±  

şi spectrul necontrolabil   

22( ) { 3}nc Aσ σ= = − . 

♦ Aplicaţia 13.4. Să se studieze controlabilitatea şi stabilizabilitatea sistemului liniar 

Σ :   
1 1 2 3 1 2

2 2 1 2

3 1 2 2

2 2 2

2 3

x x x x u u

x x u u

x x x u

= + − − +⎧
⎪ = + +⎨
⎪ = + +⎩

�

�

�
,        1 1 3

2 1 2 12

y x x

y x x u

= −⎧
⎨

= − +⎩
. 

Să se determine partea controlabilă 

Soluţie. Avem 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=

021
010
122

A ,    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡−
=

30
11
21

B ,     

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
021
101C ,    ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

01
00D , 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡−
==

524130
111111
413021

][ 2
3 BAABBC . 

Deoarece matricea de controlabilitate 3C  are rangul 2 (linia a treia este suma primelor 
două) sistemul este necontrolabil; subspaţiul controlabil are dimensiunea 2=cn , iar 
subspaţiul necontrolabil are dimensiunea 1=ncn . Alegem baza cB  a subspaţiului controlabil 
ca fiind formată din prima şi a treia coloană a matricei 3C , apoi baza ncB  a subspaţiului 

necontrolabil sub forma vectorului nenul v  care verific relaţia 0T
cB =v ; rezultă 

                  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
==

110
111
101

][ ncc BBS ,       
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=−

111
211
112

3
11S . 

Cu matricea de transformare S , se obţine forma necontrolabilă descompusă  

         Σ :    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
++=

−+−−=

33

23212

21321

3+42
4

xx
uxxxx

uuxxx

�
�
�

 ,      
⎩
⎨
⎧

+−−−=
−−=

13212

3211

23
2+

uxxxy
xxxy

, 

care evidenţiază necontrolabilitatea stării 3x . Prin eliminarea acestei stări, obţinem partea 
controlabilă a sistemului 

CΣ :  1 2 1 2

2 1 2 22 +3

x x u u

x x x u

=− + −⎧
⎨

= +⎩

�

�
,       1 1 2

2 1 2 13 2y

y x x

x x u

=− −⎧
⎨

=− − +⎩
. 

Din 

11
0 1

1 2
A

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,     22 1A = , 

rezultă că sistemul are spectrul controlabil  

11( ) {1, 1}c Aσ σ= =  

 şi spectrul necontrolabil 
22( ) {1}nc Aσ σ= = . 
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Pentru 1=λ , matricea lui Hautus 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−−
=−=

30121
11000
21121

]I[)( BAHc λλ  

are rangul 2 (ultima linie fiind suma primelor două), fapt ce confirmă necontrolabilitatea 
sistemului. 

Deoarece spectrul necontrolabil ncσ  al sistemului nu este asimptotic stabil, din teorema 

stabilizabilităţii rezultă că sistemul nu este nici stabilizabil. Acest lucru este confirmat de 
teorema de stabilizabilitate a lui Hautus, prin faptul că matricea )(λcH  are rangul 2 pentru 

}1,1,1{=+∈σλ . 

♦ Aplicaţia 13.5. Să se determine formele canonice controlabile ale sistemului cu  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

110
201
010

A ,    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=
2
1
1

B  ,    [ ]101 −=C ,    0=D . 

Soluţie. Polinomul caracteristic 

13
110

21
01

)Idet()( 23 −−+=
+−
−−

−
=−= λλλ

λ
λ

λ
λλ AP , 

are coeficienţii 

10 −=a ,   31 −=a ,    12 =a . 

Pentru a obţine forma canonică controlabilă de tipul unu, cu relaţiile (28) determinăm 
baza 1CS , astfel: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−==
2
1
1

3 Bs ,    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=+=

1
4
0

232 BaAss ,    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=+=

1
1
1

121 BaAss , 

1

1 0 1
1 4 1
1 1 2

CS
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

,     1
1

7 1 41 1 3 2
10 3 1 4

CS −
− −⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Rezultă forma canonică ),,,(1C DCBAΣ  cu 

1
1 1

0 1 0
0 0 1
1 3 1

C CA S AS− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦
,    1

1

0
0
1

CB S B− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 ,     

[ ]1 2 1 1CC CS= = − ,    0==DD , 

adică 
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:1CΣ    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−+=
=
=

uxxxx
xx
xx

3213

32

21

3�
�
�

 ,       3212 xxxy −+= . 

Pentru a obţine forma canonică controlabilă de tipul doi, calculăm 

2
2

1 1 5
[ ] 1 5 7

2 3 8
CS B AB A B

−⎡ ⎤
= = − −⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦
,    1

2

19 7 181 6 2 2
10 7 1 4

CS −
−⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

Rezultă forma canonică ),,,(2C DCBAΣ  cu 

1
2 2

0 0 1
1 0 3
0 1 1

C CA S AS− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦
,    1

2

1
0
0

CB S B− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 ,    [ ]2 1 2 3CC CS= = − − ,    0==DD , 

adică 

:C2Σ    
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
+=

323

312

31
3
xxx
xxx

uxx

�
�
�

 ,       321 32 xxxy −+−= . 

♦ Aplicaţia 13.6. Să se studieze observabilitatea şi detectabilitatea sistemului liniar 
continuu cu modelul I-S-E 

                 :Σ     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=
−−=
++−=

uxxx
uxxx
uxxx

2
2

323

212

211

�
�
�

,      321 2xxxy ++=  .           

Soluţie. Avem 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
−

−
=

110
011
011

A ,    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

2
2
1

B ,     

[ ]211=C ,    0=D , 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

242
220
211

23
CA
CA
C

Q . 

Deoarece matricea de observabilitate 3Q  are rangul 2, sistemul este neobservabil; subspaţiul 
observabil are dimensiunea 2rang 3 == Qno , iar subspaţiul neobservabil are dimensiunea 

1=non .  

Prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice 0)Idet( =− As , echivalentă cu 0)2)(1( =++ sss , 
obţinem spectrul  

}0,1,2{ −−=σ . 



PROPRIETĂŢI STRUCTURALE ALE SISTEMELOR LINIARE    547

Matricea de observabilitate a lui Hautus, 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+−
−+

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

211
110

011
011

I)( λ
λ

λ
λλ C

AHo , 

are rangul 3  pentru 2−=λ  şi 1−=λ  (ultimele trei linii fiind liniar independente) şi rangul 2  
pentru 0=λ , fapt ce confirmă neobservabilitatea sistemului şi permite determinarea 
spectrului observabil }1,2{ −−=oσ  şi a spectrului neobservabil }0{=noσ . Deoarece spectrul 

neobservabil nu este asimptotic stabil (adică inclus în −C ), din teorema detectabilităţii rezultă 
că sistemul este nedetectabil. Acest lucru este confirmat de teorema de detectabilitate a lui 
Hautus, deoarece rangul matricei )(λoH  pentru +∈= σλ 0  este mai mic decât 3 . 

♦ Aplicaţia 13.7. Să se determine formele canonice observabile ale sistemului cu  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

110
201
010

A ,    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=
2
1
1

B  ,    [ ]101 −=C ,    0=D . 

Soluţie. Pentru a obţine forma canonică observabilă de tipul unu, calculăm 

1
1

2

1 0 1
0 0 1
0 1 1

O

C
S CA

CA

−
⎡ ⎤ −⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦

,    1

1 1 0
0 1 1
0 1 0

OS
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Rezultă forma canonică )~,
~

,~,
~

(1O DCBAΣ  cu 

1
1 1

0 1 0
0 0 1
1 3 1

O OA S AS− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦

� ,    1
1

1
2
3

OB S B−
−⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

�  , 

[ ]1 1 0 0OC CS= =� ,    0~
==DD , 

adică 

:1OΣ    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−+=
+=
−=

uxxxx
uxx

uxx

3~~3~~
2~~

~~

3213

32

21

�
�
�

 ,       1
~xy = . 

Pentru a obţine forma canonică observabilă de tipul doi, calculăm polinomul caracteristic 

3 2
1 0

( ) det( I ) 1 2 3 1
0 1 1

A
λ

λ λ λ λ λ λ
λ

−

= − = − − = + − −

− +

P , 
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care are coeficienţii 
10 −=a ,   31 −=a ,   12 =a . 

Cu relaţiile (47) determinăm baza 2OS , astfel: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
==

1
0
1

3
TCs ,    

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=+=

0
0
1

232
TT CasAs ,    

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡−
=+=

3
1
3

121
TT CasAs , 

1
2

3 1 3
1 0 0
1 0 1

OS −
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

,     2

0 1 0
1 0 3
0 1 1

OS
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

Rezultă forma canonică )~,
~

,~,
~

(2O DCBAΣ  cu 

1
2 2

0 0 1
1 0 3
0 1 1

O OA S AS− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦

� ,       1
2

2
1
1

OB S B− ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎣ ⎦

�  , 

[ ]2 0 0 1OC CS= =� ,    0==DD , 

adică 

:O2Σ    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
++=

+=

uxxx
uxxx

uxx

313

312

31

~~~
~3~~

2~~

�
�
�

 ,     3
~xy = . 

13.9.  APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C13.1.  Fie sistemul 

⎩
⎨
⎧

=

++=

− 212

211 2
xmxx

uxxx
�
�

, 

unde m  este un parametru real. Să se studieze controlabilitatea stărilor şi a sistemului, precum 
şi stabilizabilitatea sistemului. 

♦ C13.2. Să se studieze controlabilitatea şi stabilizabilitatea sistemului cu ecuaţiile de 
stare 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−−=
+−= −

13

322

211 2

mxx
uxxx

uxxx

�
�
�

  , 

unde m  este un parametru real. 
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♦ C13.3. Să se studieze controlabilitatea şi stabilizabilitatea sistemului liniar   

⎩
⎨
⎧

−=

++−=

− 22212

1211

uxmxx
uxxx

�
�

,        
⎩
⎨
⎧

−=

= +

212

211

2xxy

xxy
, 

unde m  este un parametru real. 

♦ C13.4. Să se determine formele canonice controlabile ale sistemului cu  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

110
211
010

A ,    
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

2
0
1

B  ,    [ ]111 −=C ,    0=D . 

♦ C13.5. Să se studieze observabilitatea sistemului liniar continuu cu modelul I-S-E 

:Σ    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=

−−=

++−=

323

12

211

xxx
uxx

uxxx

�
�
�

,     321 xxxy −−=  . 

♦ C13.6. Să se determine formele canonice observabile ale sistemului cu  

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

100
311
010

A ,    
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=

2
2
1

B  ,    [ ]111 −−=C ,    0=D . 
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14 
REGLAREA PRIN REACŢIE DUPĂ  

STAREA ESTIMATĂ 
 

Reglarea automată a unui sistem (proces) strict propriu ( , , )Σ A B C  presupu-
ne elaborarea unui semnal de comandă a acestuia în funcţie de ieşirea măsurată 
Y  şi de intrarea de referinţă R . Rezolvarea structurală a problemei sintezei 
sistemului de reglare se face în două etape: 

- construirea, în condiţiile observabilităţii sistemului Σ , a unui estimator de 
stare Σ

~
 a cărui ieşire X  să reconstituie asimptotic exact starea necunoscută X  

a sistemului Σ , pe baza intrării U  şi a ieşirii măsurate Y  (fig. 14.1); 
- determinarea, în condiţiile controlabilităţii sistemului Σ , a unei legi de 

comandă liniară după starea estimată, de forma  

                                             ( ) ( ) ( )U t FX t PR t=− +  ,                                           (1) 
astfel încât sistemul închis să aibă un spectru apriori fixat. 

Prin îndeplinirea condiţiei de estimare asimptotic exactă a stării X  a 
sistemului Σ , ieşirea ( )X t  a estimatorului de stare Σ

~
 converge către starea ( )X t  

atunci când t→∞ , oricare ar fi starea iniţială (0)X  şi intrarea [0, )U ∞ . 
Sistemul cΣ  format din subsistemul de comandă după stare şi estimatorul 

de stare  se numeşte compensator liniar. 

 
Fig. 14.1. Schema sistemului de reglare cu estimator de stare 

şi reacţie după starea estimată. 
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14.1. REGLAREA PRIN REACŢIE DUPĂ STARE 

Pentru sistemul continuu liniar ( , , )Σ A B C  cu m  variabile de intrare şi n  
variabile de stare, legea de comandă liniară după stare are forma (1), unde 

qR∈R  este mărimea de intrare (de referinţă) a sistemului închis (cu reacţie), 
m qP ×∈R  este matricea de precompensare, iar m nF ×∈R  este matricea de reacţie 

după stare. Dacă sistemul Σ  are o singură intrare ( 1m= ), atunci matricea de 
precompensare P  şi matricea de reacţie F  sunt de tip linie. 

Sistemul închis cu reacţie după stare ),,(, CBAPFΣ  din fig. 14.2 are modelul 

                                 F P = +
 
X A X B R
Y =CX

⎧
⎨
⎩

 ,                               (2) 

unde  
                                      FA A BF= − ,     PB BP= .                       (3) 

 
      Fig. 14.2. Sistem închis cu reacţie după stare. 

Un sistem ( , , )Σ A B C  cu n  variabile de stare se numeşte alocabil dacă 
oricare ar fi mulţimea simetrică1 0σ  de n  numere reale sau complexe, există o 
matrice de reacţie F  astfel încât spectrul sistemului cu reacţie după stare să 
coincidă cu 0σ , adică  
                                  0( )FA σσ = .                               (4) 

Se poate demonstra relativ uşor, pe baza teoremei descompunerii unui 
sistem necontrolabil (vezi cap. 13), că un sistem necontrolabil ( , , )Σ A B C  nu este 
alocabil deoarece, oricare ar fi matricele F  şi P , spectrul sistemului cu reacţie 
după stare , ( , , )ΣF P A B C  conţine spectrul necontrolabil, deci fix, al lui Σ . Mai 

complicată este demonstrarea condiţiei necesare si suficiente de alocabilitate a 
sistemului ( , , )Σ A B C .  

                                                     
1 In care fiecare număr complex apare împreună cu conjugatul său. 
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Teorema alocabilităţii spectrului prin reacţie după stare. Un sistem  este 
alocabil dacă şi numai dacă este controlabil. 

Performanţele dinamice ale sistemului de reglare după stare sunt în mare 
măsură determinate de spectrul matricei FA . Dacă sistemul Σ  este controlabil, 
prin alegerea convenabilă a matricei de reacţie F , putem obţine spectrul dorit 
(impus) 0σ  al sistemului închis (al matricei FA ), deci putem proiecta sistemul 
închis pentru a avea performanţe dinamice oricât de bune. Acest lucru nu este 
însă perfect realizabil în cazul aplicaţiilor practice, ca urmare a nivelului ridicat 
de zgomot şi gradului de incertitudine al modelului sistemului Σ . 

In cazul sistemelor cu o singură intrare ( 1m = ), procedura de alocare a 
spectrului este următoarea: 

a) Se calculează matricea de controlabilitate  
1[ ]n

nC B AB A B−=  
şi se verifică faptul că rang nC n= ; 

b) Se determină vectorul h  cu relaţia  

[0 0 1]T
nh C = ; 

c)  Se calculează matricea de reacţie F  (tip linie) cu relaţia 

                   0
0

1
(( ) I)

nT T
k

k
F h A h A λ

=
= = −∏P ,                    (5) 

unde )(0 sP  este polinomul caracteristic dorit (impus) al sistemului închis, iar 
0
1λ , …, 0

nλ  sunt rădăcinile lui )(0 sP , adică elementele spectrului impus 0σ . 

Observaţie. Procedura de alocare se simplifică în cazul unui sistem 
C1( , ,Σ A B C ) având forma canonică controlabilă de tipul unu. Astfel, dacă 

sistemul are polinomul caracteristic 
1

1 1 0( ) det( I ) n n
nA a a aλ λ λ λ λ−
−+= − = + + +P , 

 atunci alegând matricea de reacţie 

         1 0 0 1 1 1 1[ ]n nF a a aα α α − −= − − − ,                           (6) 

sistemul închis va avea polinomul caracteristic impus  
1

0 1 1 0( ) n n
nλ λ α λ α λ α−
−+= + + +P . 

Intr-adevăr, avem 
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    1 0 0 1 1 1 1

0 1 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

[ ]
0 0 0 1 0

12

n n

n

A BF a a a

α α α α

α α α − −

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥− = − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

       

0 1 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
2 nα α α α −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

deci  

1 0det [ I ( )] ( )A BFλ λ− − =P . 

Dacă sistemul controlabil Σ  nu are forma canonică controlabilă de tipul 
unu, atunci matricea de reacţie F  poate fi calculată cu relaţia (5) sau cu relaţia 

                           1
1 1CF F S −= ,                                    (7) 

unde matricea pătrată 1 1 2[ ]C nS s s s=  este definită prin relaţiile (28) de la 
capitolul 13. 

  In MATLAB, pentru calculul matricei de reacţie F  a unui sistem ( , , )Σ A B C  cu o 
singură intrare sau cu mai multe intrări, se utilizează respectiv funcţiile 

  •  function  F = acker(A,B,s), 
  •  function  F = place(A,B,s). 

Vectorul n -dimensional s  defineşte spectrul dorit 0σ  al sistemului cu reacţie după stare. 

14.2. ESTIMATOARE DE STARE 

Cel mai simplu estimator de stare (numit de de tipul 1) al sistemului strict 
propriu ( , , )Σ A B C  de ordinul n  este sistemul liniar de ordinul n  şi strict 
propriu, cu modelul 

                       1
~
Σ : )(X = AX +BU +L Y CX− ,                                  (8)  

unde X  este o estimare a stării X  a sistemului Σ , iar n pL ×∈R  este o matrice 
de corecţie aleasă convenabil. In lipsa termenului de corecţie )(L Y CW− , ecuaţia 
estimatorului coincide cu ecuaţia de stare a sistemului Σ . Dacă sistemul Σ  are o 
singură ieşire ( 1p = ), atunci matricea de corecţie L  este de tip coloană.  

Cu notaţia 
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                  LA A LC= − ,                     (9) 

modelul estimatorului de stare devine astfel: 

                          1
~
Σ :   LX = A X +BU +LY .                           (10) 

Estimatorul are ca intrări mărimile de intrare şi de ieşire (U  şi Y ) ale 
sistemului Σ , iar ca ieşire mărimea X  de estimare a stării X  a sistemului Σ . 
Spectrul estimatorului de stare este mulţimea valorilor proprii ale matricei 
pătrate LA . 

Notând eroarea de estimare cu E , adică 

E X X= − , 

din ecuaţia (8) a estimatorului şi din ecuaţiile sistemului Σ  

X AX BU= + ,    Y CX= , 

obţinem ecuaţia erorii 

                                   LE A E= ,                                        (11) 
care implică 

                 ( ) e (0)LA tE t E=  ,                             (12) 

unde (0)E  este eroarea de estimare iniţială. Din (12) rezultă că estimatorul este 
asimptotic stabil, adică lim ( ) 0

t
E t

→∞
=  oricare ar fi eroarea iniţială (0)E , dacă şi 

numai dacă toate valorile proprii ale matricei LA  au partea reală negativă. 
Ţinând seama că  

                                   ( ) ( ) ( )T T T T
L LA A A C Lσ σ σ= = − ,                               (13) 

din teorema alocabilităţii spectrului prin reacţie după stare rezultă că estimatorul 
este alocabil dacă şi numai dacă perechea ( , )T TA C  este controlabilă. In 
conformitate cu principiul dualităţii, perechea ( , )T TA C  este controlabilă dacă şi 
numai dacă perechea ( , )A C  este observabilă. Obţinem astfel 

Teorema alocabilităţii spectrului estimatorului. Estimatorul de stare (8) al 
unui sistem are spectrul  alocabil dacă şi numai dacă sistemul este observabil. 

In cazul unui sistem Σ  observabil, alegând valorile proprii ale matricei LA  
în stânga axei imaginare şi suficient de departe de aceasta, eroarea de estimare se 
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poate anula oricât de rapid. Practic, acest lucru nu este realizabil ca urmare a 
nivelului de zgomot şi gradului de incertitudine al modelului sistemului Σ . 

Observaţie. Procedeul de alocare a spectrului estimatorului este similar 
celui de la reacţia după stare. Astfel, în conformitate cu (13), dacă se doreşte ca 
estimatorul să aibă spectrul 0σ , atunci se notează TA  cu A  şi TC cu B , iar după 
aflarea matricei de reacţie F  astfel încât 0( )A BFσ σ− = , se calculează matricea 
de corecţie L  cu relaţia TL F= .  

14.3. ECUAŢIILE COMPENSATORULUI ŞI SISTEMULUI DE 
REGLARE CU ESTIMATOR ŞI REACŢIE DUPĂ STARE 

Modelul compensatorului de tipul 1, format din legea de comandă după 
starea estimată (1) şi estimatorul de stare (10), are forma 

                        CΣ : X = J X +BPR+LY 
U = FX + PR

⎧⎪
⎨

−⎪⎩
,                                (14)  

unde 
                                                 J A LC BF= − − .                       (15) 

Să considerăm acum sistemul închis cu reacţie după ieşire din fig. 14.3, 
format din sistemul liniar ( , , )Σ A B C  şi compensatorul CΣ  cu modelul (14). Prin 

eliminarea comenzii U , din ecuaţiile sistemului şi compensatorului obţinem 
modelul sistemului închis, de ordinul 2n , sub următoarea formă: 

                 0Σ :  

[ 0]

X A BF X BP
R

LC J X BPX
XY C
X

⎧ ⎡ ⎤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎨

⎡ ⎤⎪ = ⎢ ⎥⎪⎩ ⎣ ⎦

.                     (16) 

 
                              Fig. 14.3. Sistem de reglare cu compensator.  
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Datorită formei simple a relaţiei (11), modelul sistemului închis se va 
simplifica prin înlocuirea stării X  cu starea (eroarea) E . Intr-adevăr, din  

X X E= +  
şi 

( ) ( )X AX BU AX B FX PR A BF X BFE BPR= + = + − + = − − + , 

obţinem modelul sistemului închis, sub forma 

                     0Σ′ : 
0 0

[ 0 ]

F

L

X A BF X BP
R

A EE

X
Y C

E

⎧ ⎡ ⎤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥ = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤⎪ = ⎢ ⎥⎪⎩ ⎣ ⎦

.                     (17) 

Prin urmare, sistemul închis are spectrul 

                           1 ( ) ( )F LA Aσ σ σ= ∪  ,                                    (18) 

egal cu reuniunea disjunctă a spectrelor sistemului cu reacţie după stare şi 
estimatorului de stare. 

Observaţie. Problema sintezei compensatorului cu estimator de stare şi 
reacţie după stare constă în determinarea matricelor P , F  şi L  astfel încât 
sistemul închis să satisfacă anumite performanţe impuse, de regim staţionar şi 
dinamic. 

Matricea de precompensare P  nu intervine în problema alocabilităţii 
sistemului de reglare cu reacţie după stare şi estimator de stare. In consecinţă, 
această matrice rămâne disponibilă în vederea satisfacerii unor cerinţe 
suplimentare, cum ar fi cea referitoare la precizia reglării în regim staţionar. 

14.4. PRECIZIA DE REGLARE 

Pentru un sistem de reglare intern stabil la care vectorul de referinţă R  are 
dimensiunea q  egală cu dimensiunea p  a mărimii reglate Y , să notăm cu E  
eroarea de reglare, adică  

( ) ( ) ( )E t R t Y t= − , 
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corespunzătoare intrării treaptă 

0( ) 1( )R t R t= ⋅  ,  0
pR ∈R  . 

Anularea erorii staţionare  
lim ( )st
t

E E t
→∞

=  

poate fi realizată în două moduri: prin precompensare (în buclă deschisă) şi prin 
introducerea câte unui integrator pe fiecare canal de eroare (în buclă închisă). 

Deoarece starea estimată X  coincide în regim staţionar (pentru t→∞ ) cu 
starea X  a procesului, estimatorul de stare nu influenţează valoarea erorii 
staţionare stE . In consecinţă, pentru calculul erorii staţionare vom considera că 
sistemul de reglare se identifică cu sistemul cu reacţie după stare din fig. 14.2. 
Ţinând seama de (2), avem  

,( ) ( ) ( )F PY s G s R s= ,    1
, ( ) ( I )F P F PG s C s A B−= − , 

deci 
1 0

,( ) ( ) ( ) ( ) [I ( I ) ]F P F P
RE s R s G s R s C s A B
s

−= − = − − , 

1
0

0
lim ( ) [I ( ) ]st
s

E sE s C A BF BP R−

→
= = + − . 

Prin urmare, eroarea staţionară este nulă pentru orice funcţie de intrare tip 
treaptă dacă şi numai dacă are loc relaţia 

                        1I ( ) 0C A BF BP−+ − = .                            (19) 

In cazul unui sistem de reglare la care numărul m  al mărimilor de comandă,  
numărul q  al mărimilor de referinţă şi numărul p  al mărimilor reglate sunt 

egale, iar matricea pătrată 1( )C A BF B−−  este nesingulară, din (19) rezultă 
următoarea expresie a matricei pătrate de precompensare: 

                         1 1[ ( ) ]P C A BF B− −= − − .                      (20) 

Rezolvarea problemei anulării erorii staţionare prin precompensare nu oferă 
o soluţie practică robustă, datorită incertitudinii modelului sistemului Σ . 
Problema poate fi însă rezolvată într-o manieră structural robustă prin adăugarea 
unui set de p  integratoare, câte unul pe fiecare canal de eroare. 
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14.5.  APLICAŢII REZOLVATE 

♦ Aplicaţia 14.1.  Pentru sistemul ),,,( DCBAΣ  de la aplicaţia 13.5, având 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

110
201
010

A ,     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

2
1
1

B , 

să se determine matricea de reacţie după stare F  astfel încât sistemul de reglare să aibă 
spectrul }1,1,2{0 −−−=σ . 

Soluţie. Deoarece matricea de controlabilitate 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−−

−
==

832
751
511

][ 2
3 BAABBC  

are rangul 3 , sistemul este controlabil, deci alocabil. 
Din  

]100[3 =ChT  

obţinem ]4,01,07,0[ −−=Th , iar din  
2

0( ) ( 2)( 1)λ λ λ= + +P  
rezultă   

2
0

6 8 6
( ) ( 2I)( I) 8 12 10

3 5 4
A A A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P . 

Prin urmare, în conformitate cu (5), avem 

0( ) [2,2 2,4 1,6]TF h A= =P . 

Sistemul cu reacţie după stare are matricea 

11 7 8
1 16 12 18
5

22 19 21
FA A BF

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = ⎢ ⎥
− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

cu spectrul }1,1,2{)( −−−=FAσ . 

Aceeaşi matrice de reacţie F  poate fi obţinută pe baza relaţiilor (6) şi (7). Utilizând 
unele rezultate din cadrul aplicaţiei 13.5, avem 

3 2 3 2
2 1 0( ) 3 1a a aλ λ λ λ λ λ λ= + + + = + − −P , 

3 1 3 2
0 2 1 0( ) 4 5 2nαλ λ λ α λ α λ λ λ−+= + + = + + +P , 

1 0 0 1 1 2 2[ ] [3 8 3]F a a aα α α= − − − =  , 
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1
1

7 1 41 1 3 2
10 3 1 4

CS −
− −⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ,     [ ]1
1 1

1 22 24 16
10CF F S −= = . 

♦ Aplicaţia 14.2.  Pentru sistemul ),,( CBAΣ cu 

A = 
0 0 0,1
1 0 0,8
0 1 1,7

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

,      B = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

0
1
4

,      C = [ 0   0   1 ] , 

să se proiecteze estimatorul de stare de tipul 1 care să aibă spectrul  }2,2,2{)( −−−=LAσ . 

Soluţie. Notând TA  cu A  şi TC  cu B , avem 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−−
=

1,70,80,1
100
010

A ,      
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

1
0
0

B . 

Deoarece perechea ),( BA  are forma canonică controlabilă de tipul unu, în conformitate cu 
relaţia (6), din 

3 21,7( ) det( I ) 0,8 0,1Aλ λ λ λ λ+= − = + +P  
şi 

3 3 2
0 6( ) ( 2) 12 8λ λ λ λ λ+= + = + +P , 

rezultă 
[8 0,1 12 0,8 6 1,7] [7,9 11,2 4,3]F = − − − = , 

deci 

                               
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==

4,3
11,2
7,9

TFL . 

Estimatorul proiectat are  

                 
0 0 0,1 7,9 0 0 8
1 0 0,8 11,2 [0 0 1] 1 0 12
0 1 1,7 4,3 0 1 6

LA A LC
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − − = −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

şi, în conformitate cu (10), are ecuaţiile de stare 

                  
1 3

2 1 3

3 2 3

8 4 7,9
12 11,2
6 4,3

x x u y
x x x u y
x x x y

⎧ = − + +
⎪

= − + +⎨
⎪ = − +⎩

 . 

Se poate verifica imediat că ( ) { 2, 2, 2}LAσ = − − − . 



PROPRIETĂŢI STRUCTURALE ALE SISTEMELOR LINIARE    561

14.6.  APLICAŢII DE AUTOCONTROL 

♦ C14.1. Pentru sistemul ),,,( DCBAΣ  cu 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

110
121
030

A ,     
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

2
1
0

B  , 

să se determine matricea de reacţie după stare F  astfel încât sistemul de reglare să aibă 
spectrul }1,1,1{0 −−−=σ . 

♦ C14.2. Pentru sistemul ),,( CBAΣ  cu 

                       
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−
−

=
110
201
100

A ,      [ ]120=C , 

să se proiecteze estimatorul de stare de tipul 1 care să aibă spectrul  }1,1,1{)( −−−=LAσ . 

♦ C14.3. Pentru sistemul ),,( CBAΣ  cu 

                
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−
−

=
110
201
100

A ,   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

1
1
0

B ,    C = [ 0   2   1 ],    D=0, 

să se proiecteze un compensator astfel astfel încât sistemul cu reacţie după stare şi estimatorul 
de stare de tipul 1 să aibă fiecare spectrul }1,1,1{ −−−=σ , iar eroarea staţionară la referinţă 
treaptă să fie nulă. 
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RĂSPUNSURI  
LA APLICAŢIILE DE AUTOCONTROL 

 
 

C2.1.   
2

2 2
1 2 2 2 12

d u du
TT T u u

dtdt
+ + = ,  unde  1T RC= , 

R
LT =2 . 

C2.2.   a)  
2

2 2
1 2 2 2 12

1
2

d u du
TT T u u

dtdt
+ + = ,  unde  RCT 21 = , 

R
LT

22 = ; 

     b)   
⎩
⎨
⎧

−=

+−=

212

121

2

2

xxxRC

uxRxL
�

�
,     22 Rxu = . 

C2.3.   222211112121 )()( ukuukuykkyyM ++−−=++++ ����� αααα .  

C2.4.   
⎩
⎨
⎧

+−=

++−=

2211122

21111

)(

)(

xkkgxkxA

QxxgkxA
�

�
,     

⎩
⎨
⎧

=

=

22

11

xh

xh
.   

C2.5.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+++−=

2
32

1
2

22

1
2

2
1

21
11

)11(1

11)11(

x
RR

x
R

xC

p
R

x
R

x
RR

xC s

�

�
,     

⎩
⎨
⎧

=

=

22

11

xp

xp
, 

unde 
RT
MVC 1

1 =  şi  
RT

MVC 2
2 =  sunt capacităţile pneumatice ale vaselor.  

C2.6.   Din 

  2 2 1( )
AE

G h h
L

− = −Δ Δ ,   

rezultă 2
1 2( )

dG AE
V V

dt L
= − , iar în final 

                   2
1 2 1

dG
T G kV

dt
+ = ,     

unde   
AEk
LT

2
1 = ,  

2

1
k

k = . 

C2.7.   Din 

  1
1 11 1

di
u R i L e

dt
= + + ,   2ee k I= ω ,  

  a r
d

J m m
dt

=
ω

  − ,    2 1a mm k I i= , 

rezultă 
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2

1 2 1 1 1 2 22 ( )r
r

d d dm
T T T k u k T m

dt dtdt
+ + = − +

ω ω
ω , 

unde   

                  2
2

1
1 Ikk

JRT
me

= ,  
1

1
2 R

LT = ,  
2

1
1
Ik

k
e

=  şi 2
2

1
2 Ikk

Rk
me

= . 

C2.8.    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+−−−=

=

=

uxxxx

xx

xx

5
1

5
8

5
1

3213

32

21

�

�

�

 ,    31 4xxy +=  . 

C2.9.    
⎩
⎨
⎧

+−=

=

uxx

xx

22

21

5�

�
 ,    uxxy 420 21 +−= .   

C2.10.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

+−=+

)()1(

)()1(

)()(5,0)(2)1(

23

12

311

txtx

txtx

tutxtxtx

 ,    )()(5,5)(2)( 31 tutxtxty +−= . 

C2.11.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+

+−=+

)()1(

)()1(

)()(4,0)()1(

23

12

211

txtx

txtx

tutxtxtx

 ,     )(2)()( 31 txtxty += . 

C2.12.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
=+

=+

+−=+

)()1(
)()1(

)()1(

)()(2)()1(5

34
23

12

311

txtx
txtx

txtx

tutxtxtx

,       )(2)( 4 txty = . 

C2.13. Pentru 2−=m :   uuyy +−=− �� 3 .    
  Pentru 2−≠m :   umuuymy )12(2)14( +−−=−+ ����� .   

C2.14. Pentru 0=m :   )1()1(2)( −=−+ tutyty .    
Pentru 0≠m :   )2()1()1()2()2()1()1()( −−+−=−−+−++ tumtutymtymty .   

C2.15. )1(6)()1()( −+−=−+ tututyty . 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  
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C3.1. 5e
5
2)(

t
th

−

= ,  0≥t . 

C3.2. 5e5
71)(

t
th

−

−= ,  )(
5
2e

25
7)( 05 ttg

t
δ−=

−

,  0≥t . 

C3.3. 32 e6e42)(
tt

th
−−

−+= ,  0≥t . 

C3.4. 32 e2e31)(
tt

th
−−

+−= ,  0≥t . 

C3.5. 32 e5e5)(
tt

th
−−

+−= ,  0≥t . 

C3.6. 6e66)(
t

tth
−

+−= ,  0≥t . 

C3.7. 0>m ;   )
5

sin3
5

(cose1)( 5
3 ttth
t

+−=
−

,  0≥t . 

C3.8. )
5

sin
5

(cose1)( 5
3 ttth
t

−−=
−

,  0≥t . 

C3.9. )e(e
10
1)( 6 t

t
ty −

−

−= ,  0≥t . 

C3.10. ttty
t

cos3sine6)( 3 −+=
−

,  0≥t . 

C3.11. 0)( =ty ,  R∈t . 

C3.12. a) )e1(3)( 4
t

t
−

−=v ,  0≥t ;   b) )e5e41(6)( 54
tt

ty
−−

−+= ,  0≥t . 

C3.13. a) uuyyy +=++ ���� 265 ;   b) )
5

sin
5

(cose
2
1

2
1)( 5

3 ttty
t

+−=
−

; 

              c) uuueee ++=++ ������ 65265 ;  d) )
5

sin3
5

(cose
2
1

2
1)( 5

3 ttte
t

++=
−

. 

C3.14. a) 30 e
3
1)()(

t
tty

−

−=δ ;   b) )e1(3)( 3
t

ty
−

−= ; 
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                c) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞∈−−

∈= −

−

),3[,e)1(e

)3[0, ,e)(
3

3

t

tty t

t

   

  .   

C3.15. ),1[]1,( ∞∪−−∞∈m ;    ttth −− ⋅+⋅−= 5
3
22

3
82)( ,   )52(

3
8)( tttg −− −= . 

C3.16. )]
2

sin2
2

(cos21[
5
8)( ttth t ππ

+−= − ;   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

=
= − 1,

2
cos2

0,0
)( 3 tt

t
tg t π . 

C3.17. 
3

sin32
3

cos2)1(3)( ttth t ππ
+−−−= ;  

3
sin32

3
cos2)1(2)( 1 tttg t ππ

++−= + . 

C3.18. 
⎩
⎨
⎧

≥−

=
=

− 4,22

3,2,1,0,0
)(

5 t

t
th

t
;     

⎩
⎨
⎧

≥

=
=

− 5,2

4,3,2,1,0,0
)(

5 t

t
tg

t
. 

C3.19. 
15

1
1710

12)( 21 +
=

++
+

=
sss

ssG ;   
15

1)(2 +
=

s
sG . 

C3.20. 
2

1)( 21 ++
+

=
mss

ssG ;  
2

1)(2 +
=

s
sG ;  3=m ;    

C3.21. 
34

2)()( 221 ++
==

ss
sGsG .    

C3.22. 1

1

21 2
4)()( −

−

−
==

z
zzGzG .    

C3.23. 
162

)12(2)( 23 +++
+

=
smss

ssG . Numitorul are rădăcina 2/1−  pentru 9=m , când 

14
2)( 2 ++

=
ss

sG . Prin urmare, pentru 9=m , sistemul nu este minimal şi are forma 

minimală uyyy 24 =++ ��� . 

C3.24. 21

1

6
1)(

−−

−

++
+

=
zmz

zzG . Numitorul are rădăcina 1−  pentru 7=m , când 

16
1)(

−+
=

z
sG . Sistemul este minimal pentru 7≠m . In cazul 7=m , sistemul 

are forma minimală )()1(6)(6 tutyty =−+ . 

C3.25. Discretizatul propriu-zis: 

211121 )1()1()1( −−−− −−+−+=++− kkkkk uappKTupaKTpyypy , 
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unde 1/e TTp −=  şi 1/a T T= ;    

Discretizatul aproximativ: 

    121)2()1( −−− =++−+ kkkk uaKTyyaya . 

C3.26. Discretizatul propriu zis în cazul 21 TT ≠ : 

      2121 )
1

()
1

1()( −−−− −
−

−+
−
−

−=++− kkkkk u
c

pcqpqu
c

qcppqyyqpy , 

unde 1/e TTp −= ,  2/e TTq −=  şi 
2

1
T
T

c = ;    

Discretizatul propriu-zis în cazul 21 TT = : 

          212
2

1 )1()1(2 −−−− −−−−−=+− kkkkk uappuappyppyy , 

unde 1/e TTp −=  şi 
1T

Ta = ;    

Discretizatul aproximativ: 
        121)2()1( −−− =+−++−++ kkkk abuyyabbayba , 

unde 1/TTa =  şi 2/TTb = .   

C3.27. 1/

1

1 )1(1)( TteTtg −−+= τ , 
1

1)0( Tg τ= ; 

  Necesitatea: 00)0( 1 ≥⇒≥ τg . 
Suficienţa:   01)(0 1/

1 ≥−≥⇒≥ − Ttetgτ . 

C3.28. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−
=
=

=
− 2,)2(

1,1
0,0

)(
2 taa

t
t

tg
t

  ; 20)( ≥⇔≥ atg .     

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C4.1.  0>m ; 
tttx 2

1 ee42)( 2−+−= ;   tttx 2
2 ee41)( 4+−= ;     

  ttty 2
1 ee83)( 6−+−= ;   tty 2

2 e21)( +−=  

C4.2. a)  tttx 23
1 ee5)( 6 −−+= ;   tttx 23

2 ee25)( 3 −−−= ;     
       ttty 23 ee315)( 12 −−−= . 

b)  tttg 23 ee9)( 24 −+−= . 

C4.3. a) tttx 35)1()(1 ⋅−−= ;   tttx 35)1(34)(2 ⋅+−+−= ;     
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      tty )1(44)( −+−= .   

b) tttx 3)1()(1 −−= ;   tttx 3)1(34)(2 +−+−= ;     
      tty )1(44)( −+−= .   

C4.4. Σ :   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

2

1

2

1

2

1  
1 1

02
  =  

 
        ,   

2

1
  +  

 
 

33

3 1
 

2
1 =  

 x

x

y

y
u

x

x

x

x

�

�
 ,   

C4.5. 11 −=λ , 22 −=λ ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

11

12
V  ,  ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=−

21

11
1V . 

Discretizatul propriu-zis: 

:0Σ   )( 
1

1
 

2
1 

)( 

)(
 

2

22 2
  

)( 

)(

2

1

2

1 tub
tx

tx

baba

baba

Ttx

Ttx
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−−

+−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

+
 ,  

      )()()( 21 txtxty += , 

unde Ta −= e , Tb 2e−= . 
 Discretizatul aproximativ: 

    :
~
Σ   )( 

1

1
  

)( 

)(
 

31

2 1
  

)( 

)(

2

1

2

1 tuT
tx

tx

TT

T

Ttx

Ttx
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

+
 ,  

       )()()( 21 txtxty += . 

C4.6. a)  000 00 0 )(I)(e)de()de()( XtXXXuABUutX l
Att Aut Au

f −=−=== ∫∫ . 

b)  )(ee)( 00 tXXBUtX l
AtAt

f ===� . 

C4.7. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

=

)62(
9
1

212

21

uxxx

xx

�

�
 ,      21 3xxy += . 

C4.8. 
⎩
⎨
⎧

+−−=

=

uxxx

xx

212

21

72�

�
 ,      uxxy 4257 21 +−−= . 

C4.9. 
2
3

2
1

≤≤
− m  .      

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  



RĂSUNSURI LA APLICAŢIILE DE AUTOCONTROL    

  

569

C5.1.  
17
12)(

+
+

=
s
ssG . 

a) 
17

51
)17(

12)(
+

−=
+
+

=
ssss

ssY ;   7e
7
51)(

t

ty
−

−= ,  0≥t . 

b) 
)17(7

5
7
2

17
12)(

+
+=

+
+

=
ss

ssY ;   70 e
49
5)(

7
2)(

t

tty
−

+δ= ,  0≥t . 

c) 
17

3551
)17(

12)( 22 +
−+=

+
+

=
sssss

ssY ;   7e55)(
t

tty
−

−+= ,  0≥t . 

d) )
14

1820
17

35(
53
1

)14)(17(
)12(2)( 22 +

−
−

+
=

++
+

=
s
s

sss
ssY ;    

    )
2

sin9
2

cos55(
53
1)( 7e ttty

t

+−=
−

,  0≥t . 

C5.2.  
12

2)(
+

=
s

sG ;   )
12

21(2
)12(

2)(
+

−=
+

=
ssss

sH ;   )1(2)( 2e
t

th
−

−= ,  0≥t ;    

            2e)(
t

tg
−

= ,  0≥t ; 

uyy 22 =+� . 

C5.3.  
243

13)( 2 ++
+

=
ss

ssG ;    

           
2222 )3/2()3/2(

3/21
243

231
)243(

)13(2)(2
++

−
−=

++
−

−=
++

+
=

s
s

sss
s

ssss
ssH , 

            )
2
3sin22

2
3(cos1)(2 3

2

e ttth
t

−−=
−

,  0≥t . 

C5.4.  
2544

138)( 23

2

+++
++

=
sss

sssG .   

           a)  2)()0( =∞=+ Gh ;    b)  
4
3)0( 1 ==+′ −

n

n
a

b
h ;  c)  

2
1)0()( ==∞ Gh . 

C5.5.   a) 
14
13)(1 +

+
=

s
ssG ,   

15
2)(2 +

=
s

sG ,   
)15)(14(

)13(2)(
++

+
=

ss
ssG . 

b) 
14

11
)14(

13)(
+

−=
+

+
=

ssss
ssV ;   4e

4
11)(

t

ty
−

−= ,  0≥t . 

c) 
15

20
14

82
)15)(14(

)13(2)(
+

−
+

+=
++

+
=

ssssss
ssY ;   )21(2)( 54 ee

tt

ty
−−

−+= ,  0≥t . 
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C5.6.   a) 
14

1)(1 +
=

s
sG ,   

12
1)(2 +

=
s

sG ,   
)234(2

12)( 2 ++
+

=
ss

ssG . 

b) 
2222 )8/23()8/3(

8/5)8/3(1
234

141
)234(

24)(4
++

−+
−=

++
−

−=
++

+
=

s
s

sss
s

ssss
ssY ;  

    )
8
23sin

23
5

8
23(cos1)(4 8

3

e ttty
t

−−=
−

,  0≥t . 

C5.7.  1
1

4 1( )
(10 1)
sG s

T s s
+=

+
,   2

2 1( )
4 1
sG s
s
+=
+

,   2
1 1

4 1( )
10 ( 2) 1

sG s
T s T s

+=
+ + +

. 

a)  2
4 1 4 1( )

360 38 1 (18 1)(20 1)
s sG s

s s s s
+ += =

+ + + +
; 

     4 1 1 126 160( )
(18 1)(20 1) 18 1 20 1

sY s
s s s s s s

+= = + −
+ + + +

;   

     /18 /20( ) 1 7 8e et ty t − −= + − ,  0≥t . 

b)  2
2 2

2 2

1 3 1( )4 1 1 4 1 1 10 4 5( ) 1 1 1 120 4 1 20 5( ) ( )
10 5 10 5

ss sG s
s s s s

+ + ⋅+ += = ⋅ = ⋅
+ + + + + +

; 

     2 2
2 2

2 2

1 1( ) 0,54 1 1 20 1 1 10 5( ) 1 1 1 1(20 4 1) 20 4 1 ( ) ( )
10 5 10 5

ss s sY s
s s s s s s s ss s

+ − ⋅+= = − = − = −
+ + + + + + + +

;   

     /10( ) 1 (cos /5 0,5sin /5)e ty t t t−= − − ,  0≥t . 

C5.8.   a)  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+

+−
=− −

22

31

)4)(1(
1)I( 1

s

s

ss
As  , 

                  
1

2)I()( 1
−
−

=+−= −
s

pDBAsCsG ,     )1)(2()( e −−= tpth . 

   b)  Sistemul I-S-E nu este minimal deoarece are ordinul 2, iar funcţia sa de 
transfer are    ordinul 1. 

C5.9.   a)  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+

++
=− −

41

32

)5)(1(
1)I( 1

s

s

ss
As  , 

                  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−−−

+−−

++
=+−= −

2222

827

)5)(1(
1)I()( 1

ss

ss

ss
DBAsCsG . 
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b)  
)5(10

1
)1(2

3
5
8

)5)(1(
82)()()( 2121 +

−
+

−=
++

+
==

ssssss
ssUsGsY ; 

      ttty 5
1 ee

10
1

2
3

5
8)( −− −−= . 

C5.10.   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+

−++
=− −

12

1

212
1)I( 2

1

s

ps

pss
As  ,  

              2
212

23)I()( 2
1 +

−++
−+

−=+−= −

pss
psDBAsCsG ; 

              
3
522

3
1)(

+
+

=+
+
−

=
s
s

s
sG  pentru 2=p ;  

s
s

s
sG 1221)( −

=+
−

=  pentru 
2
1

=p . 

C5.11.  Pentru  21 TT < , avem 21 TTτ << .  

      ])()[(11)( 21 /
2

/
1

12
ee TtTt τTτT

TT
th −− −−−

−
+= . 

       2
12

2
21)/1/1(

)(
)(

0)( 21e
TτT
TτT

th TTt
−

−
=⇔=′′ − .  

Există 0>t  dacă 1
)(
)(

2
12

2
21 >

−

−

TτT
TτT

, adică 
21

111
TT

+>
τ

. 

C5.12. Se ţine seama că sistemul semipropriu cu funcţia de transfer )()(1 ssGsG =  are 
funcţia indicială )()(1 thth ′= , deci )0()0( 1 ++ ′=′′ hh , apoi se aplică formula (22’) în 
condiţia 1(0 ) 0h +′ > .  

Aplicând C5.12 în condiţiile sistemului de la C5.11, rezultă 1 2

1 2

1 T T
TTτ
+

> , adică 

1 2

1 1 1
T Tτ

> + . In plus, dacă răspunsul indicial este strict convex în origine, atunci are un 

punct de inflexiune la un moment 0t >  

C5.13. Răspunsul la intrare impuls Dirac este 2/e)( ttg −= . Deoarece sistemul este 
liniar şi are semnalul de intrare )(tu  de infinit ori mai mic decât impulsul Dirac, 
răspunsul )(ty  este de infinit ori mai mic decât )(tg , adică 0)( =ty  pentru 0≥t . 

C5.14.   2
1 1 1(0 ) lim ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) 0

(2 1)( 1)s s s

sy sY s sG s U s s
s Ts ss

+
→∞ →∞ →∞

+= = = ⋅ ⋅ + =
+ +

. 

        
0 0 0

1( ) lim ( ) lim ( ) ( ) lim 0 0
(2 1)( 1)s s s

sy sY s sG s U s s
s Ts→ → →

+∞ = = = ⋅ ⋅ =
+ +

. 



SISTEME DE REGLARE AUTOMATĂ – Teorie şi Aplicaţii 572

C5.15.   1
4

( )
17 2rG s

s
=

+
;   2 2

7 142
( )

1220 607 71r
s

G s
s s
− +

=
+ +

. 

 
C5.16. Sistemul are polii 1 1/15p = −  şi 2 3 / 4p = − , cu 1 2p p> . Deoarece 1 2p p�  

( 2 1
45

0
4

p p= < ), prin eliminarea modului serial asociat polului 2p  - relaţia (119), 

rezultă  
3

( )
3(15 1)r

s
G s

s
+

=
+

. 

 
C5.17. Sistemul are polii 1 1/16p = − , 2 1/ 2p = −  şi 3 1p = − , cu 1 2 3p p p> > . 

Deoarece 1 2p p�  ( 2 18 0p p= < ), prin eliminarea modurilor seriale asociate polilor 

2p  şi 3p - relaţia (119), rezultă  
2

( )
16 1rG s

s
=

+
. 

 

C5.18. Din condiţia ca funcţiile cu acelaşi termen liber 
2 2

1( ) ( 1)e ( 1)(1 )
1! 2 !

s s s
f s Ts Tsτ τ τ

= + = + + + +"  

şi  
)1)(1()( 212 ++= sTsTsf , 

să aibă şi termenii în s  şi 2s  egali., rezultă 

1 2T T T τ+ = + ,   
2

1 2 2
TT T

τ
τ= + , 

din care obţinem 

2
1

( )
( / 2) ( ) 1rG s
T s T sτ τ τ

=
+ + + +

. 

 

C5.19. Din condiţia ca funcţiile cu acelaşi termen liber 
2 2

1( ) e 1 (1 ) 1
1! 2 !

s s s
f s Ts Tsτ τ τ

= + = + + + +"  

şi  
)1)(1()( 212 ++= sTsTsf , 

să aibă egali şi termenii în s  şi 2s , rezultă 

1 2T T T+ = ,   1 2TT Tτ= , 
din care obţinem 

2
1

( )
1rG s

T s Tsτ
=

+ +
. 
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C5.20.  2
1

2
1

11

1 )1(
)1(

1
)(

ksT
CksTB

sT
AsG

++
++

+
+

= ,  

unde 

       )1(2

111
−=

TTk
C ττ ,    2

2

2
1

2
1

2

4
C

T
k
kA

τ
+= ,    A

T
B −= 2

1

2τ . 

   0e)sincos()( 1

1

1

1

1
1 ≥++=

−
T

t

t
T
kCt

T
kBAtgT ,  

deoarece 

                0])1(
2

[
2 2

1

2
12

1

2
2

2
1

22
1222 ≥−−−=−−

T
k

T
k

T
k

CBA τττ
. 

C5.21.  Se ţine seama de Propoziţia 1’. Avem 953 << , 764 <<  şi 
        3 4<  
         3 5 4 6+ < +  
           3 5 9 4 6 7+ + = + + . 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C6.1.     
1 3 1 21

1 2 1 2
2 4( )

3 2 3 2
z z z zG z z

z z z z
− − − −−

− − − −
+ −= =− +

− − − −
 

                       
11 1

1 1 1 1
34 11[ 1 ] [ 1 ]

(1 )(3 2 ) 5(1 ) 5(3 2 )
zz z

z z z z
−− −

− − − −
−= − + = − + +

− + − +
 

                       1
1 1

3 11 1[ 1 ]
155(1 ) 5(1 ( 2 /3) )

z
z z

−
− −

= − + + ⋅
− − −

, 

                         ( ) 1
0 o o3 11 2( ) ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)

5 5 3
t

g t t t tδ
−−=− − + ⋅ − + ⋅ − ,       0t ≥ , 

deci 
    (0) 0g = , 

     3 11 1(1) 1
5 3 3

g =− + + = , 

    ( ) 13 11 2( ) , 2,3, . . .
5 5 3

t
g t t

−−= + =  

C6.2.   
2

1 1
0,45( )

(1 0,4 )(1 0,5 )
zG z

z z

−

− −
=

+ +
; 

2

1 1 1
0,45( )

(1 )(1 0,4 )(1 0,5 )
zH z

z z z

−

− − −
=

− + +
 

         1 1 1
3 45 3

14(1 ) 14(1 0,4 ) 1 0,5z z z− − −
= − +

− + +
; 
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 3 [1 15( 0,4) 14( 0.5) ]
14

k k
kh = − − + − ;  0,1, 2,k = …  

 0 0g = ; 

 1
9[ 5( 0,4) 4( 0.5) ]
4

k k
k k kg h h −= − = − − + −   pentru  1, 2,3,k = … . 

C6.3.   
1 2

1 1
3 4( )

(2 )(8 )
z zG z
z z

− −

− −
+=

− −
; 

1 2

1 1 1
3 4( )

(1 )(2 )(8 )
z zH z

z z z
− −

− − −
+=

− − −
 

         1 1 1
201 11

1 3(2 ) 3(8 )z z z− − −
= − +

− − −
; 

         1 1 1
51 11

1 6(1 0,5 ) 6(1 0,125 )z z z− − −
= − +

− − −
; 

 5111 0,5 0,125
6 6

k k
kh = − ⋅ + ⋅ . 

C6.4.   (a)  1
5( )
8

G z K= = ,  
2

2 1 2( )
2

zG z
z z

−

− −
=

− −
 ; 

        
2 21 2

1 2 1 11 2

( ) ( ) 5 5( )
1 ( ) ( ) 16 8 3 (4 3 )(4 )YU

G z G z z zG z
G z G z z z z z

− −

− − − −
= = =

+ − − − +
 ; 

                  
2

1 1 1 1 1 1
5 51 1( )

(1 )(4 3 )(4 ) 1 4 3 4
zY z

z z z z z z
−

− − − − − −
= = − +

− − + − − +
 

                          1 1 1
51 1

1 4(1 0,75 ) 4(1 0,25 )z z z− − −
= − +

− − +
 ; 

                 11 1,25 0,75 ( 0 ,25)k k
ky += − ⋅ − − ,     0 ,1,2 ,k = …  

b)       
21 2

1 21 2

( ) ( )( )
1 ( ) ( ) 2 ( 1)YU

G z G z KzG z
G z G z z K z

−

− −
= =

+ − + −
 ; 

           2( ) 2 1P z z z K= − + −  -  polinomul caracteristic. 

Pentru 9 /8K = , avem 1 ,2 1/ 4z = . 

Pentru 9 /8 3K< ≤ , avem 1,2
1 8 9

4
j K

z
± −

= ,  1 ,2
1 (8 9 ) 1 1

4 2
K Kz

+ − −= = ≤ . 

Pentru 0 9 /8K< < , avem 1,2
1 9 8

4
Kz ± −= ,  1 ,2

1 9 8 1 9 1
4 4

Kz + − +≤ < = . 
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C6.5.  Discretizatul propriu-zis: 

                
1 2

1 2
(1 0,4sin cos ) (1 0,4sin cos )( )

1 2cos
z zG z

z z
α α α α

α

− −

− −

+ − + − −
=

− +
 ,    

5
Tα = , 

           1 2 1 22cos (1 0,4sin cos ) (1 0,4sin cos )k k k k ky y y u uα α α α α− − − −− + = + − + − − . 

Discretizatul aproximativ: 

                                1 2 1
1 12

2
25 2k k k k k

k k
y y y u u

y u
TT

− − −
− −

− + −
⋅ + = ⋅ + , 

                               
2

1 2 1
( 2 ) 2( 2 )

25 25 25k k k k k
T TT Ty y y u u− − −

+
− − + = − . 

C6.6.  a) Avem 
/12 1/12e e 0 ,92Tp − −= = ≈ ;   

1 2
o o o o 1

1 1
(1 ) (1 )e 1( ) ( ) (e ) ( )11 1 11 1 1 1E P T

s s p z p zG G G zs s pz pz

− −−
− −

− −
− −= = = =+ + − −

, 

2
o

1 1
(1 )( ) 1 ( ) ( ) 1

(1 )(1 )R E P T
K p zP z G z G G G
z pz

−

− −
−= + ⋅ = +

− −
, 

1 1

1 2
(1 )(1 )1( ) ( ) 1 (1 ) ( )ER

z p zG z P z p z p K Kp z
− −

− −
− −= =

− + + + −
, 

                  
1

1 2( ) 1( ) ( )
1 (1 ) ( )ERE z R pzG s z

p z p K Kp z

−

− −⋅
−= =

− + + + −
 

                           
1

1 2
1 0, 92

1 1, 92 (0, 92 0, 08 )
z

z K z

−

− −
−=

− + +
. 

     

b)   
1 1

1 2 1 1( ) 1 0, 92 1 0, 92
1 1,92 0,9212 (1 0, 94 )(1 0, 98 )

E z z z
z z z z

− −

− − − −
− −= =

− + − −
 

                                                        1 1
1,5 0, 5

1 0,98 1 0,94z z− −= −
− −

, 

                                 1, 5 0, 98 0, 5 0, 94k k
kε = ⋅ − ⋅ ,   0 ,1,2 ,k = …  

c)   
1 1 1

1 2 1 2 1 2( ) 1 0,92 1 0, 96 0, 28
1 2 0,96 1 2 0,96 7(1 2 0,96 )

E z z z z
z z z z z z

− − −

− − − − − −
− −= = +

− ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +
, 

                                  1cos sin
7k k kε ω ω= + ,     0 ,1,2 ,k = …  

where   
0 ,28 7atan atan
0,96 24

ω = = . 
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d)   2( ) 1,92 0,92 0,08P z z z K= − + +  -  polinomul caracteristic. 

Pentru 0 .02K = , avem 1,2 0 .96z = . 

Pentru 0 .02 1K< ≤ , avem  

                               1 ,2 0 ,96 0,08( 0,02)z j K= ± − ,   

             2 2
1 ,2 0 ,96 0,08( 0,02) 0 ,96 0,08 0,98 1z K= + − ≤ + ⋅ = . 

Pentru 0 0.02K< < , avem 

                                   1 ,2 0 ,96 0,08( 0 ,02 )z K= ± − , 

             1 ,2 0 ,96 0,08( 0 ,02 ) 0 ,96 0,08 0,02 1z K≤ + − < + ⋅ = . 

C6.7.  Avem (0) ( ) 0g G= ∞ = , iar din 

1 1( ) a c b cG z
a b z a a b z b

− += ⋅ + ⋅
+ − + +

, 

rezultă 

1 1( ) ( )t ta c b cg t a b
a b a b

− −− += ⋅ + ⋅ −
+ +

,    1t ≥ , 

deci 

(1) 1a c b cg
a b a b

− += + =
+ +

.   

Condiţia a b c≥ +  este necesară ca sistemul să fie C-monotonic, deoarece 

(2) ( )a c b cg a b a b c
a b a b

− += ⋅ + ⋅ − = − −
+ +

. 

Condiţia a b c≥ +  este suficientă ca sistemul să fie C-monotonic, deoarece 

1 1 1 2 2( ) ( ) 0t t t t ta c b c a c b cg t a b a a b a b c a
a b a b a b a b

− − − − −− + − +≥ ⋅ − ⋅ ≥ ⋅ − ⋅ = − − ≥
+ + + +

. 

C6.8.  Deoarece 
(1)g a b c d= − − − , 

condiţia a b c d≥ + +  este necesară. In conformitate cu aplicaţia 6.12, sistemul cu 
funcţia de transfer 

1
1( )

( )( )
G z

z a z b
=

− +
 

este C-monotonic dacă şi numai dacă 0a b− ≥ . Această condiţie este satisfăcută 
deoarece 0a b c d− ≥ + > ; prin urmare, avem 1( ) 0g t ≥  pentru orice 0t ≥ . Scriind 
funcţia de transfer ( )G z  sub forma 
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( )( ) 1
( )( )

a b c d z ab cdG z
z a z b

− − − + += +
− +

, 

rezultă  
0

1 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) 0g t t a b c d g t ab cd g tδ= + − − − + + + ≥  

pentru  0t ≥ , deci sistemul cu funcţia de transfer ( )G z  este C-monotonic. 

C6.9.  Fără a pierde din generalitate, presupunem max{ , }a a b= , deci 

a c≥ . 

Deoarece subsistemul cu funcţia de transfer 1
1( )G z

z b
=

−
 este C-monotonic, este 

suficient să arătăm că şi subsistemul cu funcţia de transfer 2
1( )

( )( )
G z

z a z c
=

− +
 este C-

monotonic. Asta are loc dacă şi numai dacă 0a c− ≥  (aplicaţia 6.12), ceea ce este 
adevărat.  

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C7.1.    a)  1,01

1
==ω

Tb rad/sec. 

             b)  
29
4

1

2
22

1

=
+

=
ωT

A ,    
2
5arctgarctg 1 −=−=α ωT ; 

C7.2.    a)  
14
13)(1 +

+
=

s
ssG ,    

                  
5

26

116

192
2

2
=

+ω

+ω
=A ,    

3
4arctg

2
4arctg3arctg −

π
=−=α ωω  . 

             b)  
)15)(14(

)13(2)(
++

+
=

ss
ssG ,    

                   
2

2 2
2 9 1 2 13

145(16 1)(25 1)
A

ω
ω ω

+
= =

+ +
,   

                    
2
5arctg2arctg

2
3arctg5arctg4arctg3arctg −−=−−=α ωωω  . 

C7.3.      1
2

2
2 3
X U

X
s

− +
=

+
,   1 2( 1)(2 1)

U
X

s s
=

+ +
,   

3
( 1)(2 1)

U
Y

s s
=

+ +
, 

  
3

( )
( 1)(2 1)

G s
s s

=
+ +

,   
)14)(1(

3)(
22 +ω+ω

=ωM ,    
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8

541 −
=ωb  rad/sec ,    

10
3)1( =M . 

         ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C8.1.   ),1()0,( ∞∪−∞∈k  - intern instabil 
}1,0{∈k  - intern semistabil 
)1,0(∈k  - intern strict stabil 

),1()0,3()3,( ∞∪−∪−−∞∈k  - extern instabil 
}1,0{∈k  - exintern semistabil 

            }3{)1,0( −∪∈k  - extern strict stabil 

C8.2.   0<k  - intern instabil 
0≥k  - intern strict stabil 

    )0,1()1,( ∪−−∞∈k  - extern instabil 
            }1{),0( −∪∞∈k  - extern strict stabil 

C8.3. Sistemul este intern instabil pentru orice k  real, deoarece polinomul 
caracteristic 

 )3)(2)(1(64)Idet()( 23 ++−=−++=−= ssssssAssP  

are rădăcina pozitivă 11 =s .   Din 

     
)3)(2)(1(

1)1()I()( 1
++−

+−
=+−= −

sss
skDBAsCsG , 

rezultă că sistemul este extern strict stabil pentru 0=k  şi extern instabil pentru 0≠k . 

C8.4.   Sistemul este intern instabil pentru orice k  real, deoarece polinomul 
caracteristic 

     )42)(1(42)42()Idet()( 223 −−−=+++−−=−= ksskskssAssP  

are rădăcina pozitivă 11 =s . 

C8.5.   Sistemul are polinomul caracteristic 

  )15)(()51()5()Idet()( 223 ++−=−−+−+=−= ssksksksksAssP , 

deci este intern strict stabil pentru 0<k , intern semistabil pentru 0=k  şi intern              
instabil pentru 0>k .  Din 

             
)15)((
23)29(3)I()( 2

2
1

++−
−−−+

=+−= −

ssks
ksksDBAsCsG , 
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rezultă că sistemul este extern strict stabil pentru 0<k  şi 
2

761 −
=k , extern              

semistabil pentru 0=k  şi extern instabil pentru 0>k , 
2

761 −
≠k . 

C8.6.   Sistemul are polinomul caracteristic 

                          ksssAss +++=−= 22)Idet()( 23P , 

deci este intern strict stabil pentru )4,0(∈k , intern semistabil pentru 0=k  şi 4=k ,           
intern instabil pentru ),4()0,( ∞∪−∞∈k .  Din 

                         
ksss

sDBAsCsG
+++

−
=+−= −

22
1)I()( 23

1 , 

rezultă că sistemul este extern strict stabil pentru )4,0(∈k  şi 5−=k , extern             
semistabil pentru 0=k  şi 4=k , extern instabil pentru ),4()0,5()5,( ∞∪−∪−−∞∈k . 

C8.7.   Sistemul are polinomul polilor 

                                   14)102(3130)( 23 +++++= ksksssP . 

Sistemul este strict stabil pentru 
29

140
4
1

<<
− k , semistabil pentru  

4
1−

=k şi 
29

140
=k ,            

instabil  pentru 
4
1−

<k  şi 
29

140
>k . 

C8.8.   Sistemul are polinomul polilor 

                                                 kssssP +++= 288)( 23 . 

Sistemul este strict stabil pentru 20 << k , semistabil pentru 2=k  şi instabil pentru            
2>k . 

C8.9.   Sistemul are polinomul polilor 

                                               
iT

ssssP 121016)( 23 +++= . 

Sistemul este strict stabil pentru 
5
4

>iT , semistabil pentru 
5
4

=iT  şi instabil pentru             

5
40 << iT . 

C8.10.  Sistemul are polinomul polilor 
4

168)( 2 ksssP +++= . Polinomul 

                                              
9
1

43
28)

3
1( 2 −++=−

ksssP  

este hurwitzian pentru 
9
4

>k . 
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C8.11.  Sistemul are polinomul caracteristic  

                                        kzzzz +++= 81710)( 23P . 

 Rădăcinile polinomului caracteristic au modulul subunitar atunci când ecuaţia   

                                                          0)1
1( =−

+
s
sP , 

 echivalentă cu   

                             01)35()13(3)35( 23 =−+++−++ ksksksk ,  

are rădăcinile cu partea reală negativă. Aplicând criteriul Hurwitz, rezultă 

                                                      1
2

41317
<<

− k . 

C8.12.  Sistemul are polinomul caracteristic 

                                      kzAzz −−=−= 1)Idet()( 2P .   

Rădăcinile polinomului caracteristic au modulul subunitar atunci când ecuaţia   

                                                          0)1
1( =−

+
s
sP , 

echivalentă cu   
                                                        0)2(22 =++− kskks ,  

are rădăcinile cu partea reală negativă, adică are toţi coeficienţii de acelaşi semn.                 
Rezultă 02 <<− k . 

C8.13.   Sistemulde reglare este strict stabil pentru 
5
630 << k .   

C8.14.   Sistemulde reglare este strict stabil pentru 
5
60 << k .   

C8.15.   Avem 
o o1( ) 1 ( ) ( ) 1 [ ]

(4 1)R T P EP z G z G G G k
s s

= + ⋅ = + ⋅
+

 

                                    
1 1

o
1 1

1 4 4(1 )1 ( ) 1 [ ]
4 1 1 1

Tz p zk k
s s z pz

− −

− −
−= + − = + −

+ − −
, 

cu /4e 0,5Tp −= ≈ . Ecuaţiile ( ) 0P z =  şi 1( ) 0
1

sP
s

+ =
−

 sunt echivalente cu 

1 22 (1,54 3) (1,23 1) 0k z k z− −+ − + + = , 

22,77 2(1 1,23 ) 6 0,31 0ks k s k+ − + − = . 

Sistemul este extern strict stabil atunci când 0 0,813k< < . 
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C9.1   
K

Gε EVst 21
1)0(

+
== . Rezultatul este valabil numai dacă sistemul este strict 

stabil, adică pentru 
5
210 << K . Prin urmare, eroarea staţionară este întotdeauna mai 

mare  decât 
47
5 . 

C9.2   
2

)(1lim
0

i
ER

s
st

T
sG

s
ε ==

→
. Rezultatul este valabil numai dacă sistemul este strict 

stabil,  adică pentru 
11
12

>iT . 

C9.3   Sistemul are polinomul polilor 

            KssssP +++= )18)(12(4)( . 
 Polinomul 

             27250120760016000(
250
1)

20
1( 23 −+++=− KssssP  

  este hurwitzian pentru 
125
42

250
27

<< K . 

C9.4   Cu notaţia stytytz −= )()( , avem 

                   
1)(

)0()()(
21

2
21

2121

+++
−−+−

=
−

=
sTTsTT
TTτsTT

s
GsGsZ ,  

         
2

1 2 1 2
2

1 2

( )
2( )

τ T T TT
T T

− − +
=

+
I  .               

 Indicele integral de calitate 2I  este minim pentru 21 TTτ += .  

C9.5   Sistemul este strict stabil pentru 
12
50 << k . 

          a)  Pentru )(1 tr =  şi 
12
50 << k , avem 

                 0)(lim
0

==
→

sGε ER
s

st . 

Pentru )(1 tt ⋅=v  şi 
12
50 << k , avem 

                 
k

sG
s

ε EV
s

st 4
1)(1lim

0

−
==

→
. 

          b)  Cu notaţia )()( ttz ε= , avem 
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ksss

ss
s

sG
sZ ER

256
156)(

)( 23

2

+++
++

== ,  

        
)125(4

538
2 kk

k
−
+

=I  .               

Indicele integral de calitate 2I  este minim pentru 137,0≅k .  

C9.6.  
i

ER

Tsss
s

s
sG

sZ
/123

1)(
)( 23

2

+++
+

== ,    
)16(2

3 2

2 −
=

i

i
T
T

I ,   ( iT )opt= 3
1 . 

C9.7.  Avem  

                                 1 1
2

1 1

1 3
( ) [ ( ) ( )]

4 ( 4) 1r
T s T

Z s G s G s
s T s T s

+ −
= − =

+ + +
. 

Ţinând seama de relaţia (22), rezultă 

2 2 2
2 0 0 1 1 1

1
0 1 2 1

4 23 36
( )

2 8( 4)
a b a b T T

T
a a a T

+ − +
= =

+
I . 

Din 1( ) 0T′ =I  rezultă 2
1 18 32 0T T+ − = , deci  

1 4( 3 1) 2,9282T = − ≈ . 

C9.8. Deoarece regulatorul este de tip integral, eroarea staţionară este nulă, iar 

semnalul de comandă al regulatorului trebuie să aibă forma 
1

( ) 1( )
F

c t t
K

= ⋅ , deci   

1
( )CR

F
G s

K
= ,   

( ) 1
1 ( ) ( )

R

R F F

G s
G s G s K

=
+

, 

1 (3 1)(4 1)
( )

( ) 2 (12 7)R
F F

s s
G s

K G s s s
+ +

= =
− +

. 

C9.9.  a)  
3

1 ( 1)(10 1)
( )

( )[ ( ) 1] 3 (4 3)R
F

s s
G s

G s P s s s
+ +

= =
− +

,  
3

(0) 5
lim ( ) ( ) 6

F

F
s

G
M

G s P s
→∞

= = ;  

    b) 2
3

1 ( 1)(4 3)(10 1)
( )

( )[ ( ) 1] 3 (4 8 5)R
F

s s s
G s

G s P s s s s
+ + +

= =
− + +

,  
3

(0) 10
lim ( ) ( ) 3

F

F
s

G
M

G s P s
→∞

= = . 

C9.10.  a)  
2

1 2(4 1)(10 1)
( )

( )[ ( ) 1] 9 (5 1)R
F

s s
G s

G s P s s s
+ +

= =
− +

,  
2

(0) 16
lim ( ) ( ) 9

F

F
s

G
M

G s P s
→∞

= = ; 
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    b)  
2

1 (4 1)(10 1)
( )

( )[ ( ) 1] 4 (5 1)R
F

s s
G s

G s P s s s
+ +

= =
− +

,  
2

(0)
2

lim ( ) ( )
F

F
s

G
M

G s P s
→∞

= = . 

    c)  
2

1 ( 1)(4 1)(10 1)
( )

( )[ ( ) 1] (5 1)(2 3)R
F

s s s
G s

G s P s s s s
+ + +

= =
− + +

,  
2

(0)
4

lim ( ) ( )
F

F
s

G
M

G s P s
→∞

= = . 

C9.11.  a)  
2

1 3(10 1)
( )

( )[ ( ) 1] 4(3 1)R
F

s
G s

G s P s s
+

= =
− +

,     

  b)  
2

1 3( 1)(10 1)
( )

( )[ ( ) 1] (3 1)(2 3)R
F

s s
G s

G s P s s s
+ +

= =
− + +

 

C9.12.  Avem  

1
4T
M

=  

a)  1 4T = ;   1
1 ( 1)(8 1)

( )
( ) ( ) (2 1)(4 1)n k

s s
R s

G s P s s s−

+ +
= =

+ +
,  

5

2 0 2
e

(s)= ( )
(4 1)

s
R G s

s

−
=

+
; 

b)  1 1T = ;   1
1 (4 1)(8 1)

( )
( ) ( ) (2 1)( 1)n k

s s
R s

G s P s s s−

+ +
= =

+ +
,  

5

2 0 2
e

(s)= ( )
( 1)

s
R G s

s

−
=

+
. 

C9.13.  1 2
1 10 (8 1)

( )
( ) ( ) (2 1)n k

s s
R s

G s P s s−

+
= =

+
,   

          
6

2 0 3
e

(s)= ( )
(2 1)

s
R G s

s

−
=

+
. 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C10.1.  Avem  

                     

5
s 1 2s 1
2 2 1

2s 1 s 1

s k

s k

+ −⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +

+ = ⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦+ +

GRI , 

iar ecuaţia det ( ) 0+ =GRI  este echivalentă cu 

       4 3 24 (8 28) (50 45) (46 26) 12 5 0s k s k s k s k+ + + + + + + + = . 

Matricea Hurwitz ataşată acestei ecuaţii are minorii principali 

   2
2 4(100 394 289)k kΔ = + + ,   3 2

3 2204 9650 10313 3267k k kΔ = + + + .   

Coeficienţii ecuaţiei şi minorul 3Δ  sunt pozitivi pentru 5
12k −> .  
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C10.2.  a) Avem 

                      11 12

21 22

3 1
(0)

1 2

K K

K K
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦

K G , 

12
12

11

1
3

Kd K
− −= = ,    21

21
22

1
2

Kd K
− −= = , 

     12

21

1 1 1/3
1 1/ 2 1

d
d

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦
D . 

b) Avem: 
                         1)()( 2211 == sDsD ,   

                         12
12

11

( ) (2 1)( ) ( ) 3(4 1)
G s sD s G s s

− − += = + ,   21
21

22

( ) ( 1)( ) ( ) 2(4 1)
G s sD s G s s

− − += = + , 

       

(2 1)1 3(4 1)
( )

( 1) 12(4 1)

s
s

s
s
s

− +⎡ ⎤
⎢ ⎥+

= ⎢ ⎥− +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

D , 

              ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(0

0)(

22

11

sM

sM
M , 

                    
2

12 21
11 11 2 222

94 45 5
2(2 1) (4 1)

G G s sM G G s s
+ += − =

+ +
,   

                     
2

12 21
22 22 2 211

94 45 5
3( 1) (4 1)

G G s sM G G s s
+ += − =

+ +
. 

c) Avem: 

                       
2

1 11 22 12 21 2 2 2
94 45 5

( 1) (2 1) (4 1)
s sG G G G

s s s
Δ + += − =

+ + +
, 

22 11 12 22
21 21 11 11 22

2(4 1) 11 ( 1)(2 1)(4 1) 1( )
94 45 5 3(4 1)1 2 1

s
G M G M s s s ss
G M G M s s s

s
Δ

+⎡ ⎤−−⎡ ⎤ ⎢ ⎥+ + + += =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥−⎣ ⎦+

D . 

Deoarece decuplorul este impropriu, alegem decuplorul simplu propriu cu matricea de 
transfer 

   2

2(4 1) 11 (2 1)(4 1) 1( ) ( )1 94 45 5 3(4 1)1 2 1

s
s s ss ss s s s

s

+⎡ ⎤−⎢ ⎥+ + += = ⎢ ⎥+ + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦+

D D . 
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Procesul decuplat are matricea de transfer 

                               
2

1 0( 1)(2 1)1
1 10

( 1)

s s
s

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +

= = ⎢ ⎥+ ⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

M M  

 
C10.3.  a) Avem 

                               11 12

21 22

2 1
(0)

1 2

K K

K K

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
K G , 

        12
12

11
1/ 2Kd K

−= = ,    21
21

22
1/ 2Kd K

−= = − , 

    12

21

1 1 1/ 2
1 1/ 2 1

d
d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦
D . 

b) In conformitate cu (31) şi (32), avem 

11

22

2 00 (2 1)(3 1)
0 20

3 1

G s s
G

s

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦+

M , 

12

11

12 21 21

11 22 22

2 11 11 4 2
(3 1)3 5 11 1 2(2 1)

G s
G

sG G G s
sG G G

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
= ⋅ = ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ++⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

D  

4 2(2 1)
3 5 3 5
2(3 1) 4

(2 1)(3 5) 3 5

s
s s

s
s s s

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥=

− +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

 

c) Avem: 

                            12
12

11

( ) 2 1( ) ( ) 2
G s sD s G s

− += = ,   21
21

22

( ) (3 1)( ) ( ) 2(2 1)
G s sD s G s s

− − += = + , 

deci 

2 11 2( ) (3 1) 12(2 1)

s

s s
s

+⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥− +⎢ ⎥
+⎣ ⎦

D , 
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Deoarece decuplorul este impropriu, alegem decuplorul simplu propriu cu matricea de 
transfer 

         
2

1 1
2 1 21( ) ( ) (3 1) 12 1

2 12(2 1)

s
s s ss

ss

⎡ ⎤
⎢ ⎥+

= = ⎢ ⎥− ++ ⎢ ⎥
++⎣ ⎦

D D , 

sau decuplorul simplu propriu aproximativ 

2 11 2(0,1 1)
( )

(3 1) 12(2 1)

s
s

s
s
s

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+

= ⎢ ⎥− +⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

D� . 

C10.4.  a) Avem 

11 12

21 22

2 1
(0)

1 2

K K

K K
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
−⎣ ⎦⎣ ⎦

K G , 

12
12

11
1/ 2Kd K

−= = − ,    21
21

22
1/ 2Kd K

−= = , 

12

21

1 1 1/ 2
1 1/ 2 1

d
d

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
D . 

b) Avem: 
                            1)()( 2211 == sDsD ,   

                            
2

12
12

11

( )( ) ( ) 2(3 1)
sG sD s G s s

−− −= = +
e ,   

3
21

21
22

( )( ) ( ) 2(3 1)
sG sD s G s s

−− −= = +
e , 

                             

2

3

1 2(3 1)
( )

12(3 1)

s

s

s
s

s

−

−

⎡ − ⎤
⎢ ⎥+

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥

⎢ ⎥+⎣ ⎦

D

e

e
. 

c) In conformitate cu (25) şi (26), avem 

4

22 12

4 221 11

2e e
2 1 (6 1)(3 1)

e 2e
(2 1)(3 1) 6 1

s s

s s

G G s s s

G G
s s s

− −

− −

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− + + +⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

D , 

3 5
11 22 12 21

1 0 1 0e e( ) [4 ]
(6 1)(3 1) (3 1)(2 10 1 0 1

s s
G G G G

s s s s
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
M . 
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Deoarece decuplorul şi procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul 
simplu propriu  

4

24

2(3 1)e e
2 1 6 1(3 1)

2(3 1)ee
2 1 6 1

s s

ss

s
s ss

s
s s

− −

−−

⎡ + ⎤−
⎢ ⎥+ +

= + = ⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥⎣ ⎦+ +

D D , 

pentru a obţine procesul decuplat 

3 5 1 0e e(3 1) [4 ]
6 1 (3 1)(2 1 0 1

s s
s

s s s
− − ⎡ ⎤

= + = + ⎢ ⎥+ + + ⎣ ⎦
M M . 

C10.5.  a) Avem 

                              11 12

21 22

3 1
(0)

1 1

K K

K K

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎣ ⎦⎣ ⎦
K G , 

        12
12

11
1/3Kd K

−= = ,    21
21

22
1Kd K

−= = , 

          12

21

1 1 1/3
1 1 1

d
d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
D . 

b) Avem: 
                              1)()( 2211 == sDsD ,   

                              12
12

11

( )( ) ( ) 3(3 1)
sG sD s G s s

−= = +
e ,   221

21
22

( )( ) (4 1)( )
sG sD s sG s

−−= = + e , 

                               
2

11 3(3 1)( )
(4 1) 1s

ss
s −

⎡ ⎤
⎢ ⎥+=
⎢ ⎥+⎣ ⎦

D
e

, 

                                
2

11
3(3 1)

(4 1) 1
0,5 1

s

s

s
s

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥=
⎢ ⎥+
⎢ ⎥+⎣ ⎦

D
e

 .               

c) In conformitate cu (25) şi (26), avem 

2

22 12

3 321 11

e e
(4 1)(2 1) (6 1)(3 1)

e 3e
2 1 6 1

s s

s s

G G s s s s
G G

s s

− −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥− + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦+ +

D , 
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4
11 22 12 21

1 0 1 0e 3 e( ) [ ]
(6 1)(2 1) 4 1 3 10 1 0 1

s s
G G G G

s s s s
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
M . 

Deoarece decuplorul şi procesul decuplat sunt strict proprii, putem utiliza decuplorul 
simplu propriu  

2

3
3

(2 1)ee
4 1 (6 1)(3 1)

(2 1)
3(2 1)ee

6 1

ss

s
s

s
s s s

s
s

s

−−

−
−

⎡ + ⎤
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥= + =
⎢ ⎥+
⎢ ⎥⎣ ⎦+

D D , 

pentru a obţine procesul decuplat 

4 1 0e 3 e(2 1) [ ]
6 1 4 1 3 1 0 1

s s
s

s s s
− − ⎡ ⎤

= + = − ⎢ ⎥+ + + ⎣ ⎦
M M . 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C11.1.   a) Compensatorul static are ecuaţia  

                               1
1

(3 )
6

c r= +v . 

b)  Compensatorul dinamic dedicat are funcţiile de transfer 

0 3
( 1)(5 1)(6 1)

( )
2(2 1)

s s s
G s

s
+ + +

=
+

,   1
( 1)(5 1)

( ) 6(2 1)(5 1)
s s

G s s s
+ +

=
+ +

. 

c)  Compensatorul dinamic dedicat are funcţiile de transfer 

               0 4
0

( 1)(5 1)(6 1)
( )

2( 1)f

s s s
G s

T s
+ + +

=
+

. 

C11.2.   a) Compensatorul static are ecuaţia  

                               1
1

( )
2

c r= +v .  

b)  Compensatorul dinamic dedicat are funcţiile de transfer 

                              0
8 1

( ) 2(2 1)
s

G s s
+

=
+

. 

C11.3.   a) Compensatorul static are ecuaţia  

                               1
1
4

c r= − v . 

b)  Compensatorul dinamic dedicat are funcţiile de transfer 
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0 3
(2 1)(5 1)(6 1)

( )
(2 1)

s s s
G s

s
+ + +

=
+

,   1
(6 1)

( ) 4( 1)
s

G s s
− +

=
+

. 

C11.4.   a) Compensatorul static are ecuaţia  

                               1
1

(3 )
6

c r= −v . 

   b)  Compensatorul dinamic dedicat are funcţiile de transfer 

                             0 2
(5 1)(6 1)

( )
2( 3 1)
s s

G s
s

+ +
=

+
,   

3

1
(6 1)e

( ) 6(4 1)(10 1)

ss
G s s s

−− +
=

+ +
. 

C11.5.   a) Avem  

0
0( ) 2 21

total
P

y
K c

Δ
Δ= = = ,   

1
1

1

( ) 1 11
total

P
y

K
Δ

Δ= = =v . 

                              
00 1/ 1/ 2PK K= = ,  

1 01 / 1/ 2P PK K K= − = − . 

Compensatorul staţionar are ecuaţia  

    0 1 1 1
1( )2c K r K r= + = −v v , 

  b)   Avem 
   0τ = 0,     1 5τ = ,   1 0 5τ τ τ= − = ; 

                     95 0 0 095( ) ( ) 25 0 25tr sT T τ= − ≈ − = ,      

   95 0
0

( )
8,3

3
trT

T ≈ ≈ ; 

                     95 1 1 195( ) ( ) 24 5 19tr sT T τ= − ≈ − = ,     

   95 1
1

( )
6,3

3
trT

T ≈ ≈ . 

Prin urmare, 

                      
0 0

0 0
0

( 1) 8,3 1
( )

1 2( 1)f f

K T s s
G s

T s T s
+ +

= =
+ +

,    0 0 0/ 4,15fT T M= = , 

                    
51 0

1
1

( 1)e (8,3 1)e
( )

1 2(6,3 1)

s sK T s s
G s

T s s

τ− −+ − +
= =

+ +
. 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C12.1.  Se aplică comenzile 
     p_imc_1a(2, 2.7, 1.2, 45, 6, 0, 0); 
     p_imc_1a(2, 1.8, 1.2, 45, 6, 0, 0.2); 
     p_imc_1a(2, 1.23, 1.2, 45, 6, 0, 1); 
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Valorile parametrilor modelului procesului ( 1.2MK = , 45sT = , 6Mτ = ) se obţin din 
graficul răspunsului indicial al procesului 1( )y t  - fig. 1. Răspunsurile )(ty  au un 
suprareglaj în gama 1…3% respectiv pentru 2.7K = , 1.8K =  şi 1.23K = . 

 
Fig. 1. Răspunsul indicial 1y  al procesului şi  

răspunsurile c  şi y  ale ale sistemului de reglare la referinţă treaptă unitară: 
A - pentru 0a=  şi 2.7K = ;  B - pentru 0.2a= şi 1.8K = ;  C - pentru 1a=  şi 1.23K =  .    

C12.2.   Se aplică comenzile 
     p_imc_4a(2, 2.8, 0.95, 60, 7, 1.1, 0); 
     p_imc_4a(2, 1.7, 0.95, 60, 7, 1.1, 0.2) 
     p_imc_4a(2, 1.2, 0.95, 60, 7, 1.1, 1); 

Procesul compensat are 1.1rK = . Valorile parametrilor modelului procesului 
compensat ( 0.95MK = , 60sT = , 7Mτ = ) se obţin din graficul răspunsului indicial al 
procesului 1( )y t  - fig. 2. 

 
Fig. 2. Răspunsurile indiciale ale procesului de tip integral ( 1y ), procesului compensat ( 0y ) 

şi sistemului de reglare ( ,c y ): 
A - pentru 0a=  şi 2.8K = ;  B - pentru 0.2a= şi 1.7K = ;  C - pentru 1a=  şi 1.2K =  .    
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C13.1.   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

m
C

0
21

2 . 

            Cazul 0≠m . Sistemul este controlabil şi stabilizabil.  
            Cazul 0=m . Sistemul nu este controlabil. Stările situate pe dreapta 02 =x  
(subspaţiul controlabil) sunt controlabile. Celelalte stări nu sunt controlabile. 
Subspaţiul necontrolabil e format din dreapta perpendiculară 01 =x . Spectrul 
controlabil este }2{=σc , iar spectrul necontrolabil este }1{−=σnc . Deoarece 

−⊂σ Cnc , sistemul este stabilizabil. 

C13.2.   
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−−−=

mm
mC

0
111

111
3 , 

            Cazul 0≠m . Sistemul este controlabil şi stabilizabil.  
            Cazul 0=m . Sistemul nu este controlabil. Subspaţiul controlabil are 
dimensiunea 1. Spectrul controlabil este }1{=σc , iar spectrul necontrolabil este 

}0,1{−=σnc . Deoarece −⊂σ Cnc , sistemul este stabilizabil. 

C13.3.  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−−
+−−

=
43210

311101
2 mmm

mC . 

           Sistemul este controlabil şi stabilizabil pentru orice m  real.  

C13.4.  Sistemul este controlabil deoarece matricea de controlabilitate 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

322
150
501

3C  

are rangul 3. 

           Forma canonică controlabilă de tipul 1: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

223
051
105

1cS ,   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== −

001
100
010

1
1
1 cc ASSA ,    

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== −

1
0
0

1
1 ASB c  , 

[ ]3331 == cCSC ,    0== DD . 

           Forma canonică controlabilă de tipul 2: 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

322
150
501

2cS ,  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== −

010
001
100

2
1
2 cc ASSA ,   

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== −

0
0
1

1
2 BSB c  , 

[ ]3332 == cCSC ,    0== DD . 

C13.5.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
−
−−

=
112
120
111

3Q .  Sistemul este observabil. 

C13.6.  Sistemul este observabil deoarece matricea de observabilitate 

            
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−−
=

410
401
111

3Q  

            are rangul 3. 

            Forma canonică observabilă de tipul 1: 

            1
31
−=QSo ,   

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== −

021
100
010

1
1
1 oo ASSA ,    

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡−
== −

6
9
1

1
1 BSB o  ,     

           [ ]0011 == oCSC ,    0== DD . 

           Forma canonică observabilă de tipul 2: 

           
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−

−−
=−

111
401
212

1
2oS ,   

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== −

010
201
100

2
1
2 oo ASSA ,    

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
== −

1
9
4

1
2BSB o  ,     

           [ ]1002 == oCSC ,    0== DD . 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

C14.1.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
=

332
601
030

3C ,   [ ]121
9
1

−=Th ,   [ ]177022
9
1I)( 3 =+= AhF T . 

C14.2.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−=

151
512
120

3C ,   [ ]4211
25
1

−=Th ,   [ ]12198
25
1I)( 3 =+= AhF T ,   
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==

12
19
8

25
1TFL . 

C14.3.    
8

1 19
25 12

L
⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (conform aplicaţiei precedente C14.2), 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−−

−
=

201
121
010

3C ,   [ ]112 −−=Th ,   [ ]111I)( 3 −=+= AhF T , 

2
1])([ 11 −

=−−= −− BBFACP , 

0 0 1
2 1 3
1 0 2

FA A BF
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − = − −
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

, 
0 16 9

1 25 39 69
25 0 1 37

LA A LC
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥= − = − −
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

, 

0 16 33
1 50 63 94
25 25 24 62

FJ A LC
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥= − = − −
⎢ ⎥

− −⎣ ⎦

 

            Ecuaţiile (14.14) ale compensatorului: 

1 1

2 2

33

0 16 33 0 8
1 1 150 63 94 1 19
25 2 2525 24 62 1 12

x x
x x r y

xx

⎡ ⎤ − − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

�� �
�� �
� ��

 

[ ]
1

2

3

11 1 1
2

x
u x r

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
�
�

 . 

            Ecuaţiile (14.16) ale sistemului de reglare ),,,( 00000Σ DCBA : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−
−−−
−−−

−

=

62242512240
94635019380
331608160
25252525250
25252550025
0002500

25
1

0A ,     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

1
1
0
1
1
0

2
1

0B  , 

[ ]0001200 =C  ,     00 =D . 
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            Ecuaţiile (14.17) ale sistemului de reglare 0 0 0 0 0( , , , )Σ A B C D′ ′ ′ ′′ : 

0

0 0 25 0 0 0
50 25 75 25 25 25
25 0 50 25 25 251

0 0 0 0 16 925
0 0 0 25 39 69
0 0 0 0 1 37

A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥′ = ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

,     0

0
1
11
02
0
0

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 , 

[ ]0001200 =C  ,     00 =D . 
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